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CAPITULO

Fundamentos de la teoria de campos
no relativista

1. Sistema de dimension finita

1.1. Formalismos lagrangiano y hamiltoniano para particulas puntuales

La segunda ley de Newton, mir = F, exige enumerar todas las fuerzas. Esto resulta
incomodo cuando las fuerzas provienen de restricciones o cuando las coordenadas son
curvilineas. Esta dificultad puede evitarse si en lugar de centrarse en las ecuaciones de
movimiento se adopta el principio de trabajo. Entre 1740 y 1760, Euler y Lagrange
se dieron cuenta de que muchos problemas mecanicos ocultan una formulacion mas
simple: una trayectoria en el espacio de configuraciones es fisica si y solo si hace que una
cantidad escalar, la accidon, que guarda una relacion directa con el trabajo del sistema,
sea estacionaria. Este descubrimiento se basd en principios previos de minimo tiempo
(como el de Fermat para la luz o la braquistécrona de Bernoulli) y en el recién desar-
rollado célculo de variaciones de Euler. Lagrange demostré entonces que la condicion
de estacionariedad reproduce automaticamente la ley de Newton, pero de forma in-
dependiente del sistema de coordenadas y manejando las restricciones de manera elegante.

Para una fuerza conservativa, sabemos que puede ser expresada a partir de un potencial

lo que nos permite escribir la ley de Newton de la forma siguiente

ov

9V 1.2
awz Y ( )

pi =
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con p; el momento de la particula. Siguiendo la idea de Euler y Lagrange, queremos
definir una funcién a partir de la cual obtener esta ley. Por eso, definimos las coordenadas

generalizadas
¢ =1{q,q - qn} (1.3)
que representan el estado de un sistema, por ejemplo (z,y, z), (1,0, ) ..., y sus veloci-
dades generalizadas ¢; = %, a partir de lo cual se define el lagrangiano
L= L(g¢,t)=T(¢,t)—V(gt), (1.4)

con T la energia cinética y V' la energia potencial. La ecuacion de movimiento que
describe la trayectoria (¢;(t), ¢:(t)) es dada por la ecuacién de Euler-Lagrange

d (0L oL
( : ) _ 9% (1.5)
dt \ 9g; dq;

Por ejemplo, en el caso de una particula puntual de masa m sometida a un potencial
V(q), tenemos

L=gmi® - V(a), (1.6
lo que implica
gg =mq, gf]/ =—-V'(q). (1.7)
Usando la ecuacién (1.5) obtenemos
m§=—=V'(q), (1.8)
lo que es la ecuacién de Newton con la fuerza F' = —V"(q).

Mientras que el lagrangiano (1.4) es una funciéon que depende del tiempo, resulta méas
practico introducir un funcional que no dependa de ¢, la accién, que es la integral del
lagrangiano. Para un sistema de NN particulas, la accién es

t2
S= [ Llad, i={1...N}. (1.9)

t1
Entonces, la ecuacion de Euler-Lagrange (1.5) se puede obtener de la accién de sigu-

-



iente manera. El principio de minima accidn (no se busca realmente el minimo, pero
solamente un extremo) nos dice que de todas las trayectorias entre ¢; (t1) y ¢; (t2) el
sistema escoge aquella que extremiza la accién S.

Consideramos el caso de NV =1, con la acciéon S = fttf L(q, q,t)dt. Sitenemos un camino
q(t), podemos modificarlo un poco ¢(t) + dq(t) para ver si el camino era un extremo, es
decir que buscamos 6.5 = 0 donde “0” es una pequena variacién de la accion

t2 to
55:/ L(q + 0q,q + 64, )dt—/ L(g,¢,t)dt = 0. (1.10)

t1 t1

Ademas, el tiempo no varia (6t = 0), solo lo @ * 50 q(t)
hacen las coordenadas y las velocidades. En d (69(1) = 0)
otras palabras, la variacion se realiza a tiempo q(®)

fijo. También se impone la condicién de que

0q (t1) = 6q (t2) = 0, es decir, que iniciamos

y terminamos siempre en los mismos puntos. q(t)

Son trayectorias con el mismo estado inicial (54() = 0)

y final. Bajo estas condiciones, usando la

expansion de Taylor, se obtiene

to to
5= [ [L<q,q',t> 4+ OLg, 4 OLs ] i~ [ v na (1)
t1 a a t1
oL oL
_Z;<65q+aagdt (1.12)

Pero como (5.q = %(5(], se puede hacer una integracion por partes, dando

oL oL d (9L
o~ — — | = 1.1
J, Lo G~ G ) o e

2 9L <8L> oL
~ 0q | — — — dt + —46 1.14
/tl ar 9 R , (1.14)
2 T9L d (0L aL aL
2 ToL <8L>
~ dq | — — — dt . 1.16
/tl 1|5 . (1.16)

El principio de minima accién pide que S sea nulo para cualquier variaciéon dq, lo que
implica la ecuaciéon de Euler-Lagrange (1.5):



0S 0L d (0L

(=) =0. (1.17)

0g Oq dt \ Jq
Si las condiciones de borde no eliminan los términos adicionales, el principio de minima
acciéon no se cumple. En ese caso, la derivada variacional 65/d¢ no estd bien definida, y
por lo tanto, la acciéon S no es diferenciable.

Las ecuaciones obtenidas son de segundo orden y asumen que el lagrangiano no depende
de derivadas de orden superior como §, ¢, etc. Ademas, como dos lagrangianos que
difieren en una derivada total f (q,q), llevan a las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange,
no es posible bajar el orden de un término superior afiadiendo simplemente una derivada
total. Por ejemplo, ¢4 no cuenta como un término de orden superior, porque resulta
equivalente a —¢? al agregar el término —(§). Esto se refleja en el hecho de que un
sistema dindmico estd completamente determinado por sus coordenadas y velocidades
iniciales. Para un sistema con n grados de libertad, existen n ecuaciones de Euler-
Lagrange, y cada una es de segundo orden. Por lo tanto, una solucién general dependera
de 2n constantes de integracion, que se pueden fijar especificando las condiciones iniciales
para ¢' v ¢*. La mayoria de los sistemas fisicos comparten esta caracteristica: son de
segundo orden. Sin embargo, algunos sistemas requieren derivadas de orden superior
para describirlos, como sucede con la fuerza de Abraham—Lorentz

m(j:Fext +T(] (118)

Este término de tercer orden surge de la auto-interaccion de la particula con su propio
campo de radiacién cuya magnitud estd caracterizada por la constante 7. De manera
similar, el lagrangiano de Euler—Heisenberg incorpora términos de auto-interaccién del
fotén con derivadas de orden superior para representar las correcciones cuanticas a la
teoria de Maxwell en el régimen de bajas energias. Sin embargo, este curso se cen-
trara principalmente en teorias que conducen a ecuaciones diferenciales de segundo orden.

En mecéanica clasica, existen dos formulaciones equivalentes para describir un sistema
fisico: el formalismo lagrangiano que hemos resumido y también el formalismo hamilto-
niano. La diferencia esta en la eleccion de las variables que describen la dindamica del
sistema.

En vez de considerar una funcién de (g, ¢) como el lagrangiano para describir un sistema,
podemos definir otra funcién de (g, p). Para eso, se usa una transformada de Legendre:
Si tenemos una funcién F(z,y) y definimos la derivada con respecto a y como p = 9F/dy,



podemos definir una nueva funcién de (z,p) en vez de (z,y)
G(z,p)=yp—F. (1.19)

G se llama la transformada de Legendre de F' con respecto a la variable y. De hecho,

dG = pdy + ydp — dF (1.20)
oF oF OF
= —d dp — —dr — —d 1.21
T +ydp — 5dz oy (1.21)
oF
= ydp — —d 1.22

lo que muestra que G es una funciéon de z y p. Ademas, como un diferencial de la
funcion G(z,p) tiene la forma dG = %dm + %dp, también encontramos las relaciones

oG OF  0G

Sl - —_—_= 1.2
op’  Ox Ox (1.23)

Y

Siguiendo esta idea, se define el hamiltoniano como la transformada de Legendre del
lagrangiano con respecto a la variable ¢

. oL
H(q,p)=pi— L, P= 5 (1.24)

En consecuencia, las ecuaciones de Hamilton se obtienen a partir de (1.23)

dq OH

T 1.2
oL OH

==z 1.2
9 a4 (1.26)

Finalmente, usando (1.5) obtenemos las ecuaciones de Hamilton en su forma final

dg 9H dp  9H

dg _OH - dp _ o8 1.27
dt op dt dq ( )
Para concluir, mientras que el lagrangiano L(q, ¢) define la dindmica en el espacio de
configuraciones (g;, ¢;), el hamiltoniano H(q, p), describe la dindmica en el espacio de

fase (q;, p;)-



1.2. Corchete de Poisson y cantidades conservadas

La dindmica de una particula esta relacionada con cémo cambian sus coordenadas y
momentos a lo largo del tiempo. La derivada temporal de cualquier cantidad f = f(q, p,t)
se puede escribir como

daf _of of ~ 9f
= Bt +Z< api]%) . (1.28)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton (1.27), esto se transforma en

o _0f <~ (0f0H ofoH
dt ~— Ot d0q; Op;  Op; Jg;

(1.29)

lo que nos motiva a introducir un nuevo objeto matematico que describe la evolucion
temporal de funciones en el espacio de fase.

Consideremos dos funciones f(q,p) v g(q,p). El corchete de Poisson entre ellas se define
como

_ of 99 _ 0f 99
ey = ; (a% Ip; - Ip; aqi) . (1.30)

Este corchete posee las siguientes propiedades fundamentales:

Antisimetria: {f, g} = —{g, f},

Linealidad: {af + 8g,h} = o{f, h} + f{g, h} para todo «, § € R,

Regla de Leibniz: {fg,h} = f{g,h} +{f, h}g,
- Identidad de Jacobi: {f,{g,h}} + {9, {h, f}} +{h,{f,g}} =0.

Estas propiedades se pueden demostrar de manera directa, aunque los célculos pueden
ser algo extensos.
Aplicando esta definicién, se obtienen las corchetes de Poisson candnicas

{¢i,q;} =0, {pi,pj} =0, {gi,p;} =045, (1.31)

donde ¢;; es la delta de Kronecker que vale 1 si ¢ = j y 0 en caso contrario.
Usando el formalismo, para cualquier funcién f(g;, p;,t), la derivada total respecto al
tiempo es

~10 -



daf _of
2 ==+ {5 H}. (1.32)

En particular, cuando f no depende explicitamente del tiempo, se obtiene

df

—={f,H}. 1.33
S = (1) (13)
Se puede deducir que f(q;(t),p;(t)) es una constante del movimiento si conmuta con
el hamiltoniano en el sentido de Poisson, es decir, si {f, H} = 0. En especial, si H no
depende del tiempo, se conserva automaticamente ya que {H, H} = 0.

De manera similar, si ¢ es una coordenada ciclica (o sea, H no depende de ¢), entonces

oH
Hy=-""= 1.34
. H}y == =0, (134

lo cual implica que % = 0, es decir, p también se conserva.

Una vez identificadas algunas constantes del movimiento, se pueden generar otras nuevas
cantidades conservadas usando corchetes de Poisson. Por ejemplo, si [ y J son constantes
del movimiento, entonces {I,.J} también lo es. Para demostrarlo, basta con usar la
identidad de Jacobi y notar que

({1, J},H} = {I,{J.H}} + {{I,H},J} = 0. (1.35)

Como ejemplo, si dos componentes del momento angular se conservan, entonces la tercera
también es constante. Recordemos que el momento angular estd dado por L =r x p,
con componentes:

Ly = 1rops — 13p2, (1-36)
Ly = r3p1 — rips, (1.37)
L3 =r1ps — 12p1 . (1.38)

Entonces, usando la regla de Leibniz, tenemos

{L1, Lo} = {rops — rspa, rsp1 — rips}
= {rops, r3p1} — {rops, Tip3} — {rspa, 3p1} + {rapa, Tip3}. (1.39)

— 11 —



Los dos términos centrales se anulan:

{rops, rips} = ro{ps, rips} +{re, rips}ps

=ro(r1 {ps, ps}+{ps, r1}p3) + (r1 {ra, p3} +{re, m1}p3)ps =0. (1.40)
0 0 0 0

Los términos no nulos son

{L1, Lo} = 1o {ps, 3} p1 + p2{rs,ps} 1 = —rap1 + 11p2 = L3. (1.41)
el 1

Por lo tanto, si dos componentes de L son constantes del movimiento, entonces todo el
vector L se conserva.

1.3. Sistemas integrables

Los sistemas integrables constituyen una clase particular de sistemas hamiltonianos. Un
hamiltoniano definido en un espacio de fase de dimension 2n es integrable en el sentido
de Liouville si existen n funciones suaves fi,..., f,: M — R que cumplen

1. (fi1,--- fn) son funciones independientes

2.V ij {fufs} = 0.

Decimos que fi,..., f, € C°°(M) son independientes si (dfi),,...,(df.), son lineal-
mente independientes en (casi) todos los puntos de algiin subconjunto denso de M. Un
subconjunto de M es denso si cada punto de M es limite de una sucesiéon de puntos
del subconjunto. Por ejemplo, si consideramos M = R? un plano real y fi(z,y) = z,
fo(z,y) = (2* + y?)/2, obtenemos

dfy = da, (1.42)
dfs = xdx + ydy . (1.43)

Concluimos que f; y f2 son independientes en todo R? excepto en la linea y = 0. Por
esa razéon hemos usado en la definicién la palabra casi.

Un sistema definido en R?* con coordenadas (qi, ga, p1,p2) y hamiltoniano

2 .2
H:%;m, (1.44)

es integrable. De hecho, considerando f; = H v fo = p1g2 — p2q1, se verifica
{f17f2}:()7 (145)

— 12 —



y ademaés

dfi = pidpy + padps,  dfs = —pedqy + p1dgs + gadpy — qidps (1.46)

son independientes salvo si (p1,p2) = (0,0).

El teorema de Liouville-Arnold dice que se pueden introducir para un sistema inte-
grable coordenadas canonicas locales (¢4, ..., ¢n, I1,. .., 1), denominadas coordenadas
accion—dangulo, tales que

H=H(L,... 1), (1.47)
fi=fillh,. . 1), (1.48)

y ¢; son angulos 27 periddicos. Eso significa que la trayectoria en un sistema integrable
estd confinada a un toro n-dimensional S* x --- x S! en el espacio de fase.
En este sistema de coordenadas, obtenemos para las ecuaciones de Hamilton

0H

¢ = L (1.49)
. oOH
Iii_@gzﬁi =0, (1.50)
con la solucion
Li(t) = 1;(0), 1.51)
¢i(t) = ¢:(0) + wit . (1.52)

Este sistema es integrable en el sentido de que, al encontrar n cantidades conservadas,
su dinamica se reduce a un problema trivial.

Las frecuencias w; determinan si las trayectorias son periddicas, es decir, cerradas, o si por
el contrario son densas en el toro. En el caso n = 2, y si el sistema es integrable, aparecen
dos frecuencias. Si w;/wy es racional, las trayectorias son cerradas y periddicas. En
cambio, si wy/wy N0 es racional, las trayectorias no se cierran y resultan densas en el toro.

Un sistema puede poseer mas integrales de movimiento independientes que las requeridas
para la integrabilidad de Liouville. En particular, si un sistema con n grados de libertad
admite 2n — 1 funciones integrables independientes, se dice que es super-integrable y en
este caso todas las trayectorias son peridédicas. Un ejemplo es el problema de Kepler,
que posee cinco cantidades conservadas independientes, la energia, las tres componentes

~13 -



del momento angular y el vector de Laplace-Runge—-Lenz, lo que implica que el sistema
es super-integrable y tiene sus orbitas periddicas.

1.4. Pares de Lax

En algunos sistemas hamiltonianos de dimensién finita, es posible expresar su dinamica
mediante un par de matrices que evolucionan a través de una ecuacion de conmutador.
Esta formulacién, conocida como par de Laz, no solo permite integrar explicitamente
el sistema, sino también proporciona de forma sistemdtica una familia de cantidades
conservadas en involucion.

Un par de Lax es un par de matrices L(t) y B(t), tipicamente dependientes de las
variables dinamicas, tales que la evolucion temporal de L esta gobernada por la ecuacion:

L(t) = [B(t), L(t)] = B()L(t) - L(t)B(1), (1.53)

donde [, | es el conmutador. Cuando un sistema evoluciona segin la ecuacién de Lax
(1.53), el espectro de L(t), o sea sus valores propios, permanece constante en el tiempo.
Eso se puede mostrar usando U(t) que satisface la ecuacién matricial

La solucién U(t) es una matriz invertible para todo ¢, ya que satisface una ecuacion lineal
homogénea con coeficientes suaves. Por lo tanto, se puede definir la matriz conjugada

Lit)=U@)'L)U(t). (1.54)

Derivando respecto al tiempo, se encuentra

d~ d
L@y:ﬁ(Ufuﬂ

= U WWU'LU4+ U 'LU 4+ U'LU

= -U'BLU+U'B, LU+ U 'LBU

= U 'BLU+U'BLU —U'LBU + U 'LBU

—0, (1.55)
implicando que L(t) es constante:

L(t) = L(0) = L(0). (1.56)

— 14 —



Dado que L(t) es conjugado de L(0), es decir

L(t) = U@)L0)U(t)™ !, (1.57)

Vi, o(L(t) = o(L(0)). (1.58)

Concluimos que la evolucién de tipo Lax preserva el espectro de L(t). En otras palabras,
los valores propios de L(t) son constantes en el tiempo.

Como consecuencia, todas las cantidades que dependen tnicamente del espectro de

L, por ejemplo, los polinomios simétricos de sus valores propios, son constantes de
movimiento. En particular, para cualquier entero k > 1, la traza

I, = tr(LF), (1.59)

es un primer integral del sistema. Estas integrales son invariantes (constantes) porque

d k d = k—1—
- J —j
tt(L) (tL> tr ELLL

= tr (If LJ’[B,L]L’f—l—J')
=tr ([B, L") = 0. (1.60)

Por ejemplo, la red de Toda describe N particulas unidimensionales con interaccion
exponencial entre vecinos. Su hamiltoniano es
N o2 N-l

H = Z;Z + ) e (1.61)

=1 =1

Introduciendo las variables de Flaschka,

a; —(qi+1— %)/2 (1.62)

M\r—k

bi:

e
1

1.63
—5Pis (1.63)
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se define la matriz de Lax:

bl ay 0 cee 0
ap b2 (05}
L = 0 ay - 0 , (164)
D by—1 an—1
0 0 anN—_1 bN
y la matriz
0 a0 0
—a 0 Q9 .
B=10 -—-a . . o |- (1.65)
0 an -1
0 0 —aN-1 0
Entonces se verifica que
L=[B,1], (1.66)

y el sistema de Toda es integrable en el sentido de Liouville. Las cantidades tr(L*) para
k=1,..., N proporcionan N integrales en involucién.

El método de Lax permite reformular la dindmica de un sistema hamiltoniano como
una ecuacion de evolucion para una matriz L con espectro constante. Las trazas de
sus potencias constituyen funciones conservadas, y su mutua conmutatividad bajo un
corchete de Poisson adecuado garantiza integrabilidad. Esta estructura algebraica ha de-
mostrado ser central en la clasificacion y anélisis de sistemas completamente integrables
en dimensioén finita.

Noten que siempre podemos introducir una coordenada espacial auxiliar que satisface
oceR, 0, L(t) =0, J,B(t) =0, (1.67)

de modo que las variables originales sigan dependiendo solo del tiempo. También,
definimos las coordenadas

2 con pu=0,1, 2°=t, z' =0, (1.68)
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y las componentes L,
Ly(t,0) = B(t), Lyi(t,o) = L(t). (1.69)

Dado que B no depende de o, se cumple

OLy=0,B=0. (1.70)
La ecuaciéon de Lax usual
L=[B,1], (1.71)
puede reescribirse como
OoLy — 01 Lo + [Lo, L1] = 0, (1.72)

o, de forma mas compacta, como la condiciéon

8Ly, — 0,L, + [Lu, L) =0. (1.73)

Veremos mas tarde que podemos interpretar esta ecuacion como una ecuacion de
curvatura nula y con L, como una conexién con valores en un algebra de Lie. Su tensor
de curvatura es

F.,=0,L,—0,L,+L,, L. (1.74)
Por lo tanto, la ecuacién de Lax implica una condicién de curvatura nula.

1.5. Teorema de Noether

El teorema de Noether establece una correspondencia uno-a-uno entre simetrias continuas
de la acciéon y cantidades conservadas. Consideremos las transformaciones de coordenadas
q°(t) caracterizadas por un pardmetro continuo e,

{t.q} = {t(t,q,6),q(t,q,€)}, (1.75)
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y supongamos que la transformacién identidad (¢t = ¢, ¢ = q) ocurre cuando ¢ = (. Las
derivadas respecto al parametro € evaluadas en la identidad son

7(t,q) = dt(tc’kq’ d , (1.76)
e=0
d_(l
(t.q) = 109 (1.77)
e=0

Las transformaciones infinitesimales tienen el pardmetro € pequeno, tal que (1.75) se
puede reescribir como

t=t+et(t,q), 7°=q"+ €&, q), (1.78)

donde 7 y £% son funciones de las coordenadas y el tiempo que no dependen de las
velocidades. Entonces, al primer orden en la expansion de Taylor en ¢, las velocidades
de las trayectorias transformadas se calculan como

dq" "+ €€ . e
= Trer S0 re(E-0), (.79

donde se han despreciados los términos de orden O(e?), y se definen las derivadas totales
en el tiempo como

d 9, 9,
=0 =G0+ & 5 5(ka) (1.80)
. dga _ afa b 8511

Ahora evaluamos el cambio de la acciéon debido a las transformaciones infinitesimales,

to to
55:/ L(q".q" %) dt—/ L(q", " t)dt (1.82)

t1 t1
to . t2
= / L(qa +e&% ¢+ € (5“ — cja%) ,t+ 67') (1 + ET'> dt — / L(¢%, ¢, t)dt,
t1 t1
(1.83)

suponiendo que los extremos temporales estdn fijos, es decir, t; = t; y t = t5. En la
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expansion de Taylor, mantenemos solo los términos a primer orden en e:

t2 (9] oL a oL ‘o - ‘
5S_€/tl <3t7—+0qa§ +(Tq'a(5 —4 T>+L7>dt (1.84)
- - “—q" — L+ 2= (e — ¢ 1.
E/tl <8qa dtaqa) (& —d T)+dt< T+ B (€ —4d T)) dt (1.85)
(0L dOL\ ., ..., d[OL_, (0L ,
_e/tl <8q“_dt8q'a> S T)+dt[8qa€ —<aq.aq —L>T] dt. (1.86)

El primer término es cero gracias a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Queda el resultado
de que 6.5, usando las ecuaciones de movimiento, es una derivada total.

Por otro lado, se dice que las transformaciones (1.75) son una simetria de la teoria si la
accion, sin usar las ecuaciones de movimiento, cambia solo para una derivada total,

t2 g
0S = —dt. 1.87
‘ / e (1.87)

En este caso, las ecuaciones de Euler-Lagrange provenientes de I[q,t] v I[q,t] tienen
la misma forma, lo que significa que los funcionales I[q,t] v I[g,t] son fisicamente
equivalentes.

El teorema de Noether se obtiene comparando las expresiones (1.86) y (1.87), encontradas
de dos maneras diferentes, sin y con usar las ecuaciones de movimiento, dando que existe

una cantidad () conservada,

. d@)

Qa,t) = —-(¢,) =0, (1.88)

que se llama la carga de Noether, de forma

oL ., (0L .,
Q=55:¢ _<8q'aq —L)T—F. (1.89)

Reconociendo el momento candnico en el primer término, se puede escribir el resultado
final para la carga,

Q=p.§" — (pPag*—L)T - F. (1.90)

Es importante enfatizar que, para cada parametro continuo €, existe una carga conservada
. En otras palabras, el nimero de cargas conservadas coincide con el nimero de
parametros independientes de una simetria continua.

Ahora mostraremos algunas aplicaciones del teorema de Noether.
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Invariancia por traslaciones temporales

Cuando el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, L = L(q, ¢), es invariante
bajo traslaciones en el tiempo. Una traslacién temporal infinitesimal (1.78) corresponde
a

lo que implica desde (1.87)

dF
=0l Li=0+0=0. (1.91)

La carga correspondiente es entonces

Q=—(p¢"—L)=-H, (1.92)

donde H es el hamiltoniano, es decir, la energia del sistema. Concluimos que la energia
esta conservada en los sistemas invariantes bajo traslaciones temporales.

Invariancia por traslaciones espaciales

Consideremos una traslacion espacial descrita por un desplazamiento infinitesimal de la
trayectoria
q — qtea, t — t,

donde a = (a', a?, a®) es un vector constante y € es un pardmetro infinitesimal. En la
notaciéon 7, £* de la ec. (1.78), esto significa

T=0, £ (t,q) =a”, (1.93)

con tres parametros constantes a®, es decir, independientes de t y de q. Por lo tanto, se
cumple 7 =0y £ = 0.

Por ejemplo, para un sistema cuya dindmica depende sélo de las velocidades (o de
diferencias de posicién), el lagrangiano no contiene a q de manera explicita: L = L(q,t).
En consecuencia,

0L oL

0L = “
0q* & 0¢°

£ =0. (1.94)

Ademaés, como también 7 = 0, se obtiene la invariancia de la accién bajo traslaciones
espaciales, 0L + L7 = 0, dada por (1.87). En otras palabras, en la condicién de
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cuasi-invariancia 0L + L7 = %, se satisface

F=0. (1.95)

Aplicando el teorema de Noether, a partir de la expresién general para la carga (1.90)
dada por @ = p, &% — (pag® — L) 7 — F' y usando (1.93), obtenemos

Q=p,a"=p-a. (1.96)

Dado que el vector a es arbitrario, la carga corresponde al vector del momento lineal p.
Mas precisamente, la condicion % = (0 equivale a la conservacion de cada componente

del momento lineal por separado,

dp _

=0. 1.97
7 (1.97)

Como se esperaba, los tres pardmetros independientes a® llevan a tres cargas conservadas
Pa, con a = 1,2, 3.
Invariancia por rotaciones

Sea una rotacién infinitesimal alrededor del eje fijo n (con |n| = 1)
qa — q+e(wxq), t — t,

donde w = wn es un vector constante y € es un parametro infinitesimal. En la notacién
T, £* esto corresponde a

=0, £t q) = (w x q)*, =0, €= (w x q)°. (1.98)

Si el sistema es isotropico, el lagrangiano no depende de la orientaciéon de los vectores,
sino solo de sus longitudes, lo que significa que el lagrangiano depende sélo de invariantes
la] = vVa?y |a] = Va2, tal que L = L(|q], |q|). Bajo las transformaciones infinitesimales
(1.98), el lagrangiano cambia como

oL

L= 4= 1.
5 5 & =0, (1.99)

oL
8q“£ +

porque las derivadas de L son proporcionales a q y ¢, ambas ortogonales a w X q y
w X q, respectivamente. Por ejemplo,

oL OL Oq> oL
a = _— - 2 . =
aqaﬁ O O (w x q) o 4 (wxq)=0,
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y similarmente para g{fa €. Ademéds, se cumple L7 = 0, asi que 0L + L7 =0 = %’ lo
que permite encontrar
F=0, (1.100)

dando la accion invariante bajo rotaciones. Por lo tanto, se puede aplicar el teorema
de Noether. Con la expresién general para la carga (1.90) y usando la forma (1.98) de
transformaciones, obtenemos la carga de Noether

Q=pswxq)=w-(qxp). (1.101)
Como w es arbitrario, la cantidad conservada es el momento angular
J=qxp. (1.102)

De nuevo, tres parametros w® llevan a tres cargas de Noether .J,.
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2. Sistema en dimension infinita

2.1. Del sistema discreto al campo continuo: accién escalar

En algunas areas, como la materia condensada, no se estudia el comportamiento del
sistema a escalas microscopicas, de longitudes atémicas, por lo que el formalismo
desarrollado anteriormente no resulta adecuado. En cualquier caso, un modelo como el
anterior seria demasiado primitivo para estos fines. En su lugar, lo que interesa es estudiar
las propiedades universales, es decir, comportamientos de observables experimentales
que se manifiestan a escalas macroscopicas. Por ejemplo, uno puede querer estudiar el
calor especifico de un sélido en el limite de un niimero infinito de atomos, o al menos de
un ntimero macroscépicamente grande, O(10%). Bajo estas condiciones, los modelos
microscépicos suelen poder simplificarse considerablemente. En particular, a menudo
es posible aproximar un modelo de red discreta por un limite continuo, que desprecia
la estructura discreta del sistema y lo describe mediante grados de libertad efectivos
definidos en el continuo.

En este contexto, tomar el limite continuo equivale a describir las fluctuaciones de la
red mediante funciones suaves de una variable continua. Esta descripcion solo tiene
sentido si las fluctuaciones a escala atémica son pequenas; de lo contrario, se violaria la
condicion de suavidad. En conclusion, el modelo continuo puede entenderse como un
limite apropiado de un sistema discreto.

m m

Como ejemplo, consideramos una barra elastica de longitud fija ¢, sometida a pequenas
vibraciones longitudinales. Aproximamos la barra por un sistema de particulas de masa
m, separadas por una distancia Aa entre si, y conectadas por resortes sin masa, todos
con constante elastica k. La longitud total del sistema es:

(= (n+1)Aa. (2.1)

Sea ¢; el desplazamiento del i-ésimo punto respecto a su posicion de equilibrio. Entonces,
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la energia cinética total del sistema es:

n
m .2
T = Z o G- (2.2)
i=1
La energia potencial estda almacenada en los resortes y depende del estiramiento de cada
uno. Dado que el estiramiento (o compresion) del i-ésimo resorte, medido respecto a su
longitud de equilibrio, es ¢;11 — ¢;, la energia potencial total de la barra es dada por la
suma

n

kZ qi+1 — QZ . (23)

=0

l\:)\)—l

Aqui se asume que los extremos de la barra estan fijos, es decir:

qo = qn+1 = 0. (2.4)

El lagrangiano total del sistema discreto es:

S
—_

L:T—U:ZQ Pk (@ - (2.5)
) =0

Ahora tomamos el limite continuo, enviando n — ooy Aa — 0 de modo que £ = (n+1)Aa
permanezca constante. Para mantener la masa total finita, suponemos que:

% — o (densidad de masa), (2.6)

y para mantener finita la fuerza entre particulas, se asume que
kAa — Y (moddulo de elasticidad). (2.7)

Para la aplicaciéon del limite, es conveniente reescribir el lagrangiano como

L=T-U=— ZAa( )ql—ZAa kAa)(W)Q. (2.8)

En el limite continuo, reemplazamos el indice ¢ por una variable continua x, de modo
que ¢; — q(x). Ademads, es estandar usar la variable ¢(z) en vez de ¢(z), encontrando

Qiv1 — 4 ¢(x + Aa) — ¢(x)
Aa Aa

— 0:9() . (2.9)

De este manera, obtenemos el lagrangiano del sistema continuo:
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0
L= ; / da (1d? = Y (0,9)%) (2.10)

0

Asi como en el sistema discreto habia una coordenada generalizada ¢; para cada particula,
en el sistema continuo hay una coordenada generalizada ¢ () para cada punto del eje x.
Como ¢ también depende del tiempo, se trata de una funcién de dos variables ¢(t, ),
llamada campo de desplazamiento.

El lagrangiano es la integral sobre x de la densidad lagrangiana:
Lowy 1 2
L= Sud* = 5V (0:0)" (2.11)
y la accién es un funcional de ¢(t, x),
to V4 .
= / dt / da £ (6(x,1), d(x,1), 0ap(x, 1)) . (2.12)
t1 0
Es posible obtener las ecuaciones de movimiento del campo ¢(z,t) directamente a partir

del lagrangiano continuo usando el principio de minima accién. Para ello, se analiza
cémo varia la acciéon bajo un cambio infinitesimal d¢ del campo ¢:

o(z,t) = oz, t) + dp(z,t) . (2.13)
Las derivadas del campo cambian de la siguiente forma:
0p _ 99
815 n —i— = (5(;5( t), (2.14)
agb 0p
e (% + — 5gb( t). (2.15)

Sustituyendo estos cambios en la accién, se obtiene:

5S[6] = S[p+ d¢) — / dt / da [w gataqa (a‘f ¢>85¢] (2.16)

Integrando por partes, la variacion de la accién se convierte a

/ o35 -2 (52) - (oo )

oc |7 o ac

(2.17)

t=t1 x=0
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El principio de minima accién requiere que 05 = 0 para variaciones infinitesimales del
campo que dejan fijo el valor del campo en los instantes inicial y final:

Ademas, como los extremos de la barra estan fijos, también se impone:
do(t,0) =do(t,€) =0, (2.19)

Bajo estas condiciones de borde, el segundo y tercer término de la ecuacién (2.17) se
anulan, y obtenemos la ecuacion de Euler-Lagrange para el sistema continuo:

ac_@cw>_@<éM ):u (2.20)

96 9 9(0,9)
La ecuacion de Euler-Lagrange para un campo escalar en una dimension espacial es
0 oL 0 oL oL
el —~ = ) = 0. 2.21
7 (o) + 7 (a0~ 56 = b

Para nuestro caso particular (2.11), la ecuacién (2.21) se reduce a una ecuacién de onda

0} — *0%¢ =0, CZV%, (2.22)

donde ¢ es la velocidad de propagacion de las vibraciones a lo largo de la barra. Estas
excitaciones se denominan fonones actisticos. Su cuantizaciéon produce fonones, los
cuantos bosonicos de la vibracion de la red que obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

Hemos logrado asi abandonar la descripcion discreta en términos de N particulas
puntuales, en favor de una que involucra grados de libertad continuos: un campo clasico.
La dindmica de este ultimo esta especificada por los funcionales L y .S, que representan
las generalizaciones al continuo del lagrangiano clasico y de la acciéon, respectivamente.
Las aplicaciones de funciones en los niimeros reales o complejos se denominan general-
mente funcionales. El argumento de un funcional se indica comtinmente entre corchetes
[---]. Por ejemplo, en este caso, S lleva las funciones ¢ y d,¢ al nimero real S[¢].

En este contexto, para aplicar el principio de minima accién al funcional S[¢], es
6S[¢)]

50 1) esté bien definida. Esta se define mediante la

necesario que la derivada funcional

— 926 —



relacion

t2 ¢
dS[¢| = /t1 dt/o dx 52@3’@) dp(x,t), (2.23)

lo que implica que la variacién de la accién debe poder escribirse tinicamente como
un término proporcional a d¢(z,t), sin contribuciones de borde. En este sentido, las
condiciones de borde (2.18) y (2.19) eliminan todos los términos de borde que aparecen
en la segunda linea de la variacién (2.17), asegurando que 05[¢] tenga la forma (2.23) y
que, por tanto, el funcional de la accion sea diferenciable.

Para construir el hamiltoniano, primero se introducen los momentos canénicos conjugados
a los grados de libertad continuos (coordenadas generalizadas), ¢. La generalizacién
natural de la definicién p; = 0;, L de la mecanica de particulas puntuales al caso continuo
es

:%—

m(x) 0L (2.24)
Al igual que ¢(z,t), el momento candnico 7(x,t) es un grado de libertad continuo: en
cada punto del espacio puede tomar un valor independiente. A partir del lagrangiano,
podemos definir el hamiltoniano realizando una transformada de Legendre,

Hig,x] = / deH(é,7), H(d7) =76 —L(6), (2.25)

donde H representa la densidad hamiltoniana. Todas las cantidades que aparecen
en H deben expresarse en funciéon de 7 y ¢. En particular, aplicado al modelo de
red (2.11),
Hiom) = + 2 (0,0 (2.26)

)= — 4+ —(0.0)", .

’ 2u 2
donde m = p¢. Se observa que H > 0 cuando p,Y > 0, lo que implica la densidad de
energia positiva.

2.2. Barra elastica anarmoénica: el modelo continuo FPU—(

El lagrangiano armoénico utilizado hasta ahora describe una barra cuyo potencial in-
teratémico se aproxima mediante un pozo cuadratico, lo que implica que £ y H son
cuadraticos en ¢ y sus derivadas. Como consecuencia, las ecuaciones de movimiento son
lineales en ¢, y por esta razéon el modelo se denomina lineal. Esta imagen es excelente
para deformaciones muy pequenas, pero los cristales reales nunca son perfectamente
armoénicos: a medida que los atomos se alejan de sus posiciones de equilibrio, la fuerza
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restauradora se desvia de la ley de Hooke, lo que conduce a velocidades del sonido
dependientes de la amplitud, expansién térmica y dispersién entre fonones. La forma
mas simple de captar estos efectos consiste en mantener el campo de desplazamiento
¢(t,x) del modelo lineal e incluir los términos no lineales en el desarrollo de la densi-
dad de energia potencial. Retener términos del orden cudrtico en la deformacién 0,¢
corresponde al modelo Fermi—Pasta—Ulam—Tsingou [ en el limite continuo:

L= [L¢2 - lY( 0,0)? — (ax¢)4, A>0. (2.27)

Aqui p es la densidad de masa, Y el modulo de Young y A mide la correcciéon anarmonica
dominante. Un valor positivo de A hace que la barra se vuelva efectivamente mas rigida
a grandes amplitudes, como se observa en la mayoria de los solidos.

La variaciéon de la accién S = f dt dx L conduce a

poie —Y 026 — \0,[(0.0)°] = 0. (2.28)

Los dos primeros términos reproducen la ecuacion de onda lineal; el altimo introduce una
correccion a la velocidad de propagacion dependiente de la deformacion, manteniendo
una dindmica de segundo orden en el tiempo (solo aparecen derivadas 7).

El momento candnico y la densidad hamiltoniana se obtienen directamente:

Reph He=oud LY (004 (00)" (2.29)

donde se mantiene positiva la densidad de energia, H > 0.

2.3. Ondas con no linealidad y dispersiéon: la ecuacién de KdV

Muchas ecuaciones que describen sistemas macroscépicos son modelos fenomenologicos
y no derivan de principios fundamentales. Por ello, no siempre es posible obtenerlas
a partir de una accién, o solo puede hacerse sin describir sistemas fisicos reales. Por
ejemplo, la ecuacion de onda del modelo de barra elastica describe perturbaciones que se
propagan sin cambiar de forma, pero descuida dos efectos fisicos importantes. Primero,
para ondas de amplitud finita, el medio responde de forma no lineal, como ya se observo
en el modelo FPU-{. Segundo, cuando la longitud de onda deja de ser muy grande
comparada con la escala microscépica, emergen efectos dispersivos: los distintos modos
de Fourier viajan a velocidades diferentes. El equilibrio entre no linealidad y dispersion
puede dar lugar a una dindmica rica, como en el caso de los solitones. El ejemplo
mas simple en el que ambos mecanismos aparecen simultidneamente es la ecuacion de
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Korteweg—de Vries o KdV.

La ecuacién de KdV describe la evolucién de ondas superficiales unidireccionales en
aguas poco profundas, ondas internas largas en fluidos estratificados, ondas ion-actsticas
en plasmas, o vibraciones longitudinales en cadenas anarmoénicas. El marco general
implica un campo escalar real u(t, x), que en el contexto de ondas de agua representa
la elevacion de la superficie libre. Suponemos que la amplitud de la onda es pequena,
la longitud de onda grande, y que el movimiento es esencialmente unidimensional. La
no linealidad proviene del término de aceleracion convectiva en las ecuaciones de Euler,
mientras que la dispersion tiene su origen en la relacion no local entre el desplazamiento
de la superficie y el potencial de velocidad.

Bajo una escala adecuada de ondas largas y en un sistema de referencia en movimiento
con la velocidad lineal de propagacion, el campo de elevacién u(t, z) evoluciona segun la
ecuacion

O+ audyu+ BO2u=0, (2.30)

donde o y 8 son constantes reales cuyos signos y magnitudes dependen del sistema fisico
(por ejemplo, en aguas poco profundas, a > 0, 5 > 0). El primer término produce un
efecto de empinamiento: una protuberancia positiva (v > 0) se propaga mas rapido en
su cima que en sus extremos, causando que el perfil se deforme. El término de tercera
derivada espacial, por el contrario, tiende a dispersar la onda y actiia en contra del
empinamiento. La competencia entre estos dos efectos es lo que hace a la ecuacion de
KdV fisicamente interesante.

La ecuacion de KdV puede derivarse de un principio variacional, siempre que se elija
adecuadamente la variable de campo. Si uno intenta escribir una accién directamente
para u(t, x), la derivada temporal de primer orden en (2.30) y la derivada espacial de
tercer orden implican una estructura no local de la acciéon. Un truco comtn de evitar
este problema consiste en introducir un campo potencial ¢(¢, x) tal que

U= 0y0. (2.31)

En términos de ¢, se puede construir la densidad lagrangiana local

1 a 3, P
L=30abit g (6.0)° + 5 O Paze (2.32)

donde usamos la notacién corta para las derivadas parciales, ¢, = 0,0, ¢ poe = 020, ¥
similarmente para ¢t. La variacién de la accién S = [ dt dx £ respecto a ¢, aplicando la
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identidad u = ¢,, da lugar a la ecuacién de KdV (2.30) en la forma
o+ aud,u+BPu = 0, (2.33)

con «, 3 # 0. Podemos fijar los coeficientes a y [ a los valores estandares, —6 y 1,
mediante re-escalados adecuados de espacio, tiempo y amplitud, de siguiente manera.
Introducimos las variables adimensionales Z, ¢ y @ a través de las definiciones

r=1L1x, t="Tt, u= Au,

con L, T. Aplicando la regla de la cadena, obtenemos

A A

_ A4, =~ = 2.34
u,t - T u,t) u,a: - T u,izy u,xa::c — 713 u,:?:i‘fi: . ( . )

h

Sustituyendo en (2.33) y dividiendo por A/T, la ecuacién queda

. AT _ . T .

Uf + OéTUU@ + ﬁﬁu@ﬁ = 0. (235)
Para ser concretos, elegimos a > 0y 5 > 0. En este caso, siempre se pueden elegir L, T’
y A de modo que el coeficiente dispersivo sea 1 y el coeficiente no lineal sea —6:

T AT
Bﬁzl, OéT:—6- (2.36)
Basta, entonces, tomar
r- L 4__58 (2.37)
- /B ) - aL2 . .
Una eleccién conveniente es L = /5/«a, que produce
VB

Con estos valores, la ecuacién (2.35) se reduce a
Ol — 61 0zt + 02t = 0, (2.39)

que es la forma canoénica de Korteweg—de Vries.
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2.4. Sistemas integrables en dimensién infinita: el caso de KdV

Las ecuaciones de evolucion que gobiernan la dinamica de nuestro campo son ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDPs), y se consideran integrables si poseen una
estructura algebraica analoga a la de los sistemas integrables de dimension finita, ver
Seccion 1.4.

Un sistema evolutivo de la forma
Owuw=Flu], wu=u(tz), (2.40)
es integrable si se puede escribir como una ecuacién de Lax
oL =[B,L], (2.41)
donde L y B son operadores diferenciales que dependen de u(t, x) y sus derivadas.

En nuestro ejemplo, de la ecuacién de KdV, definimos

L=-9+u(t,x), (2.42)
B = —49> 4+ 6ud, + 3u, . (2.43)

Entonces, la evolucién de L esta dada por
oL =|B,1], (2.44)
y esta igualdad es equivalente a la ecuacion de KdV (2.39).

El operador L = —9%+u(t, ) es el operador de Schrodinger asociado al potencial u(w,t),
y la evoluciéon de u segiin KAV preserva su espectro. Por lo tanto, de forma similar al
caso finito (1.59), tr(L™?) es una integral del movimiento. Para obtener las cantidades
conservadas, definimos primero la nocién de operador pseudo-diferencial que generaliza
los operadores diferenciales como

L=-0?+u(x), (2.45)
para permitir potencias negativas de d,, tales como:

P=0,+a_1(2)0, ' +a_s(x)0, +--- . (2.46)
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Aqui, 9;! se define formalmente como el operador que satisface:
Dy 00t =1, (2.47)
lo que implica que es el operador de integracion formal.

Sea

N

P= 3" ayx)ok (2.48)

k=—o00

un operador pseudo-diferencial. Entonces, se define el residuo de P como:
Res(P) =a_4(x), (2.49)

lo que se traduce en el coeficiente de 9; ' en la expansion de P. Esto se llama el residuo
del operador P, por analogia con el residuo de una serie de Laurent (que también es el
coeficiente de z71).

Para calcular la raiz cuadrada del operador, utilizamos la expansion de Gel’ fand—Dikii.
Concretamente, suponemos que la raiz tiene forma

VL=i0+Y ¢,07". (2.50)

k>1

El término 70 se elige de modo que, al cuadrar la expresiéon, se recupere el coeficiente
2

—0? en (2.45), y ¢ se determinan comparando los coeficientes en v/L~ y (2.45). Con

esta construccién, se obtiene

7

o . 3 —1 3 -2 3 2 -3
VL =id, 21@6 + 4u7$8x (um +u )836 + T

g (U000 + Bune ) 9, + 0 (9,7).

(2.51)

Entonces,
1

Res(LY?) = —iu(x) , (2.52)

y asi una densidad conservada es

H - / Res(L/?) da = —~ / () de (2.53)
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Este procedimiento genera y otras densidades conservadas, H,, definidas por
H, = / Res(L™?) dx . (2.54)

De hecho, se puede demostrar (ver Gel’fand-Dikii') que la traza de L™? es igual a la
integral de su residuo:

Tr(L"?) = / Res(L"?) dx (2.55)

y esto proporciona una torre de cantidades conservadas locales. Por ejemplo, cuando
n = 3, tenemos

L= —i9® + ﬁu&r + ﬁux + (Zum - ?’Zuz)axl +0(0;?%), (2.56)
2 4 8 8
tal que
Res(L*?) = 3um — §u2 = H;= / (Zum _3 u2) dr . (2.57)
8 8 8 8

Como el término u,, es una derivada total, su integral desaparece (condiciones de
contorno apropiadas), y se simplifica a
3i

Hs = 3 u? dx . (2.58)

Este funcional es efectivamente conservado,

d
pr u?dr = /2uu7t dor = /(—12u2u,x — 20U 4yp) dx =0, (2.59)
después de la integracion por partes y cancelando los términos de borde a través de las

condiciones de contrato adecuadas.

'T. M. Gel’fand, L. A. Dikii, Asymptotic behavior of the resolvent of Sturm-Liouville equations and
the algebra of the KdV equation, Russian Math Surveys 30 (5) 77-113.

I. M. Gel’fand, L. A. Dikii, Fractional powers of operators and Hamiltonian systems, Funct. Anal.
Appl. 10 (4) 13-29.

I. M. Gel'fand, L. A. Dikii, The resolvent and Hamiltonian systems, Funct. Anal. Appl. 11 (2)
93-105.
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3. Simetrias internas globales

3.1. Campo escalar complejo no relativista

No hay nada especial con un campo escalar real, por lo que podemos extender perfecta-
mente el formalismo a un campo escalar complejo ¥ (¢,x) en d dimensiones espaciales,
con la coordenada del espaciotiempo z# = (¢,x). Su accién es

Sly] = /dtddxc(w,wf). (3.1)

Para asegurar que S sea real, se exige que
Lh=L+9,K", (3.2)
con 0, = a%w donde la divergencia total no produce ninguna contribucion en las

ecuaciones de Euler-Lagrange, tal que ambas acciones gobiernan la misma dinamica del
campo. Una forma conveniente de satisfacer (3.2) es hacer que la derivada temporal
aparezca solo en el bilineal i(¢"9;¢) — ¥d;1), cuyo conjugado complejo simplemente
cambia el signo, compensado por el factor explicito de i. Los gradientes espaciales y
cualquier potencial que dependa solo del médulo || = \/W son automaticamente
reales. Por lo tanto, la densidad lagrangiana local mas general, restringida a una derivada
temporal y hasta dos derivadas espaciales, invariante bajo simetria galileana, es

£ = is{(wiow — vowt) —bIVul = V(juP), (3.3)

donde @ € R y b > 0. Por otro lado, un término como 0,4y 4+ 10,31 es irrelevante
porque es una derivada total.

La variacién de la accion respecto a 1! produce la ecuacién de Euler-Lagrange

iadpp = =6V + V' (Jy]?) (3.4)

donde se ha definido el operador de Laplace V2=V -V, y V' = d%z-

Asumiendo que el campo es libre y sin masa, V' = 0, y redefiniendo los parametros
constantes como a = Ay b = h*/2m, se obtiene la ecuacién de Schrodinger libre. En
cambio, si se considera el potencial cuartico,

HERE g\w\“, gER, (3.5)
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se obtiene el siguiente lagrangiano,

10 h?
Lo = (w100 = v0T) - 5[V = Ly, (36)

La ecuaciéon de Euler-Lagrange resulta entonces

hQ
iR = =5 =V + gly[*y, (3.7)

que es la ecuacion de Gross—Pitaevskii, la cual rige los condensados de Bose—Einstein
diluidos. Un acoplamiento repulsivo g > 0 estabiliza condensados uniformes, mientras
que g < 0 permite solitones brillantes en una dimensiéon y provoca inestabilidades por
colapso en dimensiones mayores.

3.2. Teorema de Noether para campos

Considérese un conjunto de campos {¢%(z)} definidos sobre el espacio-tiempo de dimen-
sién d+1, con la accion

S[¢] = /dd+1x£(¢“,8u¢“,x). (3.8)

De manera analoga al caso de sistemas de dimension finita, podemos aplicar el principio
de minima acciéon para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange. Al variar los campos
en la accion,

5S[p] = / d oL = / dt iy (gé 5" + 5 ((gim 5(au¢a)>, (3.9)
17

e integrando por partes el segundo término, que se escribe como

oL oL
dd+1 a 5 al dd+l a I~ (5 a
f e “(awa) ¢> [ “(amm) -
se obtiene

. [oc oL . " oL .
6S[¢] z/dd+ T L’W — 0, (Wﬂ 5¢ +/dd x 0, (a(aufpa) 56 > (3.10)

El dltimo término es una divergencia total y se convierte en un término de borde (véase

la discusién méas adelante). Suponiendo condiciones de contorno adecuadas, por ejemplo
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que el campo esté fijado en el borde del espacio-tiempo, 0¢*|porde = 0, resulta finalmente

oL oL

§S[o :/dd“x l —0 ()] 5¢* 3.11

[ ] a¢a 1 a(au(ba) ( )

lo que permite identificar la derivada funcional 5‘;”?1@). El principio de minima accién

conduce entonces a las ecuaciones de Euler-Lagrange,

Sl oL < oL )

= -0, |=—=——=]=0, 3.12

ogr  0¢* "\ 0(0.9%) A

una para cada campo ¢%, como generalizacion de la expresion (1.17) para un sistema de
dimension finita.

Sea una simetria continua global parametrizada por un nimero real pequeno ¢, bajo la
cual los campos transforman como

% (x) — ¢%(x) +€do(x), ozt =0. (3.13)

Nota que consideramos una simetria interna global, lo cual significa que actta en el
espacio de valores del campo, no sobre las coordenadas de espacio-tiempo, tal que
z* es fijo (dz* = 0). En contraste, para simetrias del espacio-tiempo (por ejemplo,
traslaciones), dz* # 0 y la corriente de Noether incluye términos adicionales de tipo
LoxH.

La condicién de invarianza de la accién bajo las transformaciones infinitesimales (3.13)
requiere que la densidad lagrangiana cambia a lo sumo en una derivada total,

0L = 0, F". (3.14)

En este caso, la acciéon es invariante, porque cambia solo como un término de borde
68 = [d¥'z 9, F*, tal que Sy S+ 0S describen la misma dindmica. Aplicando la
identidad de Noether
oL oL

0% + ———— 0,00, 3.15
06"+ 50,00 ¥ (319)
integrando por partes y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtiene la corriente
de Noether

0L =
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oL

= W&ﬁ“ — FH (3.16)

que satisface la ley de conservacién

oug" = 0. (3.17)
La ecuacién de continuidad 9,j7* = 0 se escribe de manera equivalente como
0

9 L vj—o, (3.18)

y es andloga a la conservacion de masa o carga eléctrica. Definimos la carga como

o) = / 'z 1°(t, %) (3.19)
Rd
Derivando en el tiempo y aplicando la ecuaciéon de continuidad, se obtiene
dQ g 07° / d . 55 .
—_— d _— = — d . = — . dS . 2
o T ; xV-j SJ (3.20)

Aqui, S es la superficie cerrada que delimita el volumen V| y el elemento de superficie
orientado es

dS =ndsS, (3.21)

donde n es el vector unitario normal a S que apunta hacia afuera. La aplicacién del
teorema de Stokes convierte la integral de divergencia de la corriente j en una integral
de superficie. Fisicamente, esto nos indica que toda carga que abandona la region V'
debe atravesar su frontera como un flujo del vector de corriente j. Este tipo de ley de
conservacion local se cumple en toda teoria de campo local.

Si ahora tomamos el volumen de integracién como todo el espacio, es decir, S = Sy, ¥
asumimos que los campos desaparecen suficientemente rapido en el infinito espacial, que

es una suposicion estandar, ya que la mayoria de los campos fisicos tienen un alcance
corto, entonces

—yﬁ j-dS =0, (3.22)

— 37 —



lo que implica inmediatamente la conservacion de la carga de Noether,

aQ
=0 (3.23)

3.3. Campo escalar complejo y corriente de niimero de particulas

Para un campo escalar complejo ¢(z), el lagrangiano invariante bajo cambios de fase
globales U(1) es

L= -0,6'0"0—V(lo), (3.24)

donde el término cinético covariante tiene un signo menos por la signatura de la métrica
de Minkowski 7, = diag(— + - - - +), para que el término cinético usual |¢|* sea positivo

en —0,0 0" = —n0,¢10,¢ = |§b|2 — |Vo|*.
La simetria es dada por las transformaciones de campos
o(x) — e“P(z), Pl(z) — el (2), a = const. (3.25)
Las transformaciones infinitesimales se obtienen tratando o como un parametro pequeno,
S =ep— ¢~ ing, St = el — ¢ ~ —jagl, (3.26)

e implican que el lagrangiano es invariante, 6L = 0, por lo que F* = 0 en (3.14).
Aplicando la férmula general (3.16) para la corriente de Noether en el caso de los campos
¢* = (¢, ¢'), se obtiene

Lo oL .
= 50,6 50,0

= (-0"¢') (i) + (=0"9) (~ia¢)
=ia (¢10"¢ — 90"¢') . (3.27)

El pardmetro de simetria se toma fuera de la corriente: j*(«) = aj*. El flujo de carga
cumple, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange,

gt =0, (3.28)

y la carga conservada,
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Q = /ddm 50(t,x) = i/ddx (66" - o'9), (3.29)

se interpreta como el nimero de particulas, o carga U(1), del campo. En la teoria
cuantizada, () cuenta el nimero de particulas menos el nimero de antiparticulas,
reflejando la conservacion de la simetria global U(1).

3.4. Corriente de Noether para el lagrangiano de Gross—Pitaevskii

La densidad lagrangiana no relativista del condensado de Bose (3.6) posee una simetria
interna global de cambio de fase U(1):

Y(x) — eY(x), Pi(z) — e Pi(x), a = const. (3.30)

Al ser una simetria interna, las coordenadas no cambian, dz* = 0. Para la variacion
infinitesimal, encontramos similarmente como en el ejemplo anterior

S =i, ol = —ia T, a<l, (3.31)
lo que deja Lgp estrictamente invariante (6Lgp = 0), por lo cual F* = 0.

Calculando las expresiones auxiliares

OLge _ iR OLcp ih

T2 =-—5 ¥ 3.32
o0w) 2" oown 2" (3:32)
OLcp  h* , . OLep WP
(o) o o 9(0T) T 2m o, (3.33)

obtenemos las componentes de la corriente j# = (39, 5%)

P =t + (=50 vt = -nute. (330
P PN "
J = “om i (W)_% i (—iyT)
h
=5~ (Vo' —viow), (3.35)
tal que .
F==hllt, =g (0 Ve - uivy). (3.36)
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La identidad de Noether garantiza
0 +V-j=0, (3.37)

lo que es la ecuacién de continuidad habitual de la ecuacion de Gross—Pitaevskii o
Schrodinger. Integrando sobre todo el espacio, obtenemos la carga conservada

Q = /ddxjo(t,x) = —h/dda;|¢(t,x)|2. (3.38)

Como ya hemos visto, en el contexto de la teoria cudntica de campos, —@)/h representa
el nimero total de particulas.

Un argumento de escalamiento simple (del tipo de Derrick) muestra que, para g > 0, el
campo de Gross—Pitaevskii en d > 2 no admite ninguna localizacién de energia finita e
independiente del tiempo. La demostracion se pospone hasta después de tratar el caso
relativista.
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CAPITULO

Fundamentos de la teoria de campos
relativista

Las simetrias de una teoria de campos relativista se dividen en dos tipos fundamentales:

- Simetrias externas (de espacio-tiempo). Son aquellas que actiian sobre las
coordenadas x*. Por ejemplo, las transformaciones del grupo de Poincaré.

- Simetrias internas. Son aquellas que actiian tinicamente sobre los campos, sin
modificar las coordenadas, como por ejemplo la simetria U(1) que hemos visto en
el capitulo anterior.

Podriamos imaginar casos en los cuales las transformaciones internas llevan indices
de espacio-tiempo y, por lo tanto, esta separacién no seria estricta. Sin embargo, el
teorema de Coleman—Mandula nos dice que, bajo ciertas hipétesis, tal como que la
teoria debe ser relativista, el grupo completo de simetria debe ser un producto directo

Grupo total de simetria = Simetrias del espacio-tiempo x Grupo interno,
esto es, no puede haber mezcla entre ambos grupos.

Obviamente, como cualquier teorema, este resultado se basa en ciertas hipoétesis, en
particular en que las simetrias forman una dlgebra de Lie. Fxiste una forma de evitar
el teorema y mezclar simetrias internas y de espacio-tiempo: se llama supersimetria, y
escapa al teorema utilizando una superdlgebra de Lie en lugar de una algebra ordinaria.
Por eso, el teorema de Coleman—Mandula no se aplica en este caso, y es reemplazado
por el teorema de Haag-t.opuszanski-Sohnius, que clasifica las posibles extensiones
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supersimétricas del grupo de Poincaré.

No vamos a discutir méas este tema, pero lo importante es que hemos aprendido que,
en el contexto del teorema de Coleman—Mandula, podemos estudiar por separado las
simetrias internas y las simetrias del espacio-tiempo. En una primera parte, vamos a
estudiar las simetrias del espacio-tiempo.

4. Simetrias en fisica

4.1. Motivacién

Cuando la relatividad especial afirma que las leyes de la fisica son covariantes bajo
transformaciones de Lorentz, lo que realmente esta estableciendo es como deben
transformarse las cantidades fisicas al cambiar de sistema inercial. Matematicamente,
este comportamiento se codifica mediante una representacion del grupo de Lorentz:

- Un campo escalar, como la temperatura, permanece invariante: sigue la repre-
sentaciéon trivial.

- Un campo vectorial, como el campo eléctrico E, mezcla sus componentes bajo
rotaciones y boosts de la forma habitual.

Estos ejemplos ya nos sugieren una idea clave: los distintos tipos de campos fisicos no son
mas que diferentes formas en que las transformaciones de Lorentz pueden actuar sobre
los datos definidos en cada punto del espacio-tiempo. El conjunto de datos puede ser de
dimensién finita (como los cuatro componentes de un vector) o infinita (por ejemplo,
una onda escrita como superposicién de modos). Lo esencial es la regla de transformacion.

Pero al analizar més cuidadosamente las transformaciones de Lorentz, aparece una
sorpresa. Existen trayectorias continuas de transformaciones que llevan un sistema de
referencia de vuelta a si mismo, pero que pueden hacer que ciertos objetos hipotéticos
cambien de signo. Estos objetos no se pueden describir usando el grupo usual SO*(1, 3),
ya que este no es simplemente conexo: su topologia contiene huecos que impiden tales
comportamientos. La solucion es pasar al recubridor universal del grupo, denotado
Spin(1,3). En este grupo ampliado aparecen nuevas representaciones que describen
campos espinoriales, que son justamente los que permiten modelar electrones, neutri-
nos y quarks.

Nada de esto se puede formular, y mucho menos entender, sin el lenguaje de la teoria
de grupos. Por eso, hacemos ahora una pausa en el desarrollo fisico para construir una
caja de herramientas que nos permita avanzar con solidez y responder con claridad las
siguientes preguntas:
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1. Qué es un grupo y qué significa que actiie sobre un conjunto.

2. Cémo las propiedades locales de un grupo de Lie estan codificadas en su algebra
de Lie.

3. Por qué la topologia global del grupo importa, y como conduce a la nociéon de
recubridor universal.

Con estas ideas en mano, la clasificacion de campos escalares, vectoriales, espinoriales
y de mayor espin no sera una lista que haya que memorizar, sino una consecuencia
inevitable de la estructura matematica subyacente.

4.2. Grupo

Un grupo es un par (G, ), donde G es un conjunto no vacio y - es una operacién binaria
en GG, lo que significa que para cualesquiera dos elementos g, h € G, el producto g - h es
nuevamente un elemento de G. Esta operacion debe satisfacer los siguientes axiomas:

1. Asociatividad: Para todo g, h,k € G, se cumple la regla
(g-h)-k=g-(h-k). (4.1)
Esto garantiza que no necesitamos paréntesis al escribir multiples productos.

2. Elemento identidad: Existe un tnico elemento e € G tal que para todo g € G,

e-g=g-e=g. (4.2)
Este elemento e se llama la identidad del grupo.

3. Elemento inverso: Para todo g € G, existe un tnico elemento ¢! € G tal que

g-9gt=g"g=e. (4.3)
El elemento ¢! se llama el inverso de g.

Si ademas la operacion es conmutativa, es decir,
g-h=~h-g paratodo g,heG, (4.4)

el grupo se llama un grupo abeliano.
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Ejemplos:

1. Los enteros con la suma. El conjunto Z con la suma + es un grupo. La identidad
es 0, el inverso de n € Z es —n, y la suma es asociativa y conmutativa.

2. Los reales distintos de cero con la multiplicacién. El conjunto R* =R\ {0}
es un grupo bajo la multiplicacién. La identidad es 1, el inverso de x € R* es 1/z, y la
multiplicacion es asociativa y conmutativa.

3. Matrices n x n invertibles. El conjunto de todas las matrices reales n x n con
determinante distinto de cero,

GL(n,R) = {A € R™" | det A # 0}, (4.5)

es un grupo bajo la multiplicaciéon de matrices. La identidad es la matriz identidad, y
cada elemento tiene un inverso dado por el inverso usual de matrices. Este grupo no es
abeliano.

Los grupos pueden ser finitos o infinitos, abelianos o no abelianos, discretos o continuos.
Por ejemplo, el grupo de rotaciones en el plano, SO(2), es continuo y estd parametrizado
por el angulo de rotacién 6 € [0, 27). Sus elementos son

sinf@ cos@

<cos9 —sin9> € 50(2). (4.6)

Es continuo porque depende suavemente de un parametro. Ese parametro recorre un
espacio con topologia de circulo S* (por la periodicidad de #). En general, los parametros
de un grupo continuo forman un espacio que no tiene por qué ser plano: una variedad.

4.3. Variedad

En un espacio plano, generalmente utilizamos coordenadas cartesianas u otras que se
ajusten a las simetrias del problema. Sin embargo, en un espacio genérico, donde no
existen simetrias, no hay un sistema de coordenadas preferido. Ain mas complicado,
puede suceder que no sea posible emplear un tnico sistema de coordenadas.

Si consideramos una 2-esfera, con coordenadas esféricas (6, ¢), podemos ver que no

son bien definidas en # = 0, 7 ya que ¢ no esta definido. Ademas, la coordenada ¢ es
discontinua en ¢ = 0 o ¢ = 2. Por lo tanto, vamos a necesitar varias coordenadas que
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cubran todo el espacio. Esta idea es la base de la nocién de variedad.

Una variedad diferenciable de dimension n, es un espacio M con una coleccién de
subconjuntos abiertos O; tal que

1. |lJO; =M (los abiertos O; cubren M).
2. Para cada i existe un homeomorfismo
d,:0, — U;, U; C R" abierto.

(Homeomorfismo = biyeccién continua con inversa continua, de modo que M es
localmente R™.)

3. 8510, N0, # {T}, el mapa de transicién
(I)j 9] <I>l_1 : @1(01 N OJ) — (I)J(OZ N OJ) 5
es C™ (suave).

La aplicacion ®; se llama una carta o sistema de coordenadas en O;, y el conjunto de
todas las cartas {(O;, ®;)} se llama un atlas.

M

Estas funciones ®; nos permiten asociar M o sus partes a un espacio conocido, R". De
esa manera, podemos asignar coordenadas a los puntos de la variedad.

M

RZ

- —®
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Como ®;(p) es un punto de R™ (en este caso R?), tenemos

®,(p) = (¢} (), 27 ), ..., 7} (p)) ,

lo que implica que z$(p) son las coordenadas de p. Elegir otra aplicaciéon ®; que contiene
el punto p es elegir otro sistema de coordenadas.

Para el tercer punto de la definicién de una variedad, si O; N O; # {@}, esto es, que
existen puntos que pertenecen a ambas cartas, o de forma similar, que tenemos dos
coordenadas para estos puntos, debemos garantizar que es posible pasar de un sistema
de coordenadas a otro de forma suave.

M

Ejemplos de variedades incluyen la recta R (n = 1), el circulo S* (n = 1) y la esfera S?
(n=2).

En resumen, para poder trabajar en una variedad necesitamos introducir un atlas. Este
consiste en un conjunto de cartas que, regiéon por region, nos permiten “trasladar” partes
de la variedad a un espacio euclideo, donde sabemos como hacer los célculos. Luego, los
resultados se vuelven a la variedad usando las cartas inversas. También es importante
contar con las aplicaciones que relacionan dos cartas cuando se superponen. En este
sentido, estas aplicaciones juegan un rol fundamental en la definicién misma de una
variedad.

4.3.1. Funciones suaves

Se dice que f : M — R es suave (infinitamente diferenciable) si fo ®~!': U —— R es
suave para todo .
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RZ

foo!

v

De manera andloga, una aplicacién f : M —— N es suave (siendo M y N variedades) si
Vo fod !:U+r— V essuave para toda carta (U, ®) de M y toda carta (V,¥) de N,
con f(U)C V.

No necesariamente tenemos que dim M = dim N, pero en el caso de que dim M = dim N
y que f es un homeomorfismo suave, es decir, que su inverso existe y es suave, f es un
difeomorfismo. En este caso, se dice que M y N son difeomorfos, y se denota M = N.
Esto significa que podemos deformar de forma suave M en N y viceversa.

4.3.2. Espacio tangente

Los vectores se ven como flechas rectas que conectan dos puntos. Aunque esta imagen
es inmediata en el espacio euclideo R", resulta menos evidente en una variedad curva:
por ejemplo, en la 2-esfera, una flecha recta no permanece sobre la superficie.

Para evitar esa dificultad, recurrimos a la definiciéon algebraica. Pensemos en la velocidad

de una particula, v = x, que se expresa como derivada y es tangente a la curva que
describe la trayectoria.
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En el plano (z,y), una curva puede aproximarse cerca de xy por

=le

Y= y(-'L'o) +a (x - ZL'()) ) a ) (47)

zo

y se caracteriza completamente por la derivada (coeficiente a) en un entorno de .
Queremos generalizar esta idea a una variedad M. Sea una curva

¢ :(a,b) — M, t— %), (4.8)
y una funcién suave f: M — R.

M R"

Para calcular la tasa de cambio de f a lo largo de € en t = 0,
elegimos una carta ® alrededor de p = €(0):

I(fo®@ ") da"(€(t))
o dt

t=0

d
Sr(@()

t=0

Abusando de notacién (0f/9z* = 9(f o @77)/0z"), tenemos: v

:Vﬂﬁ V/l': dz*

d
%f(%(t)) pE =

t=0 t=0

Concluimos que el operador direccional V#d, no depende de la funcién f, sino sélo de
la curva y del punto, por lo que define un vector tangente en p.

Distintas curvas por p producen distintos V#, pero la base {0, } es comin. El conjunto
de todos estos vectores forma el espacio tangente 7}, M, un espacio vectorial de dimensién
n = dim M.
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Al cambiar de carta ® — @’ , obtenemos

d Ifod® )| da
—f(@®)| = 7
dt —0 Oz dt |,_,
af | ox™ dx*
ox| Oz dt |, (4.9)
P t=0
Por lo tanto, encontramos
0 ox™ 0
oxr  Oxn Ox'’ (4.10)

que es la regla de transformacion de las bases del espacio tangente.

Obviamente, en cada punto de la variedad existe un espacio
tangente distinto. La reunién disjunta de todos los espacios °

tangentes forma el fibrado tangente:

™ = || T,M.

peEM

Dotado del atlas inducido por las cartas de M, este fibrado es una variedad de dimension
total 2n: las n coordenadas de la base mas las n coordenadas del vector en cada fibra
(espacio tangente).

Ya que hemos definido un vector tangente como una derivada direccional, un campo
vectorial no es mas que una eleccion suave de un vector tangente en cada punto de
la variedad. Mas precisamente, es una aplicacién que a cada punto p € M le asigna
un operador de derivacion X, € T,M. En coordenadas, escribimos un campo vectorial
como

X = X"(2)0,. (4.11)

Dado otro campo vectorial Y = Y”(x) 0, podriamos preguntarnos si es posible componer
estas derivaciones, esto es, aplicar primero Y y luego X a una funciéon f. El resultado es

XY (f) = X(Y(f) = X0, (Y*0,f) = XM@Y")D,f + X'Y*9,0,f . (4.12)

Lo mismo se puede hacer con Y X (f). Pero la composicion XY no es un campo vectorial:
involucra derivadas de segundo orden. Sin embargo, la combinacién

XY (f) = YX(f) = (X"8,Y" — Y*0,X")0,f, (4.13)
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es nuevamente de primer orden, y por lo tanto define un campo vectorial.

Este nuevo campo se llama el corchete de Lie de X y Y, y se denota

[X,Y] = (X*9,Y” — Y*9,X")0, . (4.14)

Este corchete mide cuanto no conmutan los campos X y Y cuando se aplican como
derivaciones. Desde el punto de vista geométrico, tiene una interpretacion clara: si uno
se desplaza a lo largo del flujo de X y luego a lo largo del de Y, y después hace lo
inverso (primero Y y luego X), el punto final no coincide, y la diferencia infinitesimal
estd gobernada precisamente por el campo vectorial [ X, Y].

Este fenémeno es caracteristico de la estructura diferencial de la variedad: la no
conmutatividad de derivadas direccionales refleja que no siempre se puede encontrar un
sistema de coordenadas en el que ambos campos sean simultaneamente constantes.

4.4. Grupo de Lie

Un grupo de Lie es, al mismo tiempo, un grupo continuo y una variedad suave, de tal
forma que la estructura de variedad es compatible con la de grupo. Més precisamente,
un par (G, -) es un grupo de Lie si se cumplen:

- (G es una variedad diferenciable de clase C°.

- La multiplicacién
p:GxG— G, w(g,h)=g-h, (4.15)

es una aplicaciéon C*°.

- La inversién
t:G— G, g)=g7", (4.16)
también es C'>.2

Los grupos de Lie describen simetrias continuas en fisica y geometria.

2En realidad, solo es necesario pedir que u sea suave. La suavidad de ¢ se obtiene automaticamente a
partir de la de u, usando el teorema de la funcién implicita. Aun asi, incluimos la hipétesis de suavidad
para ambas por motivos pedagogicos.
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Definiciones topolégicas ttiles:

- Conexo: una variedad M es conexa si no puede descomponerse como la unién
disjunta de dos abiertos no vacios.

- Simplemente conexo: M es simplemente conexa si es conexa y todo lazo cerrado
en M puede contraerse a un punto (equivalentemente, su primer grupo fundamental
es trivial).

- Compacto: M es compacto si toda familia de abiertos que lo cubre admite un
subcubrimiento finito. En R™, es equivalente a pedir que sea cerrado y acotado
por el teorema de Heine-Borel.

Por ejemplo, (0,1) no es compacto porque no es cerrado. Esto se puede demostrar
considerando una familia de abiertos. Consideremos los abiertos

1
Un:<0,1—n), n=23 . (4.17)

Estos forman un recubrimiento abierto de (0,1), ya que todo punto x € (0, 1) pertenece
a algin U,. Si tomamos una cantidad finita de ellos, el mayor intervalo que obtenemos
es (O, 1-—- %) para cierto N finito. Este intervalo no cubre los puntos en (1 — %, 1),
por lo que ninguna subfamilia finita cubre todo (0,1). En consecuencia, (0,1) no es
compacto: aunque esta acotado, no es cerrado, ya que carece de sus puntos limite 0 y 1 .

‘ Ejemplos:

1. El espacio euclideo R™ con la suma vectorial es un grupo de Lie de dimensién n. Es
conexo, simplemente conexo y abeliano, pero no es compacto.

2. El grupo general lineal GL(n,R) definido por
GL(n,R) = {A € R | det A # 0}, (4.18)

es un grupo de dimensién n? que no es conexo, pues se descompone en dos componentes
segun el signo del determinante det A. En consecuencia, no es simplemente conexo.
Ademas, no es compacto. En efecto, un teorema establece que la imagen de un espacio
compacto bajo una aplicacién continua también es compacta:

Si f: X — Y escontinua (C°) y K C X es compacto, entonces f(K) C Y es
compacto.
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La aplicacién determinante, det : GL(n,R) — R\{0}, es continua. Si GL(n,R) fuera
compacto, su imagen serfa compacta; pero R\{0} no es compacta. Entonces, GL(n,R)
no es compacto tampoco.

3. El grupo lineal especial SL(n,R) se define como el subgrupo de GL(n,R) constituido
por matrices unimodulares:

SL(n,R) ={A € GL(n,R) | det A =1} (4.19)

Para n = 1, el caso es trivial: SL(1,R) = {1}, luego es conexo, simplemente conexo y
compacto. Para n > 2, SL(n,R) es conexo, pero no simplemente conexo ni compacto.
Por ejemplo, contiene el subgrupo t — diag (¢!, e, 1,...,1) 2 R, que no es compacto.

4. El grupo ortogonal O(n) y su componente SO(n) son definidos por
On)={AeR™[ATA=AAT =T}, SO(n)={A€O(n)|detA=1}, (4.20)

donde A (con A~! = AT) se llama matriz ortogonal. Ambos grupos son de dimensién
n(n —1)/2, lo que significa que se necesita este ntimero de pardmetros independientes
reales para especificar un elemento del grupo. El grupo O(n) es compacto y no conexo
aunque SO(n) es compacto, conexo pero no es simplemente conexo.

5. El circulo S* es definido por
S'={zeC|lz| =1} ~R/(27Z). (4.21)

Es un grupo de Lie compacto, abeliano, unidimensional y conexo, pero no simplemente
conexo.

5. El grupo especial unitario SU(2) se define por
SU@R) ={UeC>? | UV =UU" =1, detU =1}, (4.22)

donde U (con U~ = UT) se llama matriz unitaria. Es un grupo de dimensién 3. Es
compacto, conexo y simplemente conero. Vamos a ver que actiia como recubridor
universal de SO(3), lo que es crucial para describir espinores en fisica.

4.5. Algebra de Lie

A todo grupo de Lie, G, se le asocia una estructura infinitesimal: su dlgebra de Lie,
denotada por g. Esta algebra codifica el comportamiento local de G cerca del elemento
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identidad.

Definicion. El dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G es el espacio tangente en la
identidad:

g="T.G. (4.23)

Ademsés de su estructura de espacio vectorial (real o complejo), g estd dotada de un
corchete bilineal

[ ]rexg—g, (4.24)
llamado corchete de Lie, que tiene las propiedades:

- Bilinealidad: [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] y andlogamente en el segundo
argumento. Aqui, X,Y,Z € gy a,b son escalares (nimeros).

- Antisimetria: [X,Y] = —[Y, X], para todo X,Y € g. Una consecuencia de la
identidad es [X, X] = 0 para todo X € g.

- Identidad de Jacobi: [X,[Y,Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0, para todo
X,Y.Z eg.

Ejemplo:

Para el grupo de rotaciones en dos dimensiones, con el elemento

cosf) —sind

R(#) = ( > € 50(2),

sinf cos®

la derivada en 6 = 0 da el generador infinitesimal del algebra:

= (2 _01> . (4.25)

El algebra de Lie s0(2) esta generada por este unico elemento, y es abeliana:

_ dR(0)
="

[T,T]=0. (4.26)
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El mapa exponencial. Dado un elemento X € g = T.G, existe una tnica curva g(t)
en (G tal que:

g(0) =e, jtg(t) =X. (4.27)

t=0

El punto alcanzado en el grupo en t = 1 se llama la exponencial de X, y se denota por:
exp(X) =g(1). (4.28)

Esto define una aplicacion suave:
exp:g— G, (4.29)

llamada mapa exponencial del grupo de Lie. En general, exp(X) pertenece a la
componente conexa de la identidad en G.

Caso matricial. Si G es un grupo de matrices, como GL(n,R), SO(n), SU(n), etc.,
el mapa exponencial es simplemente la serie de potencias usual:

exp(X) => HX . (4.30)
k=0
Esta serie converge para toda matriz X, y el resultado pertenece a GG si X estd en g.
Ejemplo:
Sea T € s0(2) el generador infinitesimal de rotaciones:
0 -1
T = : 4.31
L) (431

Observemos que

T = (-1)"I, T+ = (—=1)"T. (4.32)
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Entonces, podemos reagrupar la serie como:

exp(0T) =Y —(0T)* = ———(OT)*" + o721
OT) = 2 0" = 2 Gy 1+ 2 i )
[e'e) (_1)n92n [e'e) (_1)n92n+1
2; (2n)! +_2% (2n +1)!
=cosf-I+sinf-T. (4.33)

Finalmente, sustituimos 7' y obtenemos:

10 ) 0 —1
exp(0T') = cos O - (O 1) + sin 6 - <1 0 )
B (cos@ —sinf

):R@esmm. (4.34)

sinf cos6

Este ejemplo muestra como toda rotacién finita se obtiene como exponencial de un
generador infinitesimal.

Observaciones importantes:

- Hay elementos de G que no son de la forma exp(tX) para ningin X € g si G no
es conexo. La reciproca es falsa: por ejemplo, en SL(2,R) el elemento

X - ( _02 _f/2 ) , (4.35)

no es un exponencial real, X # e4. La razon es que si A es real, los autovalores
de e? son e. Para obtener autovalores reales negativos, los \; deben venir
en pares conjugados a + im, lo que produce autovalores negativos iguales. En
dimensién 2 x 2, e s6lo puede tener autovalores negativos si ambos son iguales;

como —2 # —12, no puede ser e?.

- El algebra de Lie determina la estructura local del grupo, pero no la global.
Constantes de estructura. Fijemos una base {T,}3™¢ del 4lgebra de Lie g = T,G.
Como [T,,T,] es un elemento de la dlgebra, tenemos [T,,7T,] o« T.. Por lo tanto,

definimos las constantes de estructura f¢,, como los coeficientes que aparecen al expresar
el conmutador [T}, Ty] en la base {T.}:
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[Taa Tb] = fabC o (436)

Bilinealidad y antisimetria del corchete implican

fabc - _fbacu (437)
mientras que la identidad de Jacobi [T, [T}, T¢]] 4+ cic. = 0 equivale a la condicién
algebraica

fade fbcd + fbde fcad + fcde fabd = 0. (438)

Se observa que las constantes de estructura dependen de la base elegida.
Ejemplo:

Para el caso del algebra so(2), con la base {T'} del ejemplo anterior, tenemos [T',T] = 0,
por lo cual la constante de estructura es frr! = 0. Entonces, el dlgebra es abeliana.

Un algebra de Lie es abeliana si y solo si todos sus conmutadores se anulan, es decir,
si sus constantes de estructura son nulas. Para un grupo de Lie conexo, el grupo es
abeliano si y solo si su algebra de Lie es abeliana.

Un ejemplo que muestra que la condicién de conexidad del grupo es esencial es el grupo
ortogonal O(2). Su élgebra de Lie coincide con la de SO(2), es unidimensional y, por
tanto, abeliana. Sin embargo, el grupo O(2) no es conexo (tiene dos componentes:
rotaciones y reflexiones) y, de hecho, no es abeliano. Por ejemplo, si R(f) es una rotacién
y P una reflexion, se cumple PR(6) P~ = R(—0), de modo que PR(#) # R(—0)P salvo

en casos triviales. Asi, el grupo no conmuta aunque su algebra de Lie si sea abeliana.

4.6. Representaciones de grupos de Lie y algebras de Lie

Una representacion de un grupo de Lie G sobre un espacio vectorial V' (real o
complejo) es una aplicacion suave

p:G—GL(V), (4.39)

tal que, para todo g1, g2 € G, se cumple

p(g192) = p(g1)p(g2),  ple) =1. (4.40)
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En otras palabras, p es un homomorfismo de grupos compatible con la estructura
diferenciable. Aqui, GL(V') es el grupo lineal general de V', es decir, el conjunto de
todas las transformaciones lineales invertibles de V' en si mismo, con la composicién de
aplicaciones como operacion de grupo, y I es el elemento identidad de GL(V').

Una representacion natural de todo grupo de Lie es la representaciéon adjunta, que
describe cémo el grupo acttia sobre su propia algebra de Lie por conjugacion:

Ady(X) = gXg !, Xeg, ged. (4.41)
Esta accién preserva la estructura de corchete:
[Adg(X>: Adg(Y)] = Adg([Xa Y]) : (4-42)

Por tanto, Ad, : G — Aut(g) es una representacién en g, donde Aut(g) es el grupo de
automorfismos de g, o el conjunto de todas las transformaciones lineales invertibles que
preservan el corchete.

Una representacion de un algebra de Lie g en un espacio vectorial V' es una apli-
cacion lineal

p:g—gl(V), (4.43)
tal que

(X, Y]) = [p(X),0(Y)], VXY eg. (4.44)

Dicho de otro modo, ¢ es un homomorfismo de dlgebras de Lie. Dado que gl(V') es el
conjunto de endomorfismos de V' con el corchete [A, B] = AB — BA, esta condicién
asegura que se respeta la estructura algebraica.

Por ejemplo, en el caso de la representacién adjunta, cada X € g define un endomor-

fismo ady : g — g, con adx(Y) = [X,Y]. En consecuencia, en la base elegida, eso se
traduce a

(adTa)cb = fabc, (445)

de modo que ady realiza a g como un subélgebra de gl(g).
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A partir de eso, se puede definir una nocién importante, la forma de Killing o métrica
de Cartan. La forma de Killing es la forma bilineal invariante,

K. = Tr(adr, adp) = fud© foel, (4.46)

que tiene siguientes propiedades clave. Es:
- Simétrica: K, = Kp,.
- Tnvariante: K ([X, V], Z) + K (Y,[X, 2]) = 0.

Para un algebra de Lie g finito dimensional, la métrica de Cartan es no degenerada si y
solo si g es semisimple. En este caso, puede introducirse la métrica inversa K para
subir y bajar indices de tensores:

X, = K X?, X =K?%X,. (4.47)

La definicién de la métrica inversa, K%K, = 62, garantiza que, si primero subimos un
indice y luego lo bajamos (o viceversa), recuperamos el mismo tensor.

En particular, podemos bajar un indice en las constantes de estructura,

fabc = chfabd7 (448)

de modo que la identidad de Jacobi puede escribirse como fu d faga ¢ = 0. También
se puede mostrar que f,. es completamente antisimétrica. Como consecuencia, si los
indices a, b, ¢ recorren uno o dos valores (élgebras unidimensionales y bidimensionales),
necesariamente f,,. = 0, y el adlgebra es abeliana. En cambio, si recorren tres valores,
fave €8 proporcional al tensor totalmente antisimétrico 4., correspondiendo al caso de
algebras simples tridimensionales.

Observaciones adicionales:

- K, coincide con el producto escalar euclideo 24, para su(2) y con (n — 2)d,, para
so(n) (n#£4)% .

3El caso n = 4 es especial porque s0(4) no es simple, sino semisimple: se descompone como
50(4) = su(2) @ su(2). La forma de Killing resulta ser bloque-diagonal, con un bloque proporcional
a 204 para cada factor simple. Por ello, la expresién (n — 2) d,p debe aplicarse por separado a cada
componente simple.
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- En algebras no semisimples (p. €j., iso(n)), la forma de Killing es degenerada. Por
lo tanto, se requiere una forma invariante distinta, o un procedimiento de doble
extension, para definir una métrica.

Relacion entre representaciones de G y g. Toda representacién suave de un

grupo de Lie induce una representacion de su dlgebra de Lie mediante derivacion en la
identidad:

d
o(X) = %p(exp(tX)) B (4.49)
Esto define un homomorfismo de algebras de Lie:
v:g—gl(V), (4.50)

y se llama la representacion infinitesimal asociada a p.

Representaciones reducibles e irreducibles. Sea V' un espacio vectorial y sea
¢ : g — gl(V) una representacién. Decimos que:

- La representacion es reducible si existe un subespacio W C V, con W # {0},V,
tal que

o(X)(W) W, VX eg. (4.51)

- En caso contrario, la representacion es irreducible.

- SiV =V, &V, con Vi, Vs invariantes, entonces ¢ = ¢ & @9 es la suma directa
de representaciones.

- Si ademds existe una forma bilineal (o hermitica) (-,-) tal que cada ¢(X) es
antihermitico respecto a ella, la representacion se dice unitaria.

Representaciones tensoriales. Dado un grupo de Lie G y una representacion

p: G — GL(V), se pueden construir representaciones sobre espacios tensoriales. Por
ejemplo, el producto tensorial: p?(g) = p(g) ® p(g) acttia sobre V@ V.
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5. El grupo SO(2)
5.1. Propiedades del grupo y topologia

El grupo SO(2) es el grupo de rotaciones en el plano R?. Est4 formado por matrices
reales ortogonales de 2 x 2 con determinante 1 (unimodulares):

SO(2) = {<C089 _SiM) ‘ 0c [O,ZW)} | (5.1)

sinf cos6

Cada elemento de SO(2) esta completamente determinado por un édngulo de rotacion 6,
y la multiplicacién de matrices corresponde a la adicién de dngulos médulo 27:

Topoldgicamente, el grupo SO(2) es homeomorfo al circulo unitario S'. Esto se debe a
que se puede identificar:

SO2) ~{e? € C|0ec]0,2m)} ~ S (5.3)

Por lo tanto, SO(2) es un grupo de Lie compacto, conexo y abeliano. Como variedad,
tiene dimension 1 y topologia de un circulo.

5.2. Representaciones del grupo y del algebra

Existe un teorema que dice que

Toda representacion irreducible unitaria de un grupo de Lie compacto abeliano
es de dimensién uno.

Como SO(2) es un grupo de Lie abeliano y compacto, todas sus representaciones irre-
ducibles son unidimensionales.

Toda representacion irreducible unitaria de SO(2) es de la forma:
pn(R(0)) = €™ nez. (5.4)
Esta es una representacién bien definida porque:
- R(01)R(6) = R(61 + 02) implica:

pu(00)pn(0) = €m0 = OO = (0, 4 0). (5.5)
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- La funcién e

SO(2) ~ St

es continua y 2m-periddica, por lo que respeta la topologia de

Representaciones irreducibles. Dado que el algebra es abeliana, sus representa-
ciones irreducibles son simplemente aplicaciones lineales:

p:so(2) — gl(V), (5.6)

donde p(T') debe ser un operador lineal que conmuta consigo mismo, es decir, cualquier
operador. Pero si exigimos irreducibilidad, entonces, el espacio V' debe ser unidimen-
sional,

pn(T) =1n, (5-7)

donde n € R.

Lo interesante es que cualquier nimero real clasifica las representaciones de s0(2),
mientras que solo los nimeros enteros clasifican las representaciones del grupo
SO(2). Esta diferencia se debe a la topologia de SO(2), que es la de un circulo

y, por tanto, presenta periodicidad. Dicha periodicidad impone que el parametro
n sea un entero. En cambio, el algebra de Lie no detecta esta estructura global, ya
que describe propiedades locales en torno al elemento identidad del grupo. Por eso,
existe un grupo mas grande llamado el recubrimiento universal de SO(2), que tiene
la misma algebra de Lie que SO(2), pero cuyas representaciones permiten valores
reales de n. Este grupo debe tener una topologia similar a R, es decir, sin periodici-
dad. Ese grupo es (R, +).
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6. El grupo SO(3)

6.1. Propiedades del grupo y topologia

El grupo SO(3) es el grupo de rotaciones del espacio tridimensional R3. Formalmente,
se define como:

SO(3)={ReGLB3,R) |R"TR=RR" =1, det R=1}. (6.1)

En otras palabras, es el grupo de matrices reales ortogonales de tamano 3 x 3 unimodu-
lares. Estas matrices preservan longitudes y orientaciones en R3.

Este conjunto es una subvariedad diferenciable del espacio euclideo R?, ya que una
matriz 3 x 3 tiene 9 entradas reales. Las condiciones de ortogonalidad RT R = I imponen
6 restricciones independientes (las condiciones simétricas):

3-(3+1
Ntmero de restricciones = (2+) =6. (6.2)
Por lo tanto, la dimension de la variedad SO(3) es:
dim(SO(3)) =9 -6 =3. (6.3)

Cada elemento de SO(3) representa una rotacién del espacio tridimensional, que puede
describirse mediante un eje de rotacién (un vector unitario) 7 € S? y un dngulo de
rotacion 0 € [0, w]. Existe una identificacién geométrica importante:

(n,0) ~ (—n,—0), (6.4)

ya que rotar un angulo 6 alrededor del eje ni es equivalente a rotar un angulo —6 alrededor
de —f. En particular, cuando § = 7, esta identificacién se convierte a (i, m) ~ (—n, 1),
porque w y —m representan el mismo angulo. Denotemos por P la transformacion que
actia como P(f,0) = (—n, —0). Esta transformacién asocia a cada punto (7, 6) de la
3-esfera S® su punto antipodal (—f, —0). Como {I, P} forma el grupo Z,, la 3-esfera
con identificaciones antipodales se convierte en el cociente S®/Zs, por lo que el conjunto
de rotaciones tiene la estructura de un espacio proyectivo real tridimensional, RP?. En
conclusion,

SO(3) ~ S3/Zy ~ RP. (6.5)
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Por lo tanto, como variedad diferenciable, SO(3) es difeomorfa al espacio proyectivo
real tridimensional RP?. Este espacio puede visualizarse como el conjunto de rectas
que pasan por el origen en R*, o equivalentemente, como la 3-esfera unitaria S® con los
puntos antipodas identificados.

Para probar que SO(3) ~ S3/Z, podemos usar los cuaterniones. Un cuaternién g puede
verse como una generalizacion del nimero complejo a cuatro dimensiones reales,

qg=a+bi+cj+dk, (6.6)
donde i, j, k son simbolos que satisfacen:
iP=j*=k*=-1, ij=k, jk=i, ki=j, (6.7)

y relaciones ciclicas (con signo negativo si intercambiamos el orden). La norma de un
cuaternion es:

lq)> = Gg = a® +0° + 7 + & (6.8)
Entonces, los cuaterniones unitarios son aquellos con |g| = 1. Estos forman la 3-esfera:
$*={(a,bc,d) eR* | &>+ 1’ + P +d* = 1}. (6.9)

Por lo tanto, para mostrar la relacién con la esfera, necesitamos establecer una relacion
entre rotaciones y cuaterniones. Pero una rotacion se define como una operacion sobre
un vector. Para ello, también vamos a asociar un vector a un cuaternion particular: el
cuaternion puramente imaginario, con a = 0, es decir, con solo la parte vectorial:

v =bi+cj+ dk. (6.10)

Asi forman una copia de R3. Cuando escribimos un vector 3D como (1,0, 0), podemos
pensarlo como el cuaterniéon puramente imaginario v = i, y asi sucesivamente. Ahora
podemos definir la transformacion

v = quqg?, (6.11)

donde g es un cuaternién unitario, y v es un vector 3D escrito como cuaternion puramente
imaginario. Es facil probar que v’ es de nuevo un cuaternién puramente imaginario, es
decir, un vector 3D. De hecho, como ¢! = ¢, tenemos

quq = qvq = q(—v)q = —quq, (6.12)

- 63 —



asi que v/ = —v’ es un cuaternién puramente imaginario, i.e., un vector 3D.
Por lo tanto, este mapa v — qug~! es una funcién de R® — R3. El 1ltimo paso es ver
qué tipo de funcion es. Resulta que esta funcion:

Preserva longitudes, |v'| = |v|, para todo v;

Preserva angulos;

Es lineal (en el sentido de espacio vectorial real);

Su determinante es +1.

Asi que es una rotaciéon en el espacio 3D. En conclusién, cualquier cuaternién unitario ¢
define una rotaciéon 3D mediante la férmula v — qug~'. La manera més simple de verlo
es considerar

qg=a+bi+cj+dk,

g=a—bi—c—dk, (6.13)

v=uxi+yj+zk,

lo que implica que

T
i t=R,| v |, (6.14)
2
donde R, es la matriz 3 x 3:
a>+ 0 —c*—d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
R, = 2(bc + ad) a? —b* + c* — d? 2(cd — ab) : (6.15)
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? —b? — * + d?

Asi obtenemos la relacién entre las rotaciones y S3, pero dos puntos opuestos +¢q € S3
dan la misma rotacion

(—q)v(=q)~" = qug™". (6.16)

Entonces, el espacio de rotaciones SO(3) se obtiene identificando puntos opuestos de la
3-esfera:

SO(3) = S*/{£1} = RP?. (6.17)
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Eso significa que la conjugacion define una aplicacién 2 : 1, es decir, el mapeo S® — SO(3)
con nucleo {£1}.

Como S? es compacto y la identificacion es por un grupo finito (Zs), el cociente también
es compacto:

S?® compacto = RP? compacto = SO(3) compacto .

También, como S° es conexo por caminos y la proyecciéon S° — RP? es continua y
sobreyectiva, se conserva la conexidad:

S? conexo = RP? conexo = SO(3) conexo .

Finalmente, el grupo no es simplemente conexo. Sea 7 : [0,1] — RP? un bucle que se
proyecta, mediante 7, en un camino en S® que empieza en x y termina en —x, que es
un bucle en RP? por la identificacién © = —z. Entonces, v es un bucle en RP?, pero su
levantamiento 4 no corresponde a un bucle en S?, sino un camino de z a —u.

Camino en S*

>

Bucle en RP?

Esto implica que ¥ no puede contraerse a un punto en RP?. Por lo tanto, el bucle
representa una clase no trivial de bucles. Se dice que el grupo fundamental 7; del espacio
RP? no es trivial. Por lo tanto, existen dos clases de bucles (Z,):

m(RP*) 2 Zy, = m(SO3))XZ,. (6.18)

Si realizamos una rotaciéon de 4, el camino en S® recorre desde x a —z y luego de
regreso a x, formando un verdadero lazo en S3. Dado que S® es simplemente conexo:

El lazo correspondiente a una rotacién de 4w si es contractil.
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Por lo tanto, en SO(3), una rotacion de 47 es homot6picamente trivial, pero una de 27
no lo es.

En conclusion, el grupo fundamental de SO(3) es:
m(SO(3)) = Zs, (6.19)
con dos clases de homotopia:
- La clase trivial (rotaciones que pueden conectarse continuamente con la identidad);
- La clase no trivial, representada por una rotacion de 2.

6.2. Algebra del grupo

Dado que todo elemento suficientemente cercano a la identidad en SO(3) puede escribirse
como R(0) = exp(6X), con X € s0(3), la condicién det R(#) = 1 implica que:

det(exp(0X)) = exp(ftr(X)) =1, para todo 6. (6.20)
Entonces:
tr(X) =0, (6.21)

de modo que las matrices unimodulares se corresponden con elementos del algebra sin
traza. Por otro lado, la relacién de ortogonalidad

R(O)'R(O) =1, (6.22)
se traduce a
exp(0X ") exp(0X) = exp(@( X" + X)) =1, (6.23)
es decir
X'T=-X, (6.24)

lo que implica que las matrices ortogonales se asocian con matrices del algebra an-
tisimétricas. Por lo tanto, toda matriz X € so(3) debe ser antisimétrica y tener
traza cero. Sin embargo, toda matriz real antisimétrica ya tiene traza cero automati-
camente, asi que esta condicion esta contenida en la antisimetria, y no anade nada nuevo.

En conclusion, el espacio tangente de la variedad s0(3) en la identidad es:
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50(3) = T1S0(3) = {X e R™* | XT = —X} . (6.25)

Los elementos de s0(3) se pueden obtener por el célculo directo, buscando matrices
antisimétricas, o por derivacion de las matrices SO(3), ya que

R(0)

— =X. 2
7 (6.26)

6=0

Sabemos que los elementos del SO(3) que describen rotaciones alrededor de tres ejes
mutuamente ortogonales, tienen la forma

1 0 0
Ri(01) = R.(01) = |0 cosfy —sinby |, (6.27)
0 sinf#; cost,
cosfly 0 sinby
—sinfy 0 cosbs
cosfl3 —sinf; 0
R3(03) = R,(03) = | sinfl3 cosfs 0. (6.29)
0 0 1

Dado que los 6; (i = 1,2, 3) son pardametros independientes de la variedad tridimensional,

esto nos permite obtener los generadores .J; = C(lz}oii oo del algebra,
00 O 0 0 1 0 -1 0
Ji=10 0 =1, JHo=|0 00|, Js=[1 0 O0f. (6.30)
01 0 -1 0 0 0 0 0
Los conmutadores correspondientes son
[Ji, J]] = gijk-e]k o (631)

donde ¢;;i, es el simbolo de Levi-Civita. Las constantes de estructura son:
fii® = €ijn. (6.32)

Como ya se senald, en las algebras tridimensionales las constantes de estructura son
proporcionales al simbolo de Levi-Civita y, en particular, para el dlgebra so0(3) la métrica
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de Cartan es proporcional a d;;. Por lo tanto, el resultado obtenido es el esperado,
puesto que fij’“ X fijl O X fijk X Eijk-

6.3. Representaciones del grupo SO(3)

6.3.1. Representacion fundamental

La representacion mas natural de SO(3) es su accién sobre el espacio tridimensional real

R3. A esta representacion se le llama representaciéon fundamental o representacion
vectorial de SO(3).

p:SO(3) — GL(3,R), p(R)(v) = Rv (6.33)

El espacio vectorial sobre el que acttia es V = R3.

Cada R € SO(3) es una matriz ortogonal real 3 x 3 con determinante +1.

La accién es simplemente la multiplicacién matricial usual: v — Rv.

Esta es una representacion real, lineal y de dimensiéon 3.

Esta representacion es irreducible sobre R, ya que no existe un subespacio propio de R?
que sea invariante bajo todas las rotaciones, salvo los triviales {0} y R?.

Esta representacion describe cémo se transforman los vectores del espacio fisico tridimen-
sional bajo rotaciones. Es la forma en que SO(3) acttia sobre los objetos geométricos
clasicos, como posiciones, velocidades, campos vectoriales, etc.

Ejemplo:

Una rotacion de angulo 0 alrededor del eje z esta representada por la matriz:

cos) —sinf O
R.(0) = | sinf cos® 0O (6.34)
0 0 1

Su accién sobre un vector v = (x,y, 2)7 es simplemente:

p(R-(0))(v) = R.(0) - v (6.35)
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Las representaciones tensoriales irreducible de SO(3) actiian sobre espacios de
tensores completamente simétricos.

De hecho, para las representaciones irreducibles tenemos la siguiente clasificacion.
Cuando se acttia sobre tensores de rango 0, se obtiene una representacion irreducible y
trivial, conocida como la representacion de espin 0. De forma mas interesante, al pasar a
tensores de rango 1, se obtiene la representacion vectorial, o de espin 1 que hemos visto.
Cuando se considera la accion sobre matrices, es decir, tensores de rango 2, sabemos que
el espacio total es reducible. La accion sobre las matrices proporcionales a la identidad
ya ha sido estudiada: corresponde nuevamente a la representacion de espin 0. Para las
matrices antisimétricas, tenemos

0 as —as a1
Aj=|-as 0 =exVF, con V=ay (6.36)
a —a; 0 as

]

Es decir, la accién sobre matrices antisimétricas equivale a la accién sobre vectores y, por
tanto, corresponde a la representacion vectorial. En conclusion, no se trata de una nueva
representacion y no aporta informacion adicional. Por otro lado, las matrices simétricas
y sin traza definen un subespacio invariante sobre el cual actia nuestra representacion,
dando lugar a una nueva representacion de espin 2, de dimensién 5, es decir, 2¢ + 1 con
¢ = 2. Asi obtenemos una nueva representacioén irreducible. En teoria de grupos, esto se
expresa como

9=5030D1 (6.37)

De forma similar, para tensores de rango 3, los completamente simétricos definen un
espacio de dimension 7 = 2¢ + 1 con ¢ = 3, sobre el cual actia la representacién
irreducible de espin 3. En cambio, los tensores totalmente antisimétricos de rango 3 son
triviales, ya que son proporcionales a €;;,. Los demas tensores, con indices de simetria
mixta, se reducen a representaciones de espin mas bajo que ya han sido estudiadas.

En conclusion, a partir de la discusiéon anterior, para obtener una representacion
irreducible debemos escoger una de las clases de simetria. Sin simetria, es decir,
usar el producto tensorial completo sin proyectar sobre un tipo de simetria, implica
que estamos tratando con una suma directa de representaciones irreducibles, no con
una sola. En otras palabras, la acciéon del grupo no puede mezclar estados de diferentes
tipos de simetria, por lo que cada subespacio definido por una simetria es un subespacio
invariante. Para clasificar todas las representaciones tensoriales irreducibles, basta con
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considerar aquellas que actian sobre tensores completamente simétricos.

6.3.2. Representaciones de SO(3) en funciones sobre la esfera

Tras haber estudiado la representacién fundamental de SO(3), que actia sobre vectores
en R3, es natural preguntarse como este grupo puede actuar sobre espacios funcionales
mas generales. Un caso de especial interés es el espacio de funciones definidas sobre la
esfera S2.

Sea S? la esfera unitaria en R?, es decir:

525{£6R3

) =1}. (6.38)
Consideramos el espacio de funciones complejas sobre la esfera:
F={f:8*>c}. (6.39)
El grupo SO(3) actia naturalmente sobre la esfera por rotacion:
Re SOB): &~ Ri. (6.40)

Esto induce una acciéon del grupo sobre funciones mediante:

(R- f)(#) = f(R™'2) (6.41)
Es decir, aplicamos la rotacion a las coordenadas (argumento), no a la funcién en si.

Esta definicién asegura que la composicién de acciones se respeta:

(Ri- (Ry- ))(#) = (Ra- f) (R'2) = F((Ry'Ry)2) = F((RiRy)™'%)
= (RiRy) - f)() (6.42)

Si en lugar de definir la accién como f(R™'%) usdramos directamente f(RZ), obten-
driamos:

(Ri-(Ry- f)) (@) = (R~ f)(R12) = f (Ry Ry )
# [ (R1Rg)2) = (R1R2) - f) (2).

Esto implicaria que:

Ry (Ry- f) = (RoBa) - f, (6.43)
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es decir, la accién compuesta invierte el orden de los elementos del grupo, lo cual rompe
la estructura de accién por la izquierda. Por esta razon, se utiliza f(R™'%) en
lugar de f(RzZ).

Sabemos que los armoénicos esféricos Yy, (6, ¢) son funciones especiales definidas sobre
5?2, construidas como soluciones de la ecuacién de Laplace angular:

AgeYym = —0(6 + 1)Yom (6.44)

donde Ag: es el operador de Laplace-Beltrami sobre la esfera. Para cada entero ¢ > 0,
los indices m toman valores:

m={—0,—C+1,....0—1,0} (6.45)
y el conjunto
He = span{Yp, | m=—¢,... 1} (6.46)

es un subespacio de dimensién 2¢ + 1 de L?(S?), invariante bajo la accién de SO(3).
De hecho, bajo una rotacion, el modo con ¢ = 0 no cambia: corresponde a una funciéon

constante sobre la esfera. Por tanto, el subespacio Hg es trivialmente invariante bajo
la accién de SO(3).

Sin embargo, para ¢ = 1, la situacién es diferente. Tomemos, por ejemplo, el armoénico
esférico con m = 1, y consideremos su parte real. Esta funciéon tiene estructura
direccional: su forma depende de la orientacién del eje en el que se mide.
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(¢=1m=1) ¢=1m=1)

O o 0
_

C=1m=-1) Z=1m=0) C=1m=1)

Geométricamente, si rotamos la esfera mediante una transformacién R € SO(3), la
nueva funciéon R - Y;; ya no coincide con el armoénico original, pero sigue siendo una
combinacion lineal de los tres armoénicos con ¢ = 1:

1
R-Yii= Y DY(R)Yim. (6.47)

m/=—1

Por tanto, aunque cada armoénico individual cambia, el subespacio total
Hi = Span{yl,—l,yl,o; Y1,1}

permanece invariante bajo la accién del grupo. Esto es lo que se quiere decir con que
H, es invariante bajo SO(3).

Los armoénicos esféricos forman una base ortonormal de L?(S?) con el producto interno:
Vi, Your) = / Vo (8) Yooy (2) 2 = 830 (6.48)
SQ

Las matrices D que aparecen en (6.47) son conocidas como matrices de Wigner-D o
simplemente matrices D.

6.3.3. Matrices de Wigner D) en representaciones de SO(3)

De manera general, dado que el subespacio H, es invariante bajo la accién del grupo,
la funcién R - Yy, (n) puede escribirse como una combinacion lineal de los arménicos
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esféricos Yy, para distintos valores de m/':

R+ Yym(n) = Yo (R7'0) =3 o Yo (n) (6.49)

Usando la relacion de ortogonalidad (6.48), se obtiene:

Conm? = / Y (n) Y, (R 'n)dQ (6.50)
SQ
= [ Vi) (R Vi) ) a2 (6.51)
SQ
= DY) (R) (6.52)
que vamos a escribir
DY) (R) = (¢,m/|R|¢,m) (6.53)

Pero sabemos que todo elemento R € SO(3) se puede parametrizar por los dngulos de
Euler como:

R=R.(0)R,(AR-(),  a,yel0,2r) y Be 0] (6.54)
lo que implica
DY (R.(«)Ry(B)R.(7)) = DY (R.(a)) D'V (R,(8)) DY (R.(7)),  (6.55)
es decir
Dy, B,7) = (6m!| DY (R(@)) D (Ry(8)) DY (R.(v)) |¢,m), (6.56)

Pero la rotacion alrededor del eje z es trivial
DY (R, (a)) |6, m) = e~ ™|, m) (6.57)
De hecho, sabemos que los armonicos esféricos pueden escribirse como
Y;™(0,¢) = P"(cosf) e, (6.58)
por lo que una rotacién de un angulo « alrededor del eje z actiia como

Yfm(ea 90) — }/Km(ev@_ O‘)? (659)
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donde hemos utilizado (6.41). Esto conduce directamente a (6.57).

Es importante notar la diferencia de convencién con la mecanica cuantica. En nues-
tra convencion,

R.(a) = exp(a J3), (6.60)
y a partir de (6.57) se obtiene
J3|l,m) = —im |, m), (6.61)
en contraste con el resultado habitual en mecanica cuantica,
J3|l,m)y =m|l,m). (6.62)

A lo largo de este trabajo seguiremos empleando nuestra convencién, utilizada en
matematicas y en la mayoria de las areas de la fisica, salvo en mecanica cuantica.
Ademas, de este modo se aprende a manejar mejor las convenciones.

Entonces,
Dfﬁ?m(a, B,7y) = e dfﬁ?m(ﬁ) e~ (6.63)
donde dgf)m(ﬁ) son las matrices pequenas de Wigner

d),.(8) = (L, m/|R,(B)|l, m) (6.64)

m'm
Gracias a la exponenciacion del algebra de Lie, sabemos que
R,(8) = ™= (6.65)
lo que nos permite escribir

d). () = (I, m'|P”2 |1, m) (6.66)

m/'m

Ejemplo:
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Considerando ¢ = 1, veremos en (6.102) que
1 0 -1 0

Jo=—1{1 0 -1 (6.67)
V2o 1 o

se obtiene que
Jg =1, JF= (=15, L = (=1 (6.68)

lo que nos da

o S (BR) (BT & (B

) _; M'J+;(%ﬂ+§@mw! (6.69)
_ X (=1 o (—1)Pp2PH
=1 — (cos 3 — 1)J; + sin B.J; (6.71)

Por lo tanto

N =

s(L+cosB) —Issinf (1 —cosp)
dV(B) = P2 = % sin 3 cos 3 —% sin 3 (6.72)
(1—cosfB) gsinf  5(1+cosp)

[N
DO [—

Para cualquier /, la expresién general del elemento dff;)m, (B) es:

) R —m T IR\ 2 2

VW m)U(E = m)! (€ + ) (¢ — ) ( 5>ze+m—mf-zk (Sm 5>mf_m+%

donde la suma es sobre todos los valores de k para los cuales los factoriales estan bien
definidos (enteros no negativos). Esta formula permite construir d*(3) para cualquier
¢, aunque en la préactica se utilizan tablas o software para ¢ > 2.

6.4. Representaciones del dlgebra de Lie s0(3)

Existen varias representaciones para describir el dlgebra de Lie s0(3)
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6.4.1. Representacion trivial

La mas simple es la representacion en un espacio de dimension 1 en la cual todos los
generadores actiian como cero:

Puiv(Ji) = 0. (6.73)

Esta representacién corresponde al caso ¢ = 0, de dimensién 20 +1 =1

6.4.2. Representacion vectorial

En esta representacién, los generadores actian como matrices reales 3 x 3 sobre R?, que
describen rotaciones infinitesimales:

(J1)jk = —€1jk, (J2)jk = —€2jk, (J3)jk = —€3jk- (6.74)

Este caso corresponde a £ = 1 y tiene dimension 2¢ + 1 = 3.

6.4.3. Representacion adjunta

La representacién sobre el propio dlgebra so(3), definida por el conmutador:

también tiene dimensién 3, y de hecho es isomorfa a la representacién vectorial.

6.4.4. Representacién irreducible de espin ¢ del algebra de Lie so0(3)

Para construir la representacion irreducible, necesitamos construir el operador de Casimir,
es decir un operador que conmuta con todos los generadores del adlgebra. En nuestro
caso, J? conmuta con todos los elementos del dlgebra

=+ 75+ 5 (6.76)

Por lo tanto, en cualquier representacién irreducible, el operador J? actiia como un
multiplo del operador identidad

J2|v) = A|v), (6.77)
para algin A € R, constante en toda la representacién.

Lema de Schur: si 7' conmuta con todos los operadores de una representacion
irreducible, entonces T' es un multiplo de la identidad.

Dado que el operador de Casimir J? conmuta con todos los generadores .J;, en particular
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con J3, podemos diagonalizar simultdneamente J? y J;. Supongamos que existe un
vector propio |v) tal que:

J2 vy = A|v), (6.78)
J3|v) = —im |v), (6.79)

donde A € R es el valor propio del Casimir (fijo en toda la representacién irreducible), y
m es el valor propio de J3, que puede variar dentro de la representacion.

Esto nos motiva a buscar una base de vectores {|\, m)} tales que:

J2 I\, m) = X\, m), (6.80)
J3|A,m)y = —im |\, m) . (6.81)

De ahi, el calculo es estandar pero lo vamos a escribir.
Definimos los operadores J. = J; + i.J5 lo que nos permite escribir
[J;, J;] = €ijii, [J3, Jo] = Fi Jo, JL=—J; (6.82)
Identidades utiles
JoJ =1 -0 —idy, J.J, =3 —J}+ils (6.83)

Obtenemos facilmente
Cadena descendente. Sea v, = J"|{,m) y como J3J" = J"(J3 + ni), tenemos

J3v, = —i(m —n)u, (6.84)
y por lo tanto

[vnrll* = (al (J) T [on) = —(val T4 T [vn)
= —(va|J* = JF —iJs|vy,)
=[N+ (m=n)m—n—1)] |ul* (6.85)

La norma debe siempre ser positiva. Como el factor de (6.85) se hace negativo para

n > 1 salvo que se anule antes, existe My, tal que ||J_|[¢, mmum)]|* = 0 es decir

A= — mmin(mmm — 1) (686)
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Cadena ascendente. Sea w,, = J'|{,m) y como J3J} = J}(J3 — ni), tenemos

Jsw, = —i(m + n)w, (6.87)
y por lo tanto
lwnsi [ = (wal (J4) T Jwn) = —(wn | J- T4 [wn)
= —(w,|J* = JF + iJs|w,)
= [\ n)(m o+ 1)] [ (V)
El mismo argumento fuerza un mmy.x con ||Jy ¢, mpa)||> = 0 es decir
A = — Mupax (Mmax + 1). (6.88)
Consecuencias. Igualando las dos expresiones de A:
mmax(mmax + 1) = mmin(mmin - 1)
— (mmax + mmin) (mmax — Mmpin + ]-) =0
= Mmin = — Mmax (689)
ya que Mupmax > Mmin — 1. Definiendo ¢ = my,., > 0:
me{—l,—(+1,..., 0} A=—L(l+1) (6.90)
Como la cadena tiene exactamente 2¢ descensos de m = ¢ hasta m = —/, se sigue

que 2¢ € Z, es decir, ¢ es entero o semientero, y la dimension es 2¢ + 1. Cada

representacion irreducible de so(3) queda entonces caracterizada por este ntimero ¢

(gracias al operador de Casimir), y tiene dimensién 2¢ + 1. Ademas tenemos

Tollmy = =i /et +1) — m(m + 1)|€,m + 1),
J_|6,m) = —iy /et +1) —m(m — 1)|¢,m — 1),
J2|0,m) = —(L +1)|¢,m),

J3|l,m)y = —im|l, m)

Ejemplos:

1. Representacion irreducible de espin ¢ = 1/2

11

(6.91)

El espacio de representacién tiene dimension 2, con base {3, 3) , |%, —%)} Los operadores

— 78 —



Js, Jo, J_ actian de la siguiente forma:

Jilb5)=—%]53) . Bsls—3)=3515.-5) (6.92)
I h-H=-i53), J|53)=0 (6.93)
A I A [N (6:94)

En la base {|3,3), |3, —3)}, las matrices son:

272
—i 0 0 —i 0 0
Ji=27), J= J = .
’ (0 é)’ ’ (0 0)’ (-i 0) (6:95)

g _5> (6.96)

Y finalmente:

! (0 =3 _1 _
=gl a =0 ) e g =

Se observa que estas matrices corresponden a las matrices de Pauli:

Jp = —%ak (6.97)

2. Representacion irreducible de espin ¢ = 1

El espacio de representacion tiene dimensién 3, con base {|1,1),|1,0),|1,—1)}. Los
operadores Js, J,,JJ_ actian de la siguiente forma:

J3|171>:_Z‘171>7 J+|170>:_Z\/§‘171>7 J*‘171>:_Z\/§‘170>7 (698)
Jyll,—1) =i|1,~1), Ji|1,1) =0, J_|1,-1) = 0. (6.100)

Escribiendo estas acciones en la base ordenada {|1,1),|1,0), |1, —1)}, las matrices de

los operadores son:

—i 0 0 010 000
Js=10 0 0|, Jo=—=ivV2|0 0 1|, J.=—=iv2|1 0 0 (6.101)
0 0 i 000 010
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Finalmente, las matrices de J;, J, se obtienen como:

. S (010 X (o -1 0
=z +J)=—F%|1 0 1|, h==(J4-J)=—72|1 0 -1
2 V21l 1 g 2 V2lg 1
(6.102)

Nétese que estas matrices corresponden a las de la representacion vectorial (6.4.2)
unicamente en una base esférica, aunque dicha representacion se defini6é originalmente
en una base cartesiana. La relaciéon entre ambas bases es

1 1
11,1) = —ﬁ(ex%—iey), 11,0) = e,, 11, —1) = ﬁ(ex—iey) (6.103)
Definiendo
1 1
vV
U= —% 0 —% (6.104)
0 1 0
tenemos
Jleart) — 7 jleshyr—1 (6.105)

Representaciones semienteras y el grupo de recubrimiento:

A lo largo de estas secciones hemos construido representaciones irreducibles del algebra
113
)9 17 DR
espacio de representacion es 2¢ + 1. Estas representaciones incluyen tanto valores enteros

de Lie s0(3), clasificadas por un pardmetro ¢ = 0 ., donde la dimension del
como semienteros de /.

Sin embargo, este resultado plantea una cuestion importante: si s0(3) es el dlgebra de
Lie del grupo de rotaciones SO(3), ;jcomo es posible que existan representaciones con £
semientero, si SO(3) no admite representaciones irreducibles asociadas a tales valores?
La clave es que, aunque so(3) admite formalmente representaciones semienteras, no
todas ellas provienen de representaciones honestas del grupo SO(3). Por
representacion honesta entendemos una aplicacién del grupo SO(3) en el grupo general
lineal que respeta la estructura del grupo:

D(g192) = D(g1)D(g2),

y que es continua respecto de la topologia de SO(3).
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Las representaciones con ¢ semientero no pueden levantarse a representaciones honestas
de SO(3), debido a la topologia del grupo: SO(3) no es simplemente conexo, y tiene un
grupo fundamental m1(SO(3)) = Z,. Esto significa que existe un bucle no contraible en
el grupo, y cualquier intento de representar este bucle mediante matrices lineales puede
conducir a un signo global distinto, lo cual impide definir una representacién continua
del grupo completo.

Para resolver este problema, se introduce el concepto de grupo de recubrimiento
universal, es decir, un grupo conexo y simplemente conexo que tiene la misma &l-
gebra de Lie. En el caso de SO(3), este grupo es SU(2), el cual si admite todas las
representaciones, tanto enteras como semienteras.

Grupo de Lie Grupo de Lie Grupo de Lie Grupo de Lie

SO@3) SUQ2) 0(3)

~ N7

SO(3) X Z,

Aigebra de Lie
30(3)

Por lo tanto, concluimos que, para describir todas las posibles representaciones (y por
tanto, todos los posibles tipos de campos clasicos que transforman bajo simetrias de
rotaciéon), es mas natural considerar el grupo de recubrimiento SU(2) como grupo
fundamental. A partir del préximo capitulo estudiaremos este grupo en detalle.
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7. El grupo SU(2)

7.1. Propiedades del grupo y topologia

El grupo SU(2) es el grupo de matrices unitarias de 2 x 2 con determinante 1
SU@2)={UeC??|U'U =1, detU =1}. (7.1)

Explicitamente, cualquier elemento de SU(2) puede escribirse como:

U= <_a(_) 2) , cona,beC, laf>+b*=1. (7.2)

Esto muestra que SU(2) es topoldgicamente equivalente a la esfera unitaria en cuatro
dimensiones reales:

SU(2) = 2. (7.3)

Por lo tanto, SU(2) es una variedad compacta, conexa y simplemente conexa. Esto
contrasta con SO(3), que tiene la misma algebra de Lie pero una topologia diferente
(no simplemente conexa).

7.2. Representaciones del grupo

Teorema de Peter—Weyl y clasificacion de representaciones:

Sea G un grupo de Lie compacto y simplemente conexo, y sea g su algebra de
Lie. Entonces, toda representacion irreducible de dimension finita del adlgebra g se
puede integrar a una representacion irreducible del grupo G, y toda representacion
irreducible de dimension finita del grupo G proviene de una del algebra g.

Dado que SU(2) es compacto y simplemente conexo, sus representaciones irreducibles
unitarias de dimension finita estan en correspondencia uno a uno con las representaciones
irreducibles de su(2), las cuales ya hemos clasificado: estan etiquetadas por un nimero
(=0, %, 1, %, ..., y tienen dimensién 2¢ + 1.

Cada valor de ¢ define una representacién irreducible de dimension 2¢ 4+ 1, que se
construye a partir de un vector propio maximo de Jz y de la acciéon de los operadores
Jy.

Esto justifica rigurosamente la aparicién de representaciones de espin semientero en
fisica, que no pueden definirse como representaciones del grupo SO(3), pero si del grupo
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SU(2), que acttia como su recubridor universal.

En conclusion, todas las representaciones del grupo pueden construirse a partir de una
representacion de su algebra de Lie su(2), mediante la férmula:

D6, ) = exp (04 -IO) (7.4)

donde J) = (J;, J5, J3) son los generadores de su(2) en la representacién de espin £y 0
es el angulo de rotacion, cuya periodicidad depende de la representacion:

- Para representaciones de espin entero (£ = 0,1,2,...), D®(6, 1) es periédica con
0~ 0+ 2m,

- Para representaciones de espin semi-entero (¢ = %,
para volver a la identidad.

N

,...), se necesita 6 ~ 0 + 4x

Ejemplos:

Para la representacion ¢ = , a partir de (6.95) y (6.96) se tiene

a=(0F) =) w0 ) (7.5
Se obtiene entonces
DY (9 h) = cos g I+ QSinZ (n-J) (7.6)
lo que muestra una periodicidad de 47.
En cambio, para la representacion ¢ = 1, a partir de (6.102) y (6.101) se tiene
; Z,010 ; 10—10 ; - 0 0 .
=——11 1 =—|1 -1 = .
R B e B O
En este caso se obtiene
DW(G,h) =I5 +sinf (2-J) + (1 — cos ) (2-J)? (7.8)

es decir, una funciéon periddica de periodo 2.
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8. Grupo de Lorentz

El marco geométrico de la relatividad especial es el espacio-tiempo de Minkowskz,
denotado por RY3, que es un espacio vectorial real de cuatro dimensiones dotado de una
forma bilineal simétrica no degenerada con signatura (—, +,+, +). Esta forma bilineal
estd dada por la métrica de Minkowsk:

N = diag(—1,+1,+1,+1), (8.1)

donde los indices griegos p,v,... van de 0 a 3, con 2° = ct interpretado como la

coordenada temporal (a menudo se toma ¢ = 1) y 2° ( = 1,2,3) como coordenadas
espaciales.

Una transformacion de Lorentz se define como una transformacién lineal de las coor-
denadas del espacio-tiempo que preserva el intervalo entre cualquier par de eventos.
Explicitamente, si x* son las coordenadas de un evento en un sistema inercial, entonces
bajo una transformaciéon de Lorentz tenemos:

ot — 2t = A, 2V (8.2)

donde A*, es una matriz real 4 x 4. La transformacion preserva el producto escalar de
Minkowski:

Nuw 2" = 1o’z (8.3)

Insertando (8.2) en el producto escalar y usando linealidad, esta condicién se convierte
en:

Npo P x'7 = e AP 2 A%, ¥ = 2t (AP, A) 27 (8.4)

Esto debe ser igual a 7, 2*2" para todo z*, por lo que requerimos la identidad matricial:

Ap,unpaAgu = Nuv- (85)
que es un analogo de ortogonalidad para transformaciones que preservan una métrica

no euclidea. El conjunto de todas las matrices reales 4 x 4 que satisfacen (8.5) forma un
grupo bajo multiplicaciéon matricial: el grupo de Lorentz, denotado por O(1,3).
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8.1. Clasificacién de componentes

El grupo de Lorentz se puede descomponer en 4 componentes disjuntas ya que existen 2
restricciones dadas por el determinante y la orientaciéon temporal.

Restriccién del determinante. Tomando el determinante de (8.5):
det(ATnA) = det(n). (8.6)
Como det(AT) = det(A) y det(n) = —1, se obtiene:
(detA)>=1 = detA ==+l (8.7)

Esto define dos subconjuntos disjuntos.

Restriccién de orientacién temporal. Consideramos la componente (0,0) de (8.5):
3 .
Moo = Ap() ’I7pg AUO = —(A00)2 + Z(Azo)2 = —1. (88)
i=1
De aqui se deduce:
3 .
<A00)2 =1+ Z(AZQ)Q >1 = |A00| > 1. (89)

=1

Asi, podemos definir el signo de A% como un segundo invariante discreto:
ortocrénico: A% > 1, no ortocrénico: A% < —1. (8.10)

Estas regiones estdn desconectadas: dado que |[A%| > 1, cualquier camino continuo
entre ellas debe pasar por un intervalo prohibido —1 < A% < 1, lo cual estd excluido.
Por tanto, este signo es un invariante topologico.

Combinando los dos invariantes con valores en Zy: det A = £1 y signo(A%), obtenemos
cuatro componentes desconectadas:

- Propia ortocrénica: det A = +1, A% > 1. Contiene la identidad y se denota
SO*(1,3).

- Impropia ortocrénica: det A = —1, A% > 1. Contiene reflexiones espaciales
como P = diag(1,—1,—1,—1). Se puede escribir como P - SO*(1,3).
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- Propia no ortocrénica: det A = +1, A% < —1. Contiene la inversién temporal
T = diag(—1,1,1,1), y se puede escribir como T - SO*(1, 3).

- Impropia no ortocrémnica: detA = —1, A% < —1. Contiene la inversién
espacio-tiempo PT = —I, que se puede escribir como PT - SO*(1,3).

En conclusion, el grupo de Lorentz se descompone como la uniéon disjunta:

O(1,3) = SO*(1,3) U P- SO*(1,3) UT - SO*(1,3) U PT - SO*(1,3)

y estas son precisamente las cuatro componentes conexas. Como ninguno de los tres
elementos P, T ni PT se puede conectar con la identidad, concluimos que O(1, 3) tiene
exactamente cuatro componentes conexas.

detA=1

8.2. Descomposicién rotacién—boost en SO*(1,3)

Sea A € SOT(1,3), es decir, una transformacién de Lorentz conectada continuamente
con la identidad (por tanto det A = +1 y A% > 1). Mostramos que:

Toda A € SO*(1,3) se puede escribir de forma tinica como un producto
A =RB,

donde R es una rotaciéon espacial y B es un boost puro con velocidad v.
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Consideramos el imagen del 4-vector en reposo u* = (1,0,0,0) bajo A:
ut = AP u” = AH. (8.11)

Esto da la primera columna de A, asi que A*y es un 4-vector en otro sistema. Lo
escribimos como:

Ao = (7,vv) para algin v € R®. (8.12)

La condicién de normalizacién de ATnA =7, con u = v = 0, da:
3 .
Moo = Npe Ao = —(A%)* + Z(Azo)z =-1, (8.13)
i=1
de donde:

1
= V1—v2

Existe entonces un boost puro B(v) en la direccion de v que lleva u* = (1,0) a AH,.

v=A  F1-v)=1 = (8.14)

Construimos ahora el boost inverso. Sea B(v) el boost puro definido antes. Definimos:

R=B1'(v)A (8.15)

Como B € SO*(1,3), también B~ € SO*(1,3), por lo que R € SOT(1,3). Se obtiene:
Rty = B7M APy = 6"y,

va que Ay = (v,7v) es llevado por B~! a (1,0). Por tanto:

R (é 7%) | (8.16)

Insertando esto en (8.5), se obtiene:
RIR =1,

entonces R € SO(3), y R es una rotacién espacial pura. Hemos demostrado la existencia
de esta descomposicion, falta demostrar su unicidad.
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Supongamos que hay dos descomposiciones:
A - RlBl - RQBQ.

Entonces:
Ry'R, = BoBy .

El lado izquierdo es una rotaciéon, el derecho un boost. Pero la tinica transformaciéon de
Lorentz que es simultaneamente una rotacién y un boost es la identidad. Por tanto:

Ri=R,, Bi=Dhs.

En conclusioén, se tiene:

VA€ SO*(1,3), F'ReSO3), B= B(v)boost, A=RB. (8.17)

8.3. Topologia del grupo SO*(1,3)

El grupo SO*(1,3) es conexo porque constituye la tinica componente del grupo de
Lorentz que contiene a la identidad y se puede recorrer continuamente desde ella.

Como lo hemos visto, cada elemento de SO7(1,3) puede escribirse como el producto de
una rotacion espacial y una boost. El boost puede ser parametrizado por una velocidad
v 0 una rapidez

¢ =" tanh! ("")) (8.18)
Por tanto, el grupo es homeomorfo al producto:
SO™(1,3) @ R® x SO(3), (8.19)

lo cual implica que SO™(1,3) como el grupo SO(3) no es simplemente conexo. Ademés,
como tiene un parametro, la rapidez, que recorre un intervalo infinito, no es compacto.
Podriamos haber utilizado la velocidad en lugar de la rapidez y asi concluir que el grupo
es compacto, ya que la velocidad estd acotada por |v| < ¢y, por lo tanto, no recorre un
rango infinito. Sin embargo, se usa la rapidez porque es el parametro natural del grupo.
De hecho, para dos boosts sucesivos en la misma direccién,

A&)A(&) = A& + &), (8.20)

es decir, las rapideces se suman linealmente. En cambio, las velocidades obedecen la ley
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no lineal

Vot = — . (8.21)

8.4. Algebra de Lie del grupo de Lorentz SO*(1,3)

Sabemos que todos los elementos del grupo pueden ser escritos como

A=e" con X €s0(1,3) (8.22)
lo que implica que, si consideramos la relacién ATnA = n y derivamos en t = 0,
obtenemos
X'p+nX =0. (8.23)
Por lo tanto, tenemos
s0(1,3) = {X e R™*| X"+ nX =0} (8.24)
Podemos notar que
X'n+nX =0 < (X)) =-nX, (8.25)

es decir, que n.X es una matriz antisimétrica. Pero esto no implica que X sea antisimétrica.
Como las matrices antisimétricas de 4 x 4 tienen dimensién 6, se concluye que

dimso(1,3) = 6. (8.26)
Escribamos
a b’ -1 0
X = = . 8.27
Entonces
—2a ¢’ —b'
X' X = : 2
a (—b—l—c BT+B> (8.28)
Imponer que esto se anule implica
a=0, c¢c=b, B'=-B. (8.29)
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Por lo tanto, todo X € so(1, 3) tiene la forma

-
X_G; l;), B"=-B (8.30)

Sea b = (K1, k2, k3) " v escribamos la matriz antisimétrica B en términos de (6, 6y, 653):

0 65 —6b,
B=|-6; 0 6 |. (8.31)
0, —0; 0

Asi,

0 K1 K9 K3
K1 0 03 —92
X(k,0) = . 8.32
(k,0) ks 0 0 6, (8.32)
R3 92 —91 0
Para exhibir la estructura tensorial, bajemos un indice:

X = 1, X7, (8.33)

La relacién X 'n 4+ nX = 0 es equivalente a

X + Xy =0, (8.34)
por lo que X, es antisimétrico. Definimos w,, = X,,, de modo que w,, = —w,,.
Entonces

X*, =n"w,,. (8.35)

Lo que hemos hecho en esta etapa es expresar nuestra matriz X mediante 6 nimeros que
son los w,,. Por supuesto, los w son solo componentes; no son matrices pertenecientes
a $0(1,3). Asi que hemos aprendido que X se puede expresar con 6 niimeros, y ahora
queremos expresarlo en una base de matrices que si pertenecen a so(1, 3).

Queremos escribir X como una combinacién lineal de matrices fijas, como se hace en
cualquier algebra de Lie:

X:ZCiGz’7 con G; 650(1,3),
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de modo que los coeficientes ¢; (en nuestro caso w,,) nos indiquen cuanto de cada
elemento base esta presente en X.

Para ello, expandimos X en una base J#? indexada por pares antisimétricos:

1
X¥, = 5w (7)1 (8.36)

El factor 1/2 es convencional; compensa la doble contabilidad bajo p <+ o, ya que w),
es antisimétrico. A partir de lo cual, obtenemos

1
Xow = 77/\;LXM1/ = iwpanAu(Jp(T)“w (837)

pero X, = wy,. Concluimos que debe cumplirse

M (J77)! = 056, — 036). (8.38)
Para aislar (J*?)*,, multiplicamos ambos lados por n**

(JP7)", = 1" (8507 — 6540) (8.39)

Finalmente, para expresar todo en términos de la métrica 7, escribimos:

(J77)y = o) — nHop. (8.40)
De forma explicita, tenemos

0 -1 00 0 0 -1 0 0 00 —1

-1 0 0 0 0 0 0 O 0 00 O
JOl — J02 — J03 —

0 0 0 0}’ -1 0 0 0}’ 0 00 0]’

0 0 00 0 0 0 O -1 0 0 0

0 0 0O 0 0 0O 00 0 O

0 0 10 0 0 01 00 0 O
J12 — J13 — J23 —

0 -1 0 0]’ 0 0 00}’ 00 0 1

0 0 0O 0 -1 00 00 —-10

Es conveniente definir los generadores de boosts y rotaciones como
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Ki = JOi,
1 (8.41)
Ji = ) €ije ", €123 = +1

Entonces, cualquier elemento se escribe como

3 3
X =) kK +)> 0;J;, (8.42)

i=1 i=1

— _ 1
con Ry = We; ¥y 91 = —§€ijkw]'k.

Finalmente, los conmutadores se deducen de

P, 7 = () (1) = (7))
— (UW‘SZ _ n”“él;) (77075% _ 77075@ _ (npa(;;f _ 770&5@ (77“755 _ nw(gg)
=P JHT — P JVT — ¥ JHP 4 pho JvP (8.43)

[JHY | JPO] = o JVP 4 PP JH — P JVO — O JHP (8.44)

lo que da lugar a

[y il = €ndry [ Kl = en Ky, B, Kl = —€5xdp (8.45)

8.4.1. Complejificacion del algebra de Lie

Sea una algebra de Lie real g, es decir, un espacio vectorial sobre R dotado de un
corchete bilineal antisimétrico que satisface la identidad de Jacobi. La complejificacion
de g es un proceso algebraico que consiste en extender los escalares de R a C:

gc=g®rC. (8.46)

Esto produce un espacio vectorial complejo cuya base esta formada por los mismos gen-
eradores que g, pero ahora se permiten combinaciones lineales con coeficientes complejos.
El corchete se extiende por bilinealidad compleja.

En particular, si {T,} es una base real de g, entonces un elemento general de g¢ es de
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la forma:

X = Z(ca +1id,)T,, con ¢4, d, € R. (8.47)

a

Esta operacién no cambia la dimension del espacio (sigue teniendo dime gc = dimg g),
pero permite revelar estructuras algebraicas que no son visibles sobre los reales, como
descomposiciones en subdlgebras simples o compactas.

La principal motivacién para complejificar es que so(1,3) es una dlgebra de Lie real no
compacta y simple, mientras que so(1,3)c admite una descomposicién en suma directa
de dos subdlgebras de tipo sl(2,C), lo que facilita su estudio y la clasificacién de sus
representaciones.

8.4.2. Generadores complejos y descomposicion en dos copias de su(2)

Una vez complejificada el algebra de Lorentz,
50(1,3)c = s0(1,3) ®r C, (8.48)

introducimos nuevos generadores complejos definidos por:

1
NE = i(Ji +iK;) (8.49)
Obtenemos facilmente
[NF N = e, N N7 ] = e, NP NT]=0 (8.50)

Los generadores N;" y N; satisfacen el dlgebra de Lie de su(2)¢ y ambos conmutan
entre si. Por tanto, el algebra complejificada se descompone como una suma directa:

50(1,3)c = su(2)c @ su(2)c (8.51)

Esta descomposicion es crucial para entender la estructura de representaciones:
toda representacion irreducible compleja de so(1, 3)¢ se describe mediante un par
de espines:

. , 1
(j+7.]—)7 con j+ € {Oa2)17} (852>

Cada j; y j_ etiqueta una representacién irreducible de una copia de su(2)c.
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Este trabajo es similar a lo que hemos hecho previamente: el grupo recubridor de
SO™(1,3) es SL(2,C), cuya algebra de Lie es s[(2,C), la cual es isomorfa a su(2)c.

De hecho, en la representacién fundamental (7 = 1/2), X € su(2)¢ significa
X = o101 + apog + azo3, con a; € C. (8.53)

Este espacio tiene dimension 3 sobre C y conserva la misma estructura de conmutadores.
Ahora, consideramos el algebra

sl(2,C) = {X € My(C) | tr X = 0}, (8.54)

que también es de dimension 3 sobre C, y contiene todas las matrices complejas 2 x 2
de traza nula. Dado un elemento genérico de sl(2, C):

v —Z

X:('z w), 2 w,v € C, (8.55)

podemos reescribirlo como combinacién lineal compleja de los generadores o;:

U+ w w— v
X = )
5 o1 +1 7

o9 + 203 (8.56)

Por lo tanto, todo elemento de sl(2,C) estd en la complejificacién de su(2), y los
conmutadores coinciden, es decir

su(2)c 2 sl(2,C) (8.57)

Para terminar esta seccién, podemos notar que para toda transformacién de Lorentz
propia y ortocrénica A, y para toda representacion irreducible de dimensién finita

DU . SO*(1,3) — GL(V;, @ V},), (8.58)

la representacion compleja conjugada es equivalente a aquella con los dos espines de
SU(2) intercambiados:

(D(J&Jz)(A))* ~ D(j27j1)(A). (8.59)
En efecto, escribimos la transformacién como

D(jl)(N+) ® D(jz)(N—) (8.60)
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donde (N*, N7) son los generadores complejos definidos mediante (8.49)

1
N = §(JZ- +iKj;). (8.61)

En principio, deberiamos escribir en (8.60) la exponencial de una combinaciéon lineal de
estos generadores, pero basta considerar sus propiedades algebraicas. Sabemos que

(N;)" =Ny, (8.62)

lo cual implica:
<D(j1)(N+) ® D(jz)(N*))* — D(jl)(N+)* & D(J‘Q)(Nf)*
— D(jl)(N—) ® D(j2)(N+)
— DUJ(N*) @ DU(N™). (8.63)

Por tanto, se concluye que:
(D(Jd,jz)(A))* ~ D(Jé,jl)(A) (8.64)

lo que prueba que la representacion conjugada compleja de (ji, j2) es equivalente
a (ja,71), como consecuencia de la estructura algebraica del grupo de Lorentz com-
plejo.

8.5. El grupo SL(2,C)

En esta secciéon queremos entender un poco mejor el grupo recubridor de SO*(1,3) en
particular como a un vector de Minkowski z# € R1? se asocia a una matriz hermitica y
como actia SL(2,C) sobre ese objeto.

Cada matriz 2 x 2 hermética se puede escribir como:
X =ato, = -2l + 2'0", (8.65)

donde o* = (I, 0,02, 03) y los ¢ son las matrices de Pauli. Por lo tanto tenemos un
isomorfismo entre los vectores del espacio de Minkowski y de las matrices herméticas de
dimensién 2. Usando las definiciones de 0! obtenemos

04 3 1 _ ;.2
—x +x° x —x
X = 8.66
(xl +ir? —20 — x3> (8.66)
es decir que det X = —z*x, el invariante de Minkowski (intervalo cuadrado). En
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conclusién, si pedimos que el intervalo de Minkowski sea invariante (invariante de
Lorentz) es equivalente a pedir que bajo alguna transformacién el determinante de la
matriz X no cambia. En estd direccién, consideramos A € SL(2,C) y actuamos sobre
X mediante:

X — X' = AXA" (8.67)
Esta accién preserva la hermiticidad:
X=X = XT=(AXAN = AXTAT = AXA" = X'. (8.68)

y también preserva el determinante

det(X') = det(AX A" (8.69)
= det(A) det(X) det(A") (8.70)
= |det A]* - det X = det X, porque det A = 1. (8.71)

En conclusién la transformacién X +— AX AT define una transformacién de Lorentz
sobre x*. De hecho, como X' es también hermética, tenemos

X' =20, (8.72)
para ciertos coeficientes reales 2/#. Entonces, a partir de (8.67)
Mo, = A(z¥o,)Al (8.73)

Esto define linealmente z/# en funcién de z¥, y por tanto existe una matriz A*, €
SO*(1,3) tal que

't = A, 2 (8.74)
Ejemplos:

Tomamos el siguiente elemento de SL(2,C):

/2
A obt (eo 6_2/2> _ feR (8.75)
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0 2! 2% 2%) que asociamos con una matriz hermitica (8.66).

—20 4+ 23 ! —ix?
X = .
(:131 +ix? —20— x3> (8.76)

Sea un 4-vector z* = (x

Aplicando la transformaciéon, obtenemos

&2 0 20 (=20 +23)et 2! —ia?
X' = AxAt = (€ X = .
< 0 e‘f/2> ( 0 e‘f/2> ( ot izt — (2% + x?’)e_f)

(8.77)
Queremos reescribir X’ como:
SRV PE B R e
X' = q;/t“(j"u = <$,1 n i/ g0 _ 13 (878)
Igualando los elementos de las matrices (8.77) y (8.78)
70— 2’ = (2" — 2%)et, (8.79)
204 2" = (2% 4 2¥)e 78, (8.80)
't = ot (8.81)
7' =27 (8.82)
Sumando y restando las dos primeras ecuaciones:
2'% = 2% cosh & — 2% sinh €, (8.83)
2’3 = —2%sinh € + 2® cosh €. (8.84)
Esta es exactamente una transformacién de Lorentz (boost en z) con matriz:
coshé 0 0 —sinh¢
0 10 0
A, = O™ (1,3). 8.
0 0 1 0 € SO™(1,3) (8.85)
—sinhé 0 0 coshé
En un segundo ejemplo, podemos considerar
008 e—i6/2 0
A ot :< o). 0eR (8.86)
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Siguiendo los mismos pasos, obtenemos

20 = 2", (8.87)
't =2t cos§ — 2%sinf (8.88)
7'? = ' sin 4+ 2% cos b, (8.89)
7% = o (8.90)

Esta transformacion corresponde a una rotacion de angulo 6 alrededor del eje z, con la
matriz de Lorentz:

0 0

Ar, — |0 cost =sinf O g gy (8.91)

sinf cos®
0 0

o O O
_ o O O

Podemos hacer el cdlculo de forma distinta, de hecho sabemos por (8.73) y (8.74) que
Ao, AT = N 0, (8.92)
Multiplicando por ¢ y tomando la traza sobre los indices espinoriales, encontramos
Tr (O’VAO'MAT) = A Tr(0"0q) = —2A7, (8.93)
donde hemos usado la relacion
Tr(ouo,) = =21, (8.94)
lo que implica

1
N = =Ty (a”AJMAT) (8.95)

I
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9. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré extiende el grupo de Lorentz al incluir también las traslaciones en
el espacio-tiempo. Estas traslaciones no modifican el intervalo entre dos eventos, por lo
que, al igual que las transformaciones de Lorentz, preservan la estructura métrica de
Minkowski. En consecuencia, el grupo de Poincaré constituye el verdadero grupo de
simetrias del espacio de Minkowski.

Una transformacion del grupo de Poincaré actiia sobre un punto del espacio-tiempo z*
como

ot = o = ALY + (9.1)

donde A*, € SO™(1,3) es una transformacién de Lorentz propia y ortocrona aunque
a* € R es un vector de traslacién en el espacio-tiempo.

Este conjunto de transformaciones define el grupo de Poincaré denotado por
P =R x SO*(1,3), (9.2)
es decir, es el producto semidirecto del grupo de traslaciones con el grupo de Lorentz.
El producto de dos elementos (a1, A1), (az, Ay) € P esta dado por
(ag,Ag) o (a1, A1) : x— Az + a3 — Ay (Alx + al) + ay = NNz + Agay + as
es decir
(az, Az) o (a1, A1) = (Agar + az, A2/y) (9.3)

lo que refleja el hecho de que las traslaciones no conmutan con las rotaciones y los
boosts, sino que son transformadas por A.

9.1. Estructura del grupo de Poincaré

Como variedad diferenciable, el grupo de Poincaré es el producto topoldgico
P ~R* x SO*(1,3), (9.4)

donde R* tiene la topologfa estandar euclidea (variedad de dimensién 4) y SO*(1,3)
es como lo hemos visto una variedad de dimensién 6, no compacta, conexa, pero no
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simplemente conexa. Por lo tanto, P es una variedad de dimensiéon 4 + 6 = 10, con
estructura de grupo de Lie no compacta y conexa, pero tampoco simplemente conexa,
por la componente de Lorentz.

El grupo de Poincaré contiene varios subgrupos relevantes, como el subgrupo de trasla-
ciones o de Lorentz. El subgrupo de traslaciones es abeliano y normal en P. Un
subgrupo normal N < G dentro de un grupo G es un subgrupo que permanece estable
bajo conjugacion por cualquier elemento del grupo G. Es decir

Vge G,YneN, gng'eN. (9.5)

De forma mas explicita, consideramos un elemento arbitrario del grupo de Poincaré
(b, A) y una traslacién pura (a,l). Usando la ley de composicién del grupo

(b, A)(a, 1) (b, A)™" = (b, A)(a, I)(—A~"b, AY) (9.6)
= (b+ Aa, A)(—A~"b, A7)
= (b+ Aa—b,I) = (Aa,I)

Es nuevamente una traslacion pura, por lo tanto pertenece al subgrupo 7. Como esto
es valido para todo (b, A) € Py todo (a,l) € T, la conjugacién nunca saca a 1" fuera de
si mismo. Por consiguiente, 7" es un subgrupo normal de P.

Existen otros subgrupos llamados estabilizadores, o grupo pequeno que vamos a ver mas
tarde porque ayudan a la clasificacion de las representaciones.

La cobertura universal de P esta dada por:
P =R % SL(2,C), (9.9)

donde SL(2,C) es la cubierta universal de SO*(1,3). Esta estructura es relevante
para describir representaciones espinoriales, ya que, como hemos visto, permite definir
representaciones con espin semientero, ausentes en SO(1,3).

9.2. Algebra de Lie del grupo de Poincaré

Como el grupo es de dimension 10, su algebra de Lie tiene 10 generadores. Hemos
discutido anteriormente (8.44) los 6 generadores del grupo de Lorentz J*

[JHV, JPO] = e JVP 4 PP JHT — P JVT — O JHP (9.10)
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con (8.40)
()0 = P8l — 00 (9.11)

Pero a diferencia de las rotaciones o los boosts, que actian linealmente sobre un vector,
las traslaciones actian de manera afin:

ot o = a2t + ot (9.12)

Por tanto, no se puede construir una matriz M tal que Mx = = + a, ya que esto no
define una transformacién lineal: no preserva el origen.

En consecuencia, si queremos construir una representaciéon del grupo de traslaciones,
debemos considerar su accién sobre funciones ¢(z). Dicha accién estd dada por

(T(a)¢)(z) = d(z — a). (9.13)

Este desplazamiento del argumento define una acciéon del grupo sobre el espacio de
funciones suaves C*°(R").

Expandimos para a* = € pequeno:

o(x —€) = ¢(x) — €"0,9(x) + O(e?). (9.14)

Por tanto, el generador infinitesimal P, de traslaciones estd dado por:

P, =0, (9.15)

Del mismo modo, si queremos encontrar los generadores de Lorentz actuando sobre
funciones ¢(x), debemos estudiar cémo se transforman los argumentos bajo una trans-
formacion infinitesimal de Lorentz. Consideramos:

A, =08 + W, W = —w. (9.16)
Entonces, en una transformacion pasiva:

ot st = (AT Y = ot — w2 (9.17)
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La funcién se transforma como:

6(x) = ¢'(z) = 9(A~'x) = ol — wa). (9.18)
Expandiendo en serie de Taylor:

¢ (z) = d(x) — w" 270,0(x) + O(W?). (9.19)

Usando la antisimetria de w*”, podemos reescribir:

¢ (x) = o(x) — ;ww(x”@” — 70" o(x). (9.20)

Por lo tanto, identificamos los generadores de Lorentz como operadores diferenciales:

T = gho” — VO, (9.21)

Obviamente se puede facilmente verificar que tenemos el mismo conmutador (9.10). De
forma similar, podemos verificar que

[P*, P"] = 0. (9.22)

Esto refleja el hecho de que el subgrupo de traslaciones es abeliano: las traslaciones en
diferentes direcciones conmutan y finalmente tenemos

[JH, PP] = /P P — ytf PV (9.23)

9.3. Casimires del grupo de Poincaré

De forma similar al grupo de Lorentz, queremos construir los operadores que conmutan
con todos los generadores del algebra de Lie, es decir los operadores de Casimir. El
algebra de Poincaré posee dos invariantes independientes.

El primer operador de Casimir es simplemente el cuadrado del operador momento:

P*P, = 1, P*P". (9.24)

Este operador conmuta con todos los generadores P* de traslaciones (trivialmente, pues
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los P* conmutan entre si), y también con los generadores de Lorentz J*”

[J?, PFP,] = [J?°, PMP, + P*[J* P, (9.25)
= (™" PP =" P?) By + PH(n°, PP — 1", P7) (9.26)
o (9.27)

El valor de este operador se interpreta como la masa
P'P, = —m? (9.28)

El segundo Casimir se construye a partir del vector de Pauli—Lubanski, definido
como

1
Wi = Seupe PP, (9.29)

COIl €p123 = +1.

Este vector tiene la propiedad de ser ortogonal al momento:
WHP, = 0. (9.30)
El segundo operador de Casimir es el cuadrado de este vector
WHW, (9.31)

Es un escalar de Lorentz, construido a partir de los generadores del algebra, y puede
demostrarse que conmuta con todos los J* y P* vy por tanto es un Casimir del grupo.
Su interpretacion fisica depende de m.

Caso: particula masiva (P*P, = —m? < 0).

Se puede pasar al sistema de referencia del centro de masa, es decir, al marco donde el
momento es puramente temporal:

P* = (m,0,0,0). (9.32)

En este marco, la definicién del vector de Pauli—Lubanski se reduce a:
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Wo =0, (9.33)

1 .
W; = §€Z'l,po<]ypm = —%Gijkjjk = sz (934)

Entonces
WHEW, = 6;W'W7 = m?6,;J'J7 = m*J? (9-35)

El operador J? tiene como valores propios —j(j + 1), donde j es el espin de la particula.
Asi, para m? > 0, el segundo Casimir clasifica la representacién segtin el espin j.

Caso: particula sin masa (P"P, = 0).
En este caso, el cuadrimomento no puede reducirse al reposo, ya que no existe tal marco.
Sin embargo, se puede elegir un sistema de referencia en el que
Pt =(F,0,0,F). (9.36)
Aqui, el vector de Pauli-Lubanski toma la forma
WO - —EJ3, W1 :E(Jl —K2>, WQ :E<J2+K1), W3 :EJ3, (937)
lo que implica que el segundo operador de Casimir se reduce a

WHW, = Wi+ W35 . (9.38)

Como se cumple [W7, Ws] = 0, estos operadores pueden diagonalizarse simultaneamente.
Actian entonces sobre los estados |wy, ws) segin

Wi |wy, we) = w; |wy,wy) , parai=1,2. (9.39)
El segundo Casimir es entonces
WHW, = w] + w3 . (9.40)

Como su valor est4 fijado, escribimos wy = pcosay wy = psina, con lo cual WHW, = p?,
y podemos interpretar los estados |w, wy) como parametrizados por el &ngulo « € [0, 27),
con la accion

Wila) = peosa|a), Wala) = psinala). (9.41)
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Por lo tanto, los estados fisicos de la particula estan etiquetados por el momento p,, y un
angulo adicional « € [0, 27). Esto significa que, para cada eleccion de p,,, el espacio de
Hilbert sigue siendo de dimension infinita, ahora etiquetado por un pardametro continuo
« en lugar de un parametro discreto y acotado como j3. Dicho de otro modo, es como si
existiera una infinidad no numerable de especies de particulas. Estas representaciones se
conocen como representaciones de espin continuo (continuous spin representations),
a las que volveremos méas adelante. La vision estandar consiste en descartar esta
posibilidad, lo que equivale a imponer w; = wy = 0, es decir

W'=-Wy=EJh=-EJ? W, =0, Wo=0, W?’=-EJ? (9.42)
o de forma equivalente
W = —Jj2p* (9.43)

El generador J'2 representa una rotacion en el plano zy, o sea, alrededor del eje z, eje de
propagacion, por eso se interpreta como la helicidad ya que la helicidad es precisamente
el momento angular proyectado sobre la direccion del momento.

En resumen, los dos Casimires del grupo de Poincaré permiten clasificar completa-
mente las representaciones irreducibles unitarias del grupo:

- El primer Casimir P*P,, determina la masa.
- El segundo Casimir W#W, determina el espin o helicidad.

Este resultado fue formalizado por Wigner, quien clasific6 todas las representa-
ciones irreducibles unitarias del grupo de Poincaré segiin sus valores.

9.4. Clasificacion de particulas: construccion mediante el grupo pequeno

Como dijimos, el grupo de Poincaré es un producto semidirecto, donde las traslaciones
del espacio-tiempo forman un subgrupo abeliano normal. Pero sabemos que los grupos
abelianos tienen todas sus representaciones unitarias irreducibles unidimensionales,
etiquetadas por un 4-vector p, € R, Por eso es natural comenzar el andlisis eligiendo
un momento, lo cual define una representacion de este subgrupo.

Pero dado que las transformaciones de Lorentz conservan la norma, el valor p#p, = —m?
se mantiene invariante. Por tanto, dos momentos pertenecen a la misma orbita si tienen
la misma masa invariante, es decir, el mismo valor de p*p,,, ya que las transformaciones
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de Lorentz preservan la norma de Minkowski. Entonces:

- Todos los 4-momentos con ptp, = —m?* < 0y p° > 0 (particulas masivas)
pertenecen a la misma Orbita.

- Todos los vectores nulos p* con p*p, =0y p® > 0 pertenecen a la érbita sin masa.
- El origen p* = 0 constituye su propia 6rbita trivial (vacio, sin particula).

Cada o6rbita corresponde a un tipo de particula, distinguida por su masa.

Podemos notar que aunque cada p* define una representacién distinta del subgrupo de
traslaciones, dos vectores p* diferentes pueden dar lugar a representaciones equivalentes
del grupo completo de Poincaré si estan relacionados por una transformacion de Lorentz.
Por lo tanto, no clasificamos las particulas segiin el vector de 4-momento completo p*,
sino segun su orbita bajo el grupo de Lorentz, es decir, todos los momentos que tienen
la misma norma de Minkowski p#p,,, la cual determina la masa.

Para cada drbita (es decir, para un momento fijo p#), definimos el grupo pequenio que
deja invariante a p*. Luego, clasificamos las representaciones unitarias irreducibles
del grupo completo G clasificando las representaciones unitarias irreducibles del grupo
pequeno G, y luego induciendo dichas representaciones de vuelta al grupo G.

Mas especificamente, consideremos un estado de particula caracterizado por un valor
propio del operador momento P*, asociado a una cierta representacion del grupo de
Poincaré. Tal estado se etiqueta por su valor propio de momento p*:

Pryp) = p"[). (9.44)

Primero necesitamos encontrar el grupo pequeno, o subgrupo estabilizador, asociado a
un momento dado p*. Este se define como el subgrupo del grupo de Lorentz que deja
invariante ese momento. Explicitamente, dado un vector momento p#, buscamos todas
las transformaciones de Lorentz A* que satisfacen

AL p” = ph. (9.45)

Este conjunto de transformaciones forma un subgrupo del grupo de Lorentz, llamado
el grupo pequeno del vector p*. La clasificacion de las representaciones irreducibles se
reduce entonces a encontrar las representaciones irreducibles de este grupo pequeno. Si
consideramos una transformacion infinitesimal A#, = 0¥ 4+ w*,. La eq.(9.45) se escribe

wh,p” =0 (9.46)

- 106 —



Existen tres tipos distintos de vectores de momento p* dependiendo del valor del
invariante p“p,:

- Caso masivo (p'p, = —m? < 0): Siempre se puede elegir un momento en el
sistema de reposo p* = (m, 0,0, 0), lo que implica w”y = 0. En este caso, el grupo
pequeno es el grupo de rotaciones SO(3), ya que las rotaciones espaciales dejan
invariante el vector p*:

SO(3) = {A € SO(1,3) | Aip” = p", p" = (m,0,0,0)} . (9.47)

Las representaciones irreducibles de SO(3) se etiquetan por el nimero cuéntico de

espin j = 0, %, 1,..., correspondientes a particulas de espin j.

- Caso sin masa (p"p, = 0): Podemos elegir un momento estandar alineado con
el eje z: p* = (E,0,0,F) y E la energia. Aqui, el grupo pequenio consiste en
las transformaciones de Lorentz que dejan invariante este vector nulo. Podemos
facilmente verificar que los vectores de Pauli-Lubanski son los generadores de este
grupo. Tenemos

Wo=-Ws=—-EJ;, Wi=E(J,—Ky), Wy=E(J+ Kj) (9.48)
con una algebra
(Wo, Wh] = —EW,,  [Wo, Wa] = EWy, [Wi,W5] =0 (9.49)

lo cual es andlogo al grupo de isometrias del plano euclideo, compuesto por dos
traslaciones y una rotacién, es decir, el grupo 150(2).

150(2) = {A € SO(1,3) | Ap” = p, p" = (,0,0,w)}. (9.50)

Por lo tanto, los elementos del grupo se pueden escribir como

D(@, U, 'U) — 6u(J1+K2)6U(J2—K1)69J3

1+% 0 —u 2\ /1+%2 o 0 % \/1 0 0 0

_ 0 1 0 0 ) 1 0 v 0 0959 —sinf 0 (9.51)
—u 0 1 —u 0 0 1 0 0 sinf cosf O
20 ouw 1-%2/\ -2 wo1-%/\0 o0 0 1

- Caso taquiénico (ptp, > 0): Se puede elegir un vector de momento de la
forma p* = (0,0,0, k), es decir, un vector puramente espacial. En este escenario
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(no fisico), el grupo pequeno es SO(2,1), que posee representaciones unitarias
de dimension infinita. Estas representaciones no son relevantes para describir
particulas fisicas observadas, pero desde el punto de vista matematico, surgen
naturalmente en la teoria de grupos.

Una vez identificado el grupo pequeno G, para un momento dado p*, se construye la
representacion irreducible del grupo completo de Poincaré P mediante el método de
representaciones inducidas (construccién de Wigner-Mackey): se parte de una repre-
sentaciéon unitaria irreducible del grupo pequenio G, y se induce una representacion
sobre todo el grupo de Poincaré. De este modo, cada representacion de particula queda
clasificada de forma tnica por el valor del operador de Casimir P*P, (la masa) y por
una representacién irreducible del grupo pequetio (el espin o la helicidad).

En el préximo capitulo hablaremos de campos, en este caso la clasificacion ocurre
desde un punto de vista distinto. Una particula es un estado fisico, descrito por una
representacion irreducible unitaria del grupo de Poincaré, aunque un campo es una
cantidad matematica definida en cada punto del espacio-tiempo, que se transforma
segin una representaciéon de dimension finita (no necesariamente unitaria) del grupo de
Lorentz. Un campo se clasifica primero como objeto geométrico (escalar, vector, tensor,
espinor...) segun su transformacién bajo Lorentz, y luego por la ecuacién dindmica que
satisface.

La diferencia clave radica en que para particulas exigimos representaciones unitarias de
dimension infinita (por el espacio de Hilbert), mientras que para campos consideramos
representaciones de dimensiones finitas del grupo de Lorentz sobre espacios vectoriales
(no espacios de Hilbert).
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10. Campos como aplicaciones a espacios de representacion

Dado un grupo de simetria (como el grupo de Lorentz) y una representacién D definida
sobre un espacio vectorial V', un campo de tipo D es una aplicacién:

d:RY¥ —V, (10.1)

es decir, a cada punto del espacio-tiempo de Minkowski xz#, el campo le asigna un vector
®(x) € V perteneciente al espacio de representacion.

Bajo una transformacion de Lorentz A, el campo ®(z) se transforma de la siguiente
manera:

O(z) = D(A) B(A'z), (10.2)

donde A actiia sobre el argumento = como transformacién de coordenadas y D(A) actua
sobre los valores del campo en el espacio V.

Recordemos que D es una representacion, D(A) € GL(V), es decir, aplicaciones de V/
en V,y como ®(z) € V, se tiene que D(A)®(x) € V.

10.1. Representacion (0,0): Campo escalar

La representacion (0,0) es el producto de dos representaciones triviales de su(2)c¢, por
lo tanto el espacio sobre el que actia es unidimensional:

V0 = ¢, (10.3)

Toda transformacion de Lorentz se representa por el nimero 1 € C, es decir, la accion
del grupo es trivial:

D(A) ¢ = ¢. (10.4)
El campo correspondiente es una funcion escalar sobre el espacio-tiempo de Minkowski:
¢ RY — C. (10.5)

Dado A € SO™(1,3), el campo se transforma como:

¢(z) = ¢(x) = ¢(A "), (10.6)
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El valor del campo no cambia; sélo cambia el punto del espacio-tiempo donde se evalia.
El campo ¢(z) representa un campo escalar complejo. Es invariante bajo rotaciones y
transformaciones de Lorentz. Ejemplos fisicos incluyen el campo de Higgs en el Modelo
Estandar o campos escalares en teorias cosmolégicas como la inflacion.

Para construir un lagrangiano, se requieren invariantes bajo transformaciones de Lorentz.
Como un campo escalar es en si mismo un invariante, su inclusiéon en el lagrangiano
resulta trivial. Si el campo es complejo, debera considerarse una combinaciéon real, ya
que el lagrangiano debe ser una cantidad real. Por tanto, para el termino cinético se
puede considerar

0,90 ¢ (10.7)
que es real e invariante bajo transformaciones de Lorentz, aunque para el potencial
podemos considerar cualquier funcién de |¢|>. Por ejemplo,

L=0,00"¢" — |o] (10.8)

1

10.2. Representacion (5,0): Espinor de Weyl izquierdo

Esta representacion actia sobre un espacio vectorial complejo de dimension 2, es decir:
VO =2 (10.9)

Es el espacio sobre el que acttia SL(2,C), que es el recubridor universal del grupo de
Lorentz conexo. El campo correspondiente es una funcién de Minkowski en C2:

Y RY — C? (10.10)
donde se escribe tipicamente como un espinor con un indice inferior:
Vo), a=1,2. (10.11)

Bajo una transformacién de Lorentz representada por A € SL(2,C), el campo se
transforma como:

Ya(w) = Yi(x) = Au” (A7 a), (10.12)

donde A®g acttia linealmente sobre el indice de espinor y A es la transformacién de
Lorentz asociada a A, como lo hemos visto en el capitulo previo.
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Este campo es un espinor de Weyl izquierdo. Aparece naturalmente en teorias quirales,
y transforma sélo bajo una de las dos copias de SU(2)c.

Con un tnico espinor %, no se puede construir un escalar de Lorentz. Sin embargo, si
se tienen dos espinores de Weyl izquierdos, ¢¥* y x?, se puede formar el invariante:

X €ap, (10.13)
donde €,4 es el simbolo completamente antisimétrico:
€10 = —€31 = 1, €11 = €99 = 0. (10.14)
Este objeto es invariante bajo SL(2,C) porque:
P €ap F A%A% Y0 €af = Y0 (A“VAB(; €aB) = Y0 €v5 (10.15)
donde hemos usado la identidad
A APsens = det A €5 (10.16)
y como det A = 1, tenemos
A% APsens = €15 (10.17)

Por tanto, ¢®x” €45 es un escalar de Lorentz, complejo en general. Pero desafortu-
nadamente no podemos construir un termino cinético con solamente campos de Weyl
izquierdo, necesitamos la parte derecha.

Podemos usar el tensor € para bajar y subir los indices espinoriales
wa<x> = Eabwb(x)

1): Espinor de Weyl derecho

10.3. Representacién (0, 5):

A diferencia de la representacién izquierda, se usa un indice punteado para notar la
diferencia, se llama la notacién de Van der Waerden

Y (x) € C?, a=1,2. (10.18)

También podemos escribir el campo sin indices; por eso se utiliza la barra para recordar

que el campo transforma segin la representacion (0, %)
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Sabemos que un campo espinorial de Weyl izquierdo se transforma como
Val(@) = tg(r) = Alvs(A ") (10.19)
lo que implica
(a(2))" = (Wa(2))" = (AL) (¥s(A™ )" (10.20)

Pero hemos visto previamente que el conjugado de un campo que se transforma bajo
una representacion (ji, j2) es un campo que se transforma bajo la representacion (ja, j1).
Es decir

(Ya(@))" = Yalz) (10.21)
lo que implica
dale) = Ole) = (A7) ds(A ) (10.22)
Para que sea contravariante, usamos
Pt = Py (10.23)
lo que nos da
W) = 0 (@) = A, (0 ) (10.24)
Usando la relaciéon (10.17), obtenemos
AO‘,YAB(;eag =€y & AJAﬂ‘SeO‘ﬂ = (AT)VQAB‘SGO‘E =

& AP = (AT o (A7) ¢ = (AT (10.25)

donde hemos usado el conjugado en la tltima relacion. En resumen, la relacién (10.24)
se transforma en

Pi(x) = T (z) = (AT PPy (A ) = (A7) (A1) (10.26)

Esto es completamente andlogo al caso de los espacios vectoriales, es decir que si los
vectores con indices inferiores se transforman con A, los vectores con indices superiores
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(base dual) se transforman con A~!. De forma similar, tenemos

v (x) :e“’gwg(:c) € ’BA ‘5%(/\ lz) = (A~ T)avew‘swg(/\_lx)
= (A7) w7 (A ) (10.27)

Podemos definir un operador que permite transformar nuestros indices espinoriales a
indices de Lorentz

oty =(1,40), o7 =(1,-0), (10.28)

donde se ha definido

—pdo _ _6f 2B gt
gl = ¢ T4s (10.29)
lo que implica que
0" TP = ot (10.30)

es un vector de Lorentz. De hecho, bajo una transformacion de Lorentz, tenemos con
(10.26) y (10.27)

ot P s ot (ATIT)R (A7) g

— (A—l)ﬁagﬁ.(A— )W“’W (10.31)
usando (8.92), tenemos
0 (Aol = Ao gy (10.32)

es decir

o) es un vector de Lorentz

Ahora podemos describir cémo construir Lagrangianos a partir de un espinor de Weyl.
El término cinético invariante bajo transformaciones de Lorentz estd dado por

Lein = 1p%0*, aﬂzpﬂ (10.33)

y se interpreta cominmente como el lagrangiano asociado a un espinor de Weyl derecho,
ya que la derivada acttia sobre ¥ aunque para describir un espinor de Weyl izquierdo,
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usaremos
Lein = 104" 0,15, (10.34)

lo cual enfatiza la simetria entre las formulaciones en términos de espinores izquierdos y
derechos. El coeficiente ¢ sirve para tener un lagrangiano real, de hecho si £ = 11p0"0,,
tenemos

LY = —ip"d,9) = i1p5" b + (derivada total) (10.35)
hemos usado que o*f = ¢# y hecho una integracién por partes.

Podemos notar que estos lagrangianos son invariante bajo transformaciones globales de
fase, U(1)

P(x) = (), P(z) — e’m@z(x). (10.36)

o de forma infinitesimal

() — Y(x) +iap(x) = Y(x) + ad(x), (10.37)

U(z) = P(x) —iap(z) = P(x) + adip(x), (10.38)

Sabemos por el teorema de Noether (3.16) que existe una corriente conservada. Si
partimos del lagrangiano correspondiente al espinor derecho (10.33), obtenemos una
corriente dada por

oL iy _
jgerecho = W 5¢a = waaggwﬁ = U”Wﬁ (1039)

la cual estéd trivialmente conservada, es decir, su divergencia es cero, d,j* = 0. La
componente temporal de esta corriente es

jgerecho = O—qu/_] = ?/”7; = %ﬂ;a (1040)

y la carga conservada asociada es simplemente la integral espacial de esta cantidad

Qdcrccho:/vdsmqpiz (].041)

Por otro lado, si consideramos el lagrangiano correspondiente al espinor izquierdo (10.34),
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la corriente asociada cambia de signo y toma la forma
ji/;quierdo = _";dc&udﬂwﬁ = —5’%?7; (1042)
lo que implica que la carga conservada es la opuesta

Qizquierdo = _Qderecho (1043)

Por tanto, la carga del espinor izquierdo es igual a menos la del derecho. Al cuantizarse,
1
29
y a una antiparticula sin masa de quiralidad derecha, con helicidad —%. Si el fermién

esta teoria da lugar a un fermién sin masa de quiralidad izquierda, con helicidad —

de quiralidad izquierda tiene carga ) = +1, entonces el fermién de quiralidad derecha
tiene carga —1, como corresponde a una antiparticula.

10.3.1. Masa de Majorana

A este término cinético se le puede anadir un término invariante bajo transformaciones
de Lorentz, conocido como el término de masa de Majorana

Emasa = _;m (7/1%% + &d&d) 9 (1044)

El complejo conjugado ha sido agregado para tener un lagrangiano real. Este término
rompe explicitamente la simetria global U(1), por lo que deja de existir una cantidad
conservada que distinga a la particula de su antiparticula. Al cuantizar la teoria, se
obtiene una particula de espin 1/2 que es su propia antiparticula, es decir, una particula
neutra.

En resumen, si () # 0, el campo tiene carga eléctrica y el término de masa de Majorana
estd prohibido, ya que rompe la simetria U(1); esto permite describir una particula
cargada sin masa. En cambio, si ) = 0, el campo es neutro y el término de masa de
Majorana esta permitido, lo que permite describir una particula neutra y masiva, como
un neutrino de Majorana. Esta distinciéon motiva la introduccién de espinores de Dirac
para describir particulas cargadas y masivas.
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10.4. Representacion (3,0) @ (0,3): Espinor de Dirac

Un espinor de Dirac contiene dos espinores de Weyl (izquierdo y derecho). Se define
como

U(r) = (wf;(x)> (10.45)

X ()

con b () un espinor de Weyl izquierdo (3,0) y x*(z) un espinor derecho (0, 3). El

termino cinetico es

Lon = iX"0" 0% + 19065 0,05
i a - O O'g~ wb’
= (X %) (gudﬁ OB) s <>_<B) (10.46)

lo que nos motiva a definir

ot 0

P = <_0 0#> (10.47)

U= (x* ) (10.48)

lo que nos permite escribir el termino cinético como

Lein = iV 40,V (10.49)
Se puede notar que
= o — (0 T s 0
U=(x" da)=(da x°) (] o) =00 (10.50)

También se nota que

MV VS
oro” + o070 0 ) _ _277/“/]14 (1051)

#,VEuy‘i‘ Vol - -
{9 = 0y ( 0 gt 4 GVl

llamada algebra de Clifford.
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A esta parte cinética podemos ahora agregar un termino de masa

MmUY = m(x*P + VaX) = m(xy + 1Y) (10.52)

Este término de masa no es del tipo de Majorana (10.44) y puede ser positiva o negativa.
Como el término de masa involucra dos fermiones de Weyl distintos, se preserva una
simetria U(1), bajo la cual las fases de ¢ y x rotan en sentidos opuestos

U(@) = (),  x(@) = e (@) (10.53)

El resultado es que, al cuantizar, la accién

L=iU~y"9,¥ —mi¥ (10.54)

describe una particula de espin +% y carga +1, junto con una antiparticula distinta de
espin +3 y carga —1, ambas con masa |m|.

Es posible restringir el espinor de Dirac ¥ para que tenga el mismo contenido que un
tinico fermién de Weyl. En efecto, si Yo = o v X& = %, se obtiene un espinor de
Majorana.

10.5. Representacion (%, %) vector de Minkowski

Es el producto tensorial de los espacios C* @ C?, uno con indice sin punto (representacién
(1/2,0)) y otro con indice con punto (representacién (0,1/2)). Es decir, los objetos en
esta representacion tienen dos indices

V(@) (10.55)

con a, B = 1,2. Este objeto transforma bajo la accién de SL(2,C) x SL(2,C) como:
Vg — A A V5. (10.56)
La representacion (%, %) tiene dimension

(25 +1)(2j_ +1) = (2)(2) = 4, (10.57)

lo cual es como el espacio de un vector de Minkowski. De hecho, existe un isomorfismo
entre vectores de Minkowski V*# y objetos V4

Vos(z) = V¥ (z) T (10.58)

«,
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o de forma equivalente, multiplicando por ¢ y tomando la traza
1 _
VH = —§Tr(V at) (10.59)

ya que
Tr(c#a”) = —2n*". (10.60)

Es decir que estas matrices, o#, sirven como puente entre los vectores de Minkowski
y los objetos espinoriales. Por tanto, el campo V#(z) es un campo vectorial en el
espacio-tiempo.

El grupo de Lorentz SO(1,3) por si solo es homogéneo y no distingue ninguna direccién
temporal particular. Bajo transformaciones de Lorentz tnicamente, la representacion
(%, %) ya es irreducible. No se descompone de manera natural en componentes espaciales
o temporales de forma invariante bajo Lorentz. Para lograr una descomposicién més
fina, es necesario seleccionar explicitamente un sistema de referencia o una direccion
preferida, lo cual rompe la simetria completa de Lorentz. Sin embargo, elegir una
direccion preferida de manera arbitraria carece de sentido fisico a menos que dicha

direccion provenga de la estructura del grupo subyacente.

El grupo de Poincaré incluye traslaciones. Los generadores de traslacion introducen
una nociéon preferida de momento, y por lo tanto una direccién privilegiada asociada al
4-vector de momento P*. Una vez fijado un sistema de referencia (dado por el vector de
momento), la representacién de Lorentz se descompone naturalmente en componentes
irreducibles del grupo pequeno (ver seccién 9.4):

. . grupo pequeno I tiR 10.61
(r.jr) ————— D s (10.61)
s=|jL—JRl

En conclusion sabemos que los campos transforman bajo representaciones de dimensién
finita (generalmente no unitarias) del grupo de Lorentz, y se clasifican algebraicamente
por pares (jr,jr). Sin embargo, una descomposicién mds fina en estados de espin
requiere introducir una direccién de momento (es decir, invocar la simetria de Poincaré).
Por el contrario, las particulas transforman bajo representaciones unitarias de dimension
infinitas del grupo completo de Poincaré, y se clasifican directamente mediante dos
operadores de Casimir: el cuadrado de la masa y el espin o helicidad. Esta clasificacion
incorpora automaticamente una eleccion de autoestado de momento y produce repre-
sentaciones irreducibles de espin etiquetadas explicitamente por el espin de SO(3) o
helicidad en el caso de 1.5O(2).
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Para un campo vectorial masivo, el grupo pequeno es SO(3). Por lo tanto, para un
campo A*, la componente temporal A° se transforma como un escalar bajo rotaciones,
mientras que las tres componentes espaciales se transforman como un vector. Esto

permite descomponer la representacion (%, %) en

(3.3) —3o1. (10.62)
Es decir, tenemos tres componentes correspondientes a un campo vectorial masivo,
junto con un grado de libertad adicional. Podemos trabajar con el sistema completo
0, si queremos describir iinicamente el campo vectorial masivo, debemos imponer una
condicién que elimine el componente extra. No tenemos la libertad de imponer esta
condicion arbitrariamente: debe surgir de las ecuaciones de movimiento. Recordando
que en el sistema de referencia en reposo, dado en (9.47), el cuadrimomento es p* =
(m,0,0,0), lo que implica que Ay = 0 es equivalente a la condicién p,A* = 0. Esta
es una condicion invariante de Lorentz y, por lo tanto, valida en cualquier sistema de
referencia.

En conclusion, para reducir nuestra teoria a un campo puramente vectorial, debe
imponerse una ecuacion de la forma

puAt =0, (10.63)
0, en el espacio fisico,
0 A" =0. (10.64)

Un ejemplo estandar es la teoria de Proca

!
4

1

£ 2

F F"™ — —m?A, A" (10.65)

con Fy, = 0,A, — 0,A,. La ecuacién de movimiento se obtiene a partir de

oL oL
0, (a(auAy)>_aAy_0’ (10.66)
donde
oL oL
— _ w — a2 AV
N P, = A (10.67)
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Esto implica la ecuacién de Proca
O, F" =m*A. (10.68)
Ahora bien, como las derivadas conmutan aunque el tensor F' es antisimétrico, tenemos
0,0, F" =0, (10.69)
lo que implica, usando la ecuacién anterior,
m?9,A” =0. (10.70)
Dado que m # 0, se deduce inmediatamente que
0,A" =0. (10.71)

Es decir, esta teoria describe tinicamente un campo vectorial masivo, con 3 grados de
libertad fisicos.

En el caso de una teoria sin masa, la situaciéon es un poco mas compleja. En este caso,
el grupo pequeno es 1SO(2). Para entenderlo, primero debemos analizar el caso de una
particula antes de pasar al de un campo. Como vimos en la Seccién 9.4, este grupo
posee tres generadores que satisfacen la siguiente algebra

[WQ, Wl] = —EW2 y [W(), WQ] - EW1 y [Wl, WQ] - 0, (1072)

donde Wy corresponde a una rotacion alrededor del eje de propagacion de la particula
con momento p* = (F,0,0, E). Definimos los generadores complejos Wi = Wy £ Wy,
lo que da lugar a las relaciones

(Wo, Wi = HiEWy, [Wy,W_]=0. (10.73)
Consideramos un estado tal que Wy|h) = iEh|h). Entonces,
Wo(Wy|h)) =iE(h £ 1)Wi|h), (10.74)
es decir, W.|h) es un nuevo vector propio con valor propio h + 1. Por lo tanto,
Wilh) < |h£1). (10.75)

Dado que el operador W, W_ conmuta con todos los generadores del algebra, define un

- 120 —



operador de Casimir. Para una representacion unitaria e irreducible se cumple

W, W_ =p*1, (10.76)
lo que implica
Wilh) =plh+1). (10.77)
De forma mas general,
WZER) = pP |h £ p) . (10.78)

Esta representacion es infinita y describe un nimero infinito de valores de helicidad
para la particula. Por ejemplo, si la particula tiene helicidad inicial 2, la acciéon sucesiva
de W, genera nuevos estados con helicidades arbitrarias. Este tipo de representacion
fue denominada continuous-spin particle, nombre inadecuado ya que los valores de
helicidad no son continuos, pero guardamos el nombre historico. También se le conoce
como infinite-spin particle, denominacién méas adecuada aunque técnicamente se
refiere a helicidad y no a espin.

Estas representaciones fueron histéricamente descartadas por considerarse no fisicas.
En particular, se pensaba que era imposible construir una teoria de campos acoplada a
la materia que pudiera describir este tipo de sistema. Sin embargo, trabajos recientes
sugieren que si es posible?.

La visién estandar es entonces descartar estas particulas, lo que equivale a imponer
p=0

Wi |cualquier estado) =0, Wj|cualquier estado) =0, (10.79)

es decir, las dos traslaciones actiian de manera trivial. Ahora bien, considerando nuestro
campo A, podemos analizar como actuian estas traslaciones sobre el campo. Obtenemos:

Ay Ay Wit
A A -
Wiy | = [ (A — Avo) pt + (Ag—As) | T (10.80)
AQ AQ u
A, As wy?

donde las matrices estdan dadas en (9.51). Por lo tanto, la accién de las traslaciones

4Continuous-spin particle field theory with helicity correspondence, arXiv:1404.0675
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es trivial si se cumple Ay = A3 y A1 = A, = 0. Sin embargo, esta condicién no es
aceptable, ya que nos dejaria con un solo grado de libertad para una particula sin masa
de espin 1.

Observamos que el segundo término es proporcional al momento p*, lo cual sugiere que
podemos imponer la condicién Ay = As y asumir que los campos A* y A¥+(Asu—Ajv) p*
representan el mismo estado fisico. Es decir, la accién de W, y Wy es trivial dentro
de una clase de equivalencia. Esta es precisamente la transformacion de gauge:
podemos modificar A* sin alterar la fisica, y los generadores Wy y Wy actiian como
generadores de las transformaciones de gauge. En efecto, la relaciéon de equivalencia

A~ AR APt N = Aqu — Ay, (10.81)
en el espacio de momentos, corresponde en el espacio real a la relacion
A¥(z) ~ AM(x) + 0,0(z) . (10.82)

10.6. Representacion (1,0): Forma antisimétrica autodual

Recordamos de (6.37) que, para la clasificacién de las representaciones irreducibles de
SO(3), basta con estudiar la accion sobre tensores simétricos y sin traza. Por lo tanto,
la representacion (1,0) vive en el espacio tensorial simétrico de dos espinores izquierdos

vl = yhe a,f=1,2. (10.83)

De hecho, la parte antisimétrica es trivial, ya que es proporcional a €,5. No existe
una parte de traza, ya que en el espacio espinorial no disponemos de una métrica, es
decir, de un tensor simétrico que permita subir o bajar los indices. Solo existe el tensor
antisimétrico €,p.

Este espacio tiene dimensién 3, ya que se trata de dos indices simétricos que toman dos

valores:
dim = 2(2;—1) =3. (10.84)
Bajo A € SL(2,C),
Vb VB = A% APV (10.85)
Para mapear V' al espacio de tensores de rango 2 en el espacio-tiempo, debemos utilizar
o, pero este tensor posee dos indices de tipo distinto, ag 5 Por lo tanto, podemos
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definir

™ =gt 5" Ve (10.86)

donde hemos usado que 7*# v = 675(3”’85. Pero sabemos que

_ : _ ! _ _ b
UZIB-UZ’BﬂY = 21" €qn + 2i0hY con ol = 3 (agéa” g— ozt 5) (10.87)

Se puede demostrar facilmente; lo verificamos para p =1, v =2y a =1, v = 2.
Tenemos, por el lado izquierdo

oy Py _ i 01 0 —i .
O'iBO'ZBQ = 6210%6-0251 = —050221 = —0'%26216120'31 = i =1 (10.88)
10 15\ 0 2i

Por el lado derecho, obtenemos lo mismo, - - -

Por tanto, (10.86) se escribe

T = g 5" VO = 2 e, VO 4 2ighr VT = 2igl Ve (10.89)
En conclusion, definimos el tensor en el espacio de Minkowski construido a partir de la
representacion (1,0) como

gy (10.90)

Este tensor es automéaticamente antisimétrico, pero posee iinicamente 3 componentes
independientes. Sin embargo, si quisiéramos identificarlo con el tensor electromag-
nético, deberiamos tener 6 componentes independientes. Para entender esta diferencia,
consideramos el tensor electromagnético F*¥ y su dual, que definimos como

P = ;eWP"Fpa (10.91)

Tenemos *(*F') = —F', lo que permite definir
= ;(F“ - ZFM) (10.92)
= ;<F“ + ZF“> (10.93)
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los cuales satisfacen
PR =4F), FM = —F" (10.94)
Son conocidos como el tensor autodual y el tensor anti-autodual. Tenemos finalmente
FH = Fi¥ + P (10.95)

Cada uno tiene 3 componentes independientes. Podemos verificar que (10.90) es autodual
y, por tanto, corresponde a

FIY = ghvye (10.96)

Si consideramos a F*¥ como un nuevo campo, no podriamos introducir un término de
+ )

masa en el lagrangiano, ya que F{"F }Z, = 0. Sin embargo, podriamos considerar el

término

L =0"Fo,FHw (10.97)

que define lo que podriamos llamar una teoria de espin 1 autodual. Esta teoria posee 3
grados de libertad, en lugar de los 2 del electromagnetismo.

De forma similar, a partir de la representacién (0, 1) podemos definir
FI = Ghev e (10.98)
En conclusion, el tensor de Maxwell puede construirse a partir de la representacion
(1,0) & (0, 1) (10.99)

Es lo esperado, ya que a partir de la representacién (%, %) podemos definir 4-vectores
(A,); la derivada también transforma como un 4-vector (9,), y por tanto el producto

(9. 4)

(

corresponde a un escalar, dos tensores antisimétricos y un tensor simétrico sin traza que

)

)@ (3,2)=(0,0)® (1,0) ® (0,1) ® (1,1) (10.100)

N
D=

vamos a estudiar en la préoxima seccién.

Veamos que a partir de esta construccion, a partir de la derivada de un 4-vector,
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construimos naturalmente un tensor antisimétrico es decir que toma la forma

F. =0,A, — 0,4, (10.101)
y podemos definir el lagrangiano
1 v
L=—1FuF (10.102)

El factor es convencional. También se puede considerar el término

L="F,F" (10.103)

pero este es un término topoldgico, en el sentido de que constituye una derivada total y,
por lo tanto, no afecta las ecuaciones de movimiento. No obstante, eso no implica que
no es interesante: se le conoce como el término de Pontryagin.

Observamos que el tensor (10.101) posee una simetria adicional. En efecto, la teoria es
invariante bajo la transformacién

A, A, + 8,0, (10.104)

conocida como simetria de gauge. Esta simetria no genera una carga conservada, ya
que el teorema de Noether se aplica tinicamente a simetrias globales. Por ejemplo, una
simetria del tipo

D P ~ P+ iad (10.105)

donde « es constante, si conduce a una ley de conservaciéon. En nuestro caso, la trans-
formacion es local (depende del punto del espacio-tiempo) y no da lugar a una corriente
conservada, pero impone una restriccion sobre las ecuaciones de movimiento y, por ende,
sobre los grados de libertad. Esto permite, en particular, que el campo vectorial con-
serve solo 2 grados de libertad fisicos, en lugar de 3 como lo hemos visto en la seccion 10.5

Obviamente, esta simetria puede romperse al introducir un término de masa, lo que
conduce al llamado lagrangiano de Proca:

1 1
L=—FwF" + §m2AHA“ (10.106)
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Finalmente, si construimos directamente una teoria basada en la representacion (1,0) &
(0,1), sin hacer referencia a una derivada de un 4-vector, podemos considerar un
lagrangiano de la forma

L = ad"F,,0,F" + B0, F,y0"F* + 70, F,e0° F" + mF,, " (10.107)

Por construccion, esta teoria describe un campo de espin 1 representado por el tensor
antisimétrico F),,, con hasta 6 grados de libertad, o menos si aparecen restricciones
adicionales. Su estructura recuerda a la teorfa de Kalb-Ramond?®.

10.7. Representaciéon (1,1): Tensor de rango 2 simétrico

El espacio de la representacién (1, 1) define objetos con dos indices espinoriales izquierdos
y dos derechos:

TBi8 _ phaid  papis _ papby (10.108)

Esto da una dimension:

22+1) 2(2+1)
2 T 2

dim = =9. (10.109)
De forma similar a los casos previos, podemos construir un tensor de rango 2 usando la
base de matrices o, que conecta los indices espinoriales con los vectoriales

hyw = 07050T 4.5 (10.110)

87

Es un tensor simétrico y sin traza ya que

i = 1T

nt aﬁ”af = —2ecW y T i

5 5=0 (10.111)

Este campo posee 9 posibles grados de libertad, por lo que a primera vista no parece de-
scribir una particula de espin 2. Sin embargo, esta cuenta atin no toma en cuenta todas las
simetrias del sistema: podemos utilizar la simetria completa del grupo de Poincaré, y no
solo la del grupo de Lorentz, para reducir aiin mas el nimero de grados de libertad fisicos.

En el caso masivo, y considerando el sistema de referencia en reposo p* = (m,0,0,0), el
tensor simétrico sin traza h,, se descompone naturalmente bajo el grupo de rotaciones
espaciales SO(3), que corresponde al grupo pequeno (9.47). El campo se transforma

50n the duality of massive Kalb-Ramond and Proca fields, arXiv:2109.05030
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como
By = RORPhagp (10.112)

lo que implica que bajo una rotacién, hgyy se transforma como un escalar, es decir, como
un campo de espin 0 y dimensiéon 1:

hoo — RoaRoﬁhag = ROOROOhOO = hoo . (10113)
De forma analoga, hg; se transforma como un vector:
hOi — RoaRiﬁhag = ROORijhOj = Rijhoj , (10114)

por lo tanto se comporta como un campo de espin 1 y dimension 3.
Finalmente, h;; se transforma como un tensor de segundo orden bajo rotaciones:

hij — RiaRthaﬁ = Riklehkl . (10.115)

Este objeto posee dimension 6, pero la condicion de traza nula n**h,, = 0 reduce el
nimero de componentes independientes a 5, como se espera para un campo de espin 2.
Por lo tanto, bajo la reduccién SO(3), la representacion (1,1) se descompone como:

1,1) — 5381 (10.116)

Si nos interesa unicamente construir una teoria para un campo de espin 2, serd necesario
construir un lagrangiano que, de manera analoga al caso de espin 1, elimine los grados
de libertad adicionales mediante las ecuaciones de movimiento.

En el caso sin masa, al igual que en el caso del campo de espin 1, es necesario invocar
la invarianza de gauge. Esta invarianza introduce una redundancia en la teoria que
permite eliminar las componentes no fisicas. Dicha libertad también tiene su origen en
el grupo pequeno, si queremos que las traslaciones actiien trivialmente sobre el campo h.
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11. Simetria de gauge

La simetria de gauge es, en muchos aspectos, un fundamento peculiar sobre el cual
construir nuestras mejores teorias fisicas. No se trata de una propiedad de la Naturaleza,
sino de una propiedad de como elegimos describirla.

La simetria de gauge representa una redundancia en nuestra descripcion del mundo.

Sin embargo, como vimos en el capitulo anterior, esta simetria aparece como conse-
cuencia de la teoria de grupos a través del grupo pequeno. Por supuesto, podriamos
trabajar directamente en una teoria con gauge fijado, pero trabajar con una teoria
invariante de gauge tiene varias ventajas. En primer lugar, permite construir una teoria
manifiestamente covariante bajo transformaciones de Lorentz. También es mas sencillo
construir una teoria en este marco: por ejemplo, resulta mucho méas simple formular la
teoria de Maxwell en términos del campo A, que en términos de los campos eléctricos y
magnéticos E y B. Ademas, el principio de covariancia, es decir escribir las leyes fisicas
de manera que sean independientes del sistema de coordenadas o del marco de referencia,
nos lleva a trabajar con tensores. Esto introduce campos con dependencias adicionales,
como A,, a pesar de que el fotén fisico tiene sélo dos helicidades. Es decir que trabajar
de forma covariante y tensorial introduce naturalmente descripciones redundantes, pero
lo hacemos porque preserva la claridad y simetria de las leyes fisicas. Las redundancias
(va sean elecciones de coordenadas o de gauge) se manejan posteriormente imponiendo
condiciones o fijando un gauge. En algunas teorias, como las teorias de gauge no
abelianas, que estudiaremos mas adelante, puede ser imposible fijar un gauge de forma
global debido a obstrucciones topologicas. Este fenémeno se conoce como ambigiiedad
de Gribov. Por tultimo, la cuantizacién de teorias de gauge estd mucho mejor entendida
en el formalismo BRST, en el cual la simetria de gauge se preserva de manera explicita.

11.1. Simetrias globales versus locales

Una simetria global es aquella en la que el parametro de la transformacion es constante
en el espacio-tiempo. Por ejemplo, la simetria de fase global U(1)

d(z) = e°®(z), () = e 0 (2) (11.1)
con « constante, deja invariante el lagrangiano
L=—0,00"'d! — V(OTD) (11.2)

donde tomamos que el potencial depende tinicamente de |®|?> = ®'®. En particular, esto
significa que no permitimos términos en el potencial de la forma ®2? + &2, los cuales
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son reales pero no invariantes bajo (11.1). Esta simetria de fase global conduce a una
carga conservada via el teorema de Noether.

Gauging esta simetria significa promover el parametro « a una funcién arbitraria
del espacio y del tiempo, es decir, & — «a(x)

d(z) = 2@d(z), of(z) = e @dl(g) (11.3)

Ahora la simetria es local: pueden aplicarse transformaciones diferentes en distintos
puntos del espacio-tiempo. Esto es lo que se llama una simetria de gauge.

Sin embargo, una teoria que era invariante bajo una simetria global no es automaéti-
camente invariante bajo la version local: los términos con derivadas en el lagrangiano
producen términos adicionales cuando « varia con .

Ou® = ¢ (9, +i004a) ,  0,0" — e (9,07 — idf9,0) (11.4)

Para mantener la invariancia del lagrangiano, debemos introducir nuevos campos que
compensen los cambios locales. En la préactica, por cada generador del grupo de simetria,
se introduce un campo de gauge correspondiente (tipicamente un campo vectorial) y se
modifican las derivadas ordinarias por derivadas covariantes. Estos nuevos campos de
gauge transforman de manera especifica bajo la simetria local de modo que cancelan los
términos problematicos

D,® = (0, +ieA,) P (11.5)

tal que
D,® — ™D, ® (11.6)

ya que
O(z) — @d(x), A, = A, — iaﬂa (11.7)

Al hacerlo, el lagrangiano se vuelve invariante bajo las transformaciones de gauge por
construcciéon. El resultado de gauging una simetria global es, precisamente, una teoria
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de gauge

1 14 ’
L= =1 FuF" = DD df —V(2'0) (11.8)

Se ha agregado un término cinético para el campo de gauge con el fin de dotarlo de
dindmica. También podemos acoplar estos campos a fuentes externas. En principio, se
podria anadir cualquier tipo de acoplamiento, pero si queremos preservar la simetria de
gauge, surgen ciertas restricciones. Por ejemplo, podemos anadir un término del tipo

A, J" (11.9)

donde J* representa una corriente asociada a una fuente externa. Bajo la transformacion
de gauge (11.7), este término se transforma como

1
At = A" = " O0 (11.10)

Si la corriente esta conservada, la teoria sigue siendo invariante de gauge, ya que el
término adicional se puede escribir como una derivada total:

JH'0,00 = 0, (") (11.11)
el cual no contribuye a las ecuaciones de movimiento, es un término de borde.

Observamos que el conmutador de la derivada covariante D,, define el tensor electro-

magnético
[D,,D,] = ieF,, (11.12)
De hecho
[D,,D,] = (0, +ieA,) (0, +ieA,) — (0, + ieA,) (0, + ieA,) (11.13)
=1e0, A, — 1ed, A, = iekF, (11.14)

11.2. Transformaciones de gauge y simetrias asintéticas

Consideramos el lagrangiano previo

1 4
L=—F,F" —D,® D't — V(TD) (11.15)
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Bajo una transformacion local

0P = iad, 0A, = ! oua,
e
la corriente de Noether asociada es
oL oL oL
p— 5P IO+ —= A,
7= 50,8 °* T 5,00 °* T a0, 4,)

=ia (' D"0 — @D + iF’“’ d,.
Definimos la corriente de materia
j*=i(®'D"e — eDrof) .
Entonces,
JH = ajh iF*“’ B, = ia,, (aF*™) +a (j” _ iaVF“”) .

La ecuaciéon de movimiento obtenida al variar respecto de A, es

O, F"" +ejt = 0.
Por lo tanto, on-shell, es decir imponiendo las ecuaciones de movimiento,

JH = i@u (™) .

La carga asociada es

Q= /// dPr J° = i /// &’z 0; (aF") = i# aF% dS;.

Si imponemos la condicién estandar

lim «a(x) =0,
|x|—00

entonces

e

Qla] = 1# a FYdS; = 0.

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

(11.23)

(11.24)

(11.25)

Esto significa que estas transformaciones no tienen carga de superficie, son transforma-

ciones de gauge, es decir transformaciones entre configuraciones similares de una teoria,
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es decir que pertenecen a una misma Orbita de gauge.

En cambio, si ampliamos la clase permitida de parametros y aceptamos

| l‘im a(x) =c#0, (11.26)
X|—00
entonces
1 )
Q[a] = CE # FO% dSZ = CQeléctrica- (1127)

oo

Esto, no se puede tratar como una mera redundancia, porque identificaria configuraciones
con distinta carga eléctrica. Por tanto, estas transformaciones actiian como simetrias
asintdticas (o transformaciones impropias) y su carga conservada es la carga eléctrica.

11.3. Teoria de Yang-Mills

La teoria de Yang-Mills es una generalizacion no abeliana de la electrodinamica, basada
en la idea de invariancia de gauge bajo un grupo de Lie. Sea G un grupo de Lie compacto
y semisimple, con algebra de Lie g y generadores T que satisfacen las relaciones de
conmutacién (4.36)

[TayTb] = fabCT07 (1128)

donde f,;¢ son las constantes de estructura reales del algebra. Se supone ademas que
los generadores (en la representacion fundamental) estan normalizados de forma que

Tl"(TaTb) = ;5ab' (1129)

Se introduce un campo de gauge A, (z) que toma valores en el dlgebra de Lie:
Au(x) = Aj(x) T (11.30)

Este campo permite definir una derivada covariante que actiia sobre un campo de
materia ¢ (z) que transforma en una representacion del grupo:

Dytp = (0 + gAu) ¥ (11.31)

con ¢ una constante de acoplamiento que depende de la teoria. Buscamos una transfor-

- 132



macién tal que D))" = U D,y cuando ¢' = U ¢, con U = exi@T" ¢ SU(N), tenemos

D' =UDyp (11.32)
& OuUY) + gAL U = U0 + gA,0) (11.33)
& (0,U) +U 0 + gA, U = U b + gU Ay (11.34)
1

& A U=UA, - ;(GMU) (11.35)

es decir

/ = 1 =

A =UAUT" - ;((%U) Ut (11.36)
Para U(1), hay un tnico generador T con [T,7T] = 0. Elegimos una representacion

antihermitica 7' =4 (matriz 1 x 1). Entonces
U = @7 = glal@) (11.37)
lo que implica
1 :
A=Ay = 0u(InU) = 4, - ;@a (11.38)

pero a partir de (11.30), obtenemos A, = Al es decir

e - 1
Auﬁsmo — Agsmo = aﬂa (1139)
g

lo que reproduce el resultado (11.7) con g = e.

De forma similar a (11.12), el conmutador de derivadas covariantes define el tensor de
campo

[D,uvDu]w :gF;ww7 (1140)

de donde se deduce que

F = 0,4, — 0,A, + glA,, A)] (11.41)
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De hecho

[Dy: Dy] = (0u + gAu) (00 + gAL) — (0y + 9AL) (O + 9AL) (11.42)
= g0, A, — g0, A, + A A, — * AL A, = gF,, (11.43)

Expresado en componentes, tenemos
Fi, = 0,A% — 0,A% + g% AL AS (11.44)
Bajo la transformacion del grupo,
Fn, — F, = UF, U (11.45)

Se puede verificar directamente a partir de (11.36) y (11.41) o de forma mas simple
usando (11.40)

(D, D" = gFy, 0

& gF W' =D,D3 — DD,y

& gF,, Uy =D, (UDy) - D, (UD,)

& gF,,U¢ =0,(UD) + gA,UDY — 0, (UD,p) — gA,UD,1

& gF, Uy =08, (UD) + gUAD — 8,UD,¢b — 9, (UDap) — gUA, Db + 8,UD,0)
& gF, Uy =Ud, (D) + gUAD, — UD, (Dyip) — gUA, D,

& gF, Uy =UD, (D) —UD, (D))

& gF, U =U[D,, D,y

& gF,,U¢ = gUF,%

& FL,U=UF,

& F,=UF,U" (11.46)

La cantidad escalar e invariante bajo transformaciones de gauge es por lo tanto la traza
del cuadrado de F),,, ya que la traza es ciclica. Se define asi la densidad lagrangiana
clasica
1 1
Ly = —§tr (FF") = _ZFG Fr (11.47)

ur— a

y la accion correspondiente
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Noétese que existe en la literatura una reescala A, — éAu la cual transforma las relaciones

en
D,=9,+ A, (11.49)
A =UAUT=0U) U (11.50)
[Dy, D] = Fpu (11.51)
F.=0,A,—0,A,+ A, A (11.52)
1 174 1 a 174
£YM = —2792 tr (FMVFM ) = _TQQFH‘VF(;’L (1153)

11.4. Gravedad no masiva

En la Seccion 10.7 obtuvimos un campo de espin 2 que contenia otros posibles grados de
libertad. El principio de gauge puede reducir la teoria a iinicamente 2 grados de libertad,
correspondientes a gravedad sin masa. El campo que consideramos tiene la forma h,
y debe ser, en principio, sin masa, para ser invariante de gauge. La transformacion
correspondiente es

h,ul/ — hf,uzz - a,u,éy - az/éu, (].154)

que es una generalizaciéon de A, — A, —J,c, con un indice adicional y una simetrizacion.
Como veremos, el hecho de que el parametro de gauge tenga un indice de Lorentz sera
problemético. De hecho, la representacion (1, 1) nos obliga a trabajar con un campo sin
traza h = 0, lo que implica imponer 9,&" = 0, restringiendo la libertad de gauge. Si
queremos construir un lagrangiano, debemos listar todos los términos cinéticos posibles:

L = ad\hu,0h*™ + bk ,0,h7" + ¢ O\hMD,h + d 9,hd"h (11.55)

Cualquier otra combinaciéon puede escribirse en funcién de estas cuatro mediante inte-
gracion por partes. Pero en nuestro caso se impone h = 0, lo que lleva a

L = adyh,,0h"™ + boyh*,0,h" (11.56)
Este lagrangiano debe ser invariante bajo la transformacion

hyz/ L h;w - 3;@/ - aug,u ) a,ugﬂ =0 (1157)
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lo que implica la transformacién del lagrangiano:

L a0z — Oru&y — On) (MR — Mg — Mer)
+b (k- 0g,) (9,07 — Og)
— L+ (2a +b) (—2 O\ OEH + D{ul:lf“) + términos de borde (11.58)

Esto nos permite deducir que la invariancia se logra si a = —b/2. Por simplicidad,
tomamos b =1, lo que da

1
L= —§8AhMV8Ah“” + Ozh* 0, hH (11.59)

Para separar los grados de libertad, se utiliza el llamado truco de Stiickelberg.
Definimos un nuevo campo con la invariancia completa:

1
h,ul/ = H;UJ - ZnuuHa H = Hﬂu (1160)
El nuevo campo H,, no es sin traza y, por tanto, se transforma como
H,, — H,, —0.& — 0., (11.61)

Consideramos H = 2¢ como un campo independiente, por lo que bajo la transformacién
se obtiene

¢ — ¢ — 08" (11.62)

El lagrangiano (11.59) se convierte en

L= —;&HWGAHW + O\H*,0,H" — ;@H@H*“ + ;auHaﬂH (11.63)
— —;@HW@AH“” + O\H 0, H" — 0, HOyHM + ;@H@AH”‘ + ;aMHaMH

- 1568“]18“]1 (11.64)

= Lrc + ;GHHZAHA“ - 156@1{(9”1{ (11.65)

= Lra + 0,p0\HM™ — ia#gba“(b (11.66)

donde Lrg es el lagrangiano de segundo orden de la relatividad general. Por lo tanto,
H,,, describe una particula de espin 2 sin masa acoplada a un campo escalar ¢, lo que
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implica que la teoria tiene 3 grados de libertad en lugar de 2, por el gauge reducido
(11.57).

Si queremos reconstruir la relatividad general lineal, no podemos trabajar tinicamente
con una representacion irreducible. Es necesario anadir la traza, lo que equivale a
considerar la representacion

(1,1) & (0,0) (11.67)

Desde la representacion (1, 1) obtenemos un campo simétrico sin traza, denotado por
hﬁf A este se le puede anadir un escalar h, de la representacion (0,0), que juega el rol
de la traza, con lo cual definimos un nuevo campo como la suma de ambos:

1
hu = By + 1nu,,h (11.68)

A partir de este campo h,, podemos construir un lagrangiano invariante bajo la trans-
formacion de gauge

by = hpw — 0u& — 0,8, (11.69)

Lo que nos lleva, a partir de (11.55), al lagrangiano de la relatividad general linealizada
1 1
L= —58,\h,“,8’\h’“’ + OAh’\M&,h"“ — 6uh8,\h’\“ + iﬁAhakh (11.70)

11.5. Gravedad masiva

De manera analoga al caso anterior, consideramos la representacion
(1,1) & (0,0), (11.71)

y buscamos ahora construir el lagrangiano de gravedad masiva, siguiendo un proced-
imiento similar al del fotén masivo en la teoria de Proca (10.65). Partiendo de la teoria
sin masa (11.70), podemos romper la simetria de gauge mediante la adicién de un
término de masa. En este caso existen dos posibilidades: h* o hy,h*". Asi, la forma
general del lagrangiano es

1 1
L= —gaAhWaAW + Ozh 0, R — O, hONRM + 5aAhaAh + ahy, h* +bh?  (11.72)
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La variacion de esta accion respecto de h*” conduce a &£, = 0 con

Eu = Ohyy — O s — 0n b, + Oph + 0 0uph™ — 1, 0h + 2ah,, + 2b1,,h
(11.73)

Hemos usado la notaciéon 9,, = 0,0,. Por la identidad de Bianchi, la derivada de los
seis primeros términos se anula, lo que puede comprobarse directamente. Esto implica
que 9,&#, = 0 conduce a

ad,h’, +bo,h =0 (11.74)
y su derivada nos da
a0npsh™ + b0 = 0 (11.75)
Si ademads consideramos la traza n**€,, = 0, se obtiene
Oh — Oaph™® — (a + 4b)h = 0 (11.76)
Usando en esta tltima ecuacién el resultado (11.75), llegamos a
(a+0)0Oh — a(a +4b)h =0 (11.77)
En resumen, si a # 0 tenemos el sistema

Ohp — Oah™ — b, + 0uh + 10,0050 — 1,0k + 2ah,, + 2bn,,h =0 (11.78)

|:]h_a(a—l—élb)
a+b

b
Ouht, + ~0,h =0 (11.80)

h=0 (11.79)

Aqui, las dos primeras ecuaciones son de onda, mientras que la tercera acttia como
cuatro restricciones, reduciendo los modos que se propagan a seis, en lugar de los cinco
grados de libertad esperados para gravedad masiva.

Aunque si a = 0, se obtiene

DRy — Oah™y — 0unh™y + 100sh®” + 261,k = 0 (11.81)
dh =0 (11.82)

de modo que h se comporta como una constante cosmolégica, por la ecuacion d,h =0
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lo que no describe gravedad masiva. Como consecuencia, la tinica eleccién consistente es

que reduce (11.77) a h =0, y el sistema se convierte en

Oy, + 2ah,, =0 (11.84)
a,h", =0 (11.85)
h=0 (11.86)
Tomando a = —m?/2, estas ecuaciones se reescriben como
(D—m2) hyw =0, 9h", =0, h=0 (11.87)

lo que corresponde a 10 componentes de un tensor simétrico masivo sujetas a 4 + 1
restricciones, dejando 5 grados de libertad, como corresponde a un espin 2 masivo. Esta
condicién a = —b se conoce como el ajuste de Fierz-Pauli (Fierz-Pauli tuning), y el
lagrangiano, de Fierz-Pauli, resultante es

1 1 2
Lep = =5 O0hu 0 W + O\, O, ™ — D hONRM + 5030 h — = (™ — b)
(11.88)
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CAPITULO

Ruptura de simetria

Un sistema simétrico, descrito por un hamiltoniano, lagrangiano o una accién que
permanece invariante bajo una transformacion, suele tener una configuracién de equilibrio
simétrica. Sin embargo, al observar el mundo cotidiano, rara vez encontramos objetos
verdaderamente simétricos. La manera en que las cosas logran estar en configuraciones
estables que aparentemente eluden las simetrias de las leyes de la naturaleza se explica
mediante la teoria de la ruptura espontanea de simetria.

La ruptura espontanea de simetria (SSB: spontaneous symmetry breaking) es el
fendmeno en el cual un estado estable de un sistema (por ejemplo, el estado funda-
mental o un estado de equilibrio térmico) no es simétrico bajo una simetria de su
hamiltoniano, lagrangiano o accion.

12. Ruptura espontanea de simetria discreta

12.1. Sistema mecanico unidimensional

Comencemos con un sistema mecanico unidimensional: una particula de coordenada x
sometida a un potencial V(x) par, es decir, invariante bajo la reflexién x — —z. Una
forma conveniente para tal potencial es

V(r) = az* + Ba?, (12.1)

donde « > 0 asegura la estabilidad, y # puede tomar cualquier signo. La ecuacién de
movimiento es

i = —‘fl‘; = —4az® — 2fz. (12.2)
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Para 8 > 0, el potencial posee un tinico minimo en x = 0. El estado fundamental z = 0
es simétrico, y la reflexion x — —x deja invariante tanto al potencial como al vacio.
El sistema es claramente invariante bajo la reflexién x — —x; se trata de una simetria
Zs. Esta reflexion debe aplicarse también a las condiciones iniciales. La afirmaciéon
completa es entonces la siguiente:

La solucién tunica x(t) de la ecuaciéon de movimiento con condiciones iniciales
x(0) = zp, ©(0) = v tiene una imagen reflejada Z(t) = —z(t), que también es
solucién y satisface #(0) = —z¢ y 7(0) = —vp.

La simetria Zy se rompe explicitamente si anadimos, por ejemplo, un término lineal al
potencial,

Vi(z) =V(z) + e (12.3)

En este caso, V, deja de ser par y la propiedad anterior ya no se cumple. Sin embargo,
este no es el tipo de ruptura de simetria que nos interesa. En el caso anterior, la simetria
se rompe de manera explicita: la teoria deja de ser invariante bajo dicha transformacién.
Este es un ejemplo bien conocido en mecanica cuantica, como ocurre al anadir un campo
magnético externo en el efecto Zeeman, que rompe la simetria esférica del modelo que
describe al atomo de hidrégeno.

Nos enfocaremos ahora en teorias que mantienen la simetria en sus ecuaciones, pero
cuyo estado fundamental la viola. Ya vimos que el estado fundamental x = 0 respeta la
simetria; sin embargo, la situacién cambia radicalmente cuando § < 0. En este caso, el
origen se convierte en un maximo local y aparecen dos minimos degenerados en

—B

r = +x, Ty = %0 (12.4)
e

V(x)

f>0

T
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El potencial adopta entonces la forma de un doble pozo. Sigue siendo simétrico bajo
x +— —x, pues V(x) = V(—z), pero cada uno de los minimos por separado rompe esa
simetria. Una particula en reposo en el pozo derecho, en x = +xg, no se transforma en
la misma configuracién fisica al reflejarla: es llevada al pozo izquierdo. Las ecuaciones
de movimiento conservan la simetria, pero el vacio elegido no. Esta pérdida de simetria
en el estado fundamental se denomina ruptura espontanea de simetria.

Una vez que la particula se estabiliza en uno de los dos minimos, el sistema se comporta
como si la simetria no existiera. La eleccion del vacio resulta de pequenas fluctuaciones,
perturbaciones o condiciones iniciales que seleccionan uno de los minimos equivalentes.
Es importante notar que ningin campo externo rompe la simetria explicitamente; es el
propio sistema el que escoge un estado fundamental asimétrico entre las posibilidades
degeneradas.

Para estudiar las oscilaciones pequenas alrededor de uno de los minimos, escribimos
r = tx5+ &, con [£] < zp. Al expandir el potencial alrededor de x = ¢, se obtiene

1
V(z) ~ V(£wo) + ivﬂ(ifo) £ = V(xmo) + 2|81 + O(&). (12.5)
El movimiento cerca de un minimo es entonces armoénico, con frecuencia angular
w? = 4/4). (12.6)

Dado que los dos minimos son degenerados e independientes, el sistema posee dos vacios
estables equivalentes y las excitaciones pequenas corresponden a oscilaciones masivas
localizadas alrededor del vacio seleccionado.

En mecéanica cuantica la situacién es mas sutil. La particula puede pasar por efecto
tunel a través de la barrera que separa los dos pozos. El verdadero estado fundamental
es una superposicion simétrica de los dos minimos clasicos, con una pequena diferencia
de energia entre las combinaciones simétrica y antisimétrica. No obstante, cuando la
barrera es alta o en sistemas con muchos grados de libertad, la probabilidad de tener
un efecto tinel es exponencialmente suprimida, y el sistema permanece efectivamente
localizado en uno de los pozos. La simetria aparece entonces rota en la practica, aunque
el lagrangiano completo es simétrico.

Este ejemplo mecédnico captura la esencia de la ruptura espontanea de una simetria

discreta: un potencial simétrico con multiples minimos degenerados, y la seleccion de
uno de ellos como vacio fisico. Este fenémeno aparece en numerosos sistemas fisicos.
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Un ejemplo importante es el modelo de Ising en mecénica estadistica. Cada espin s;
puede tomar los valores +1 o —1, y el Hamiltoniano es invariante bajo la inversién global
s; — —s;. Por encima de la temperatura critica, la magnetizaciéon promedio se anula y
la simetria se conserva. Por debajo de ella, el sistema adquiere una magnetizacién no
nula M = £|M]|, seleccionando una de las dos orientaciones posibles. Las interacciones
microscopicas permanecen simétricas, pero la fase macroscépica no.

12.2. Campo escalar real

Podemos ahora generalizar el sistema mecénico a una teoria de campos. Consideremos
un campo escalar real ¢(x) en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, con lagrangiano

L= 30,600~ V(9) (12.7)

y potencial
V() = ap* + B, a>0. (12.8)

El sistema es invariante bajo la transformacion discreta ¢ — —¢. Para § > 0, el
potencial tiene un tinico minimo en ¢ = 0 y la simetria se conserva. Para § < 0, surgen

¢ = dv, v:,/;(f. (12.9)

Elegir uno de ellos como vacio rompe espontaneamente la simetria Z,. Escribiendo

dos minimos degenerados en

o(x) = v+ n(z), con n(z) una pequena fluctuacion, la expansion del potencial alrededor

de ¢ =v da
V(g)=V(v) + ;(804112)7]2 + O(n%), (12.10)
de modo que el campo n adquiere una masa
m? = 8av? = —45. (12.11)

Las fluctuaciones alrededor de cada minimo son, por tanto, masivas y describen oscila-
ciones estables del campo alrededor del vacio escogido.

En sistemas extendidos espacialmente, diferentes regiones pueden elegir vacios distintos,

generando interfaces donde el campo interpola entre ¢ = +v y ¢ = —v. Estas interfaces
se denominan paredes de dominio. Poseen una energia finita por unidad de area y
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desempenan un papel importante en fisica de la materia condensada y en cosmologia.
La existencia de estos defectos topoldgicos estables es una caracteristica distintiva de
la ruptura espontanea de simetrias discretas. Volveremos mas adelante sobre estas
estructuras.
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13. Ruptura espontanea de simetria continua

Pasamos ahora al caso de una simetria continua. El fenémeno es andlogo al discreto: el
lagrangiano es invariante bajo un grupo continuo de transformaciones, pero el estado
fundamental no comparte esa simetria. A diferencia del caso discreto, aqui aparecen
consecuencias cualitativamente nuevas, en particular la existencia de excitaciones sin
masa conocidas como modos de Nambu—Goldstone.

Consideremos un tnico campo escalar complejo ¢(z) con lagrangiano

L=—0,9"0"¢—V(|9]), (13.1)

y potencial
2

2
V(g|) = >\<|¢|2 — 1;) : A>0, v>0. (13.2)

Este lagrangiano es invariante bajo la transformacion global U(1)
o(x) — e“p(x), a = constante. (13.3)
Los minimos del potencial satisfacen

v

= —. 13.4
o= 7 (13.9)
No hay, pues, un tinico vacio sino un circulo completo de vacios degenerados en el plano
complejo:

U o

= —e"°, 0 <6y < 2m, 13.5
¢0 \/§ 0 ( )
todos relacionados entre si por la simetria U(1). En la practica debe elegirse un
representante; por ejemplo,

v
= — 6y =0). 13.6
¢0 \/5 ( 0 ) ( )
Esta eleccion rompe espontaneamente la simetria continua, pues cualquier rotacién con
a # 0 mueve el sistema a otro vacio fisicamente equivalente. El lagrangiano sigue siendo

simétrico; el vacio escogido, no.
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Para describir las fluctuaciones alrededor de ese vacio resulta util la descomposicion
polar

o) = % [0+ plz) ] 9@, (13.7)

donde p y 0 representan, respectivamente, las excitaciones radial y de fase. Al sustituir
en L se obtiene

1 1 2
L=—3@m@ ) - 5(1+2) @000 - V(o) (13.8)
con
A 2
V(p) = Z;P (p + 211) : (13.9)
A orden cuadratico alrededor de p = 0 queda
1 1
Lovna = —5(0u0)(0"0) = 5(0,0)(2"0) — NP, (13.10)
de donde se lee
m2 = 2\, mj = 0. (13.11)

La fase 6 es un modo sin masa que desplaza el sistema a lo largo del circulo de vacios
degenerados: es el modo de Goldstone. La excitacién radial p es masiva y describe
oscilaciones ortogonales a la variedad de vacios.

En suma, la ruptura espontdnea de una simetria continua produce una familia continua

de vacios degenerados y separa el espectro en excitaciones ligeras y pesadas: los modos
de Goldstone, que viven tangencialmente a la variedad de vacios y son sin masa, y el
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modo radial, masivo, ortogonal a dicha variedad. Este esquema aparece de manera
ubicua en fisica clasica: en un ferromagneto, por debajo de la temperatura de Curie, la
orientacién macroscopica de la magnetizacién selecciona una direccion y rompe SO(3) a
SO(2), y las pequenias rotaciones transversales se propagan como ondas de espin. Por
otra parte, un mecanismo similar organiza el espectro en teorias de gauge mediante
la adquisiciéon de masa por los campos vectoriales; alli, sin embargo, no se rompe una
simetria global fisica, pues la invariancia local es una redundancia del lenguaje y el
fenomeno debe describirse en términos de combinaciones invariantes de gauge.

Antes de pasar al caso de gauge, reformulemos la ruptura espontanea de simetria global
en un lenguaje mas general.

13.1. Generadores y Hessiana

Consideremos un multiplete real de campos ¢‘(z) que transforman bajo una repre-
sentacion finita R de un grupo interno compacto G. El lagrangiano clasico se toma
como

L=-10,0"0"¢"—V(¢), (13.12)
donde el potencial es invariante bajo la accion de G,
Vi(g-¢) =V (o) VgedG. (13.13)

Los minimos del potencial, correspondientes a configuraciones uniformes ¢(x) = v,
definen los vacios clasicos de la teoria. Estas configuraciones satisfacen

&V(v) = 0, Hij(v) = 82»8]-1/(0), (1314)

donde H;;(v) es la matriz Hessiana, cuyos autovalores determinan las masas cuadradas
de las pequenas fluctuaciones alrededor del vacio.

El hecho crucial es que la invariancia de V' bajo GG implica que toda transformacion
infinitesimal generada por un elemento T de la algebra de Lie deja el potencial invariante.
Al derivar V(eT" ¢) = V (¢) respecto a € se obtiene la identidad fundamental

oV (9) (T ¢)" = 0. (13.15)

En una configuracion de vacio v, el gradiente de V' se anula por definicién. Si diferenci-
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amos nuevamente esta relaciéon con respecto a ¢’ y evaluamos en ¢ = v, obtenemos
Hyj(v) (T)? = 0. (13.16)

Esta sencilla relacion encierra la esencia de la ruptura espontanea de simetria: para
cada generador T tal que T%v # 0, el vector T%v es un autovector nulo de la Hessiana.
Dichas direcciones en el espacio de campos son direcciones planas del potencial, y las
oscilaciones asociadas seran sin masa en la teoria linealizada.

El conjunto de generadores que dejan invariante el vacio,
H={geG|gv=n}, (13.17)

forma el subgrupo no roto de G. Su élgebra de Lie, h = {X € g | X-v = 0}, genera
transformaciones que no mueven el vacio. Los generadores restantes, para los cuales
X v # 0, se denominan rotos. La dimension de la érbita de v bajo G, equivalente a la
dimensién del espacio cociente G/H, da el nimero de direcciones rotas independientes
y, por tanto, el nimero de autovalores nulos de la Hessiana:

Ny = dim G — dim H. (13.18)

Para ver como se manifiestan concretamente estas ideas, expandamos el campo alrededor
de un vacio escogido:

o(x) = v+ (). (13.19)
Al insertar esta expresion en el Lagrangiano, obtenemos, hasta segundo orden,

L =109, 00" — L' Hy(v) ¢ (13.20)
El término cinético es invariante bajo todo el grupo G, mientras que la matriz de masas
estd dada precisamente por la Hessiana. Como H;;(v) anula todo vector del tipo T%v
correspondiente a generadores rotos, los campos asociados a esas direcciones son sin
masa. Dichos modos son las direcciones de Goldstone del potencial clasico: los vectores
tangentes a la 6rbita G-v en el espacio de campos. Las direcciones ortogonales a la érbita
corresponden a curvaturas reales del potencial, y por tanto a excitaciones masivas.
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14. Simetrias de gauge rotas espontaneamente

En una teoria de gauge local, las transformaciones de simetria dependen de la posicién
en el espaciotiempo. La ruptura espontanea de una simetria de este tipo no puede
proceder de la misma manera que en una teoria global, porque las transformaciones
de gauge relacionan configuraciones fisicamente equivalentes. Sin embargo, cuando el
sector escalar de una teoria de gauge desarrolla un valor distinto de cero, la estructura
del espectro cambia profundamente: los campos de gauge adquieren masa mediante el
mecanismo de Englert-Brout-Higgs—Guralnik-Hagen-Kibble (EBHGHK)S, mientras
que una combinacion especifica de grados de libertad escalares desaparece del espectro
al convertirse en la polarizacion longitudinal del campo vectorial masivo.

Consideremos una teorfa con una simetria local U(1), tal como se construyé en la
Sec. 11.3

1 v *
£ = = Fu P = (D) (D*6) = V(9l), (14.1)

con Fy, = 0,A, —0,A, y la derivada covariante
D,¢ = 0,0 +ieA,d (14.2)

Siguiendo la misma idea que en las secciones anteriores, consideramos un potencial
simétrico, por ejemplo

Vo) =A(lo2 -5 ) Ao (11.3)

La teoria es invariante bajo transformaciones locales U(1). La cuestién es como se
comporta esta simetria cuando el campo escalar adquiere un valor distinto de cero. Los
minimos de V' ocurren en

9l = —=, (14.4)
V2

por lo que el campo escalar toma valores sobre un circulo en el plano complejo. A

diferencia del caso global, todos los puntos de este circulo son fisicamente equivalentes,

porque transformaciones locales de gauge pueden mover cualquier configuracién a

cualquier otra sobre dicho circulo. Por lo tanto no existe una familia continua de vacios

Los 3 articulos fueron enviados (y no publicados) a la revista el 26 de junio de 1964 por Frangois
Englert y Robert Brout, el 31 de agosto de 1964 por Peter Higgs y el 12 de octubre de 1964 por Gerald
Guralnik, Carl Hagen y Tom Kibble.
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fisicos distintos; la degeneracion es una redundancia de gauge. Es conveniente hacer
esto explicito escribiendo

0a) =~ [0+ pla)] "N, (14.5)

y realizando una transformacién de gauge local con pardmetro a(z) = —6(x)/v. En este
gauge unitario, el campo escalar se vuelve puramente real:

¢@>—+;g@+p@» (14.6)

y el potencial de gauge se transforma como (11.7)
A=A L 0,0
b= At 0,0, (14.7)
Después de haber fijado el gauge, el campo 6 ha sido completamente absorbido por el

potencial de gauge. Sustituyendo en el lagrangiano se obtiene

1 1 1 A
Lunitary = =7 Fp B = 5(0up)(9"p) = S0 ALAY = W%p® — dvp? — Zpt. - (14.8)

El término crucial es la contribucién tipo masa para el campo de gauge:

1
5e%QAM’“. (14.9)

Esto le confiere al campo de gauge una masa
my = ev. (14.10)

Asi, el bosén de gauge adquiere una polarizacion longitudinal que previamente era
cargada por el campo 6, mientras que el escalar restante p es una excitacion masiva (el
campo de Higgs) con

ms = 2\, (14.11)

El campo de Goldstone 0 ha desaparecido del espectro fisico: su grado de libertad ha
sido convertido en la tercera polarizacion del vector masivo.

Debemos ser cuidadosos con el significado de las palabras que utilizamos. Aunque a

menudo se habla de una ruptura espontdnea de la simetria de gauge, esta expresion debe
entenderse con cuidado. Una simetria de gauge local no es una simetria fisica del sistema
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sino una redundancia en la descripcion. Dos configuraciones de campo relacionadas por
una transformacion local U(1) corresponden al mismo estado fisico. En consecuencia,
la simetria local nunca se rompe realmente; permanece como una invariancia exacta
de las ecuaciones y de la accién. Lo que cambia entre fases es la manera en que esta
redundancia se realiza.

Una forma interesante de ver que nuestro resultado es independiente del gauge es
describir el problema mediante una variable invariante de gauge. Una cantidad de este
tipo es el campo vectorial

1
A, =A,+ 23# arg ¢, (14.12)
el cual es invariante bajo
ia(x) 1
¢ — T, A, — A, — =0, (14.13)
e
Tenemos
1 1
D0 = 5 @) + 50+ P AN Fu(d) = Fu(d),  (1414)
por lo que el lagrangiano es
1 v 1 2 1, 2
L= _ZFMVFM - §(ap) - 56 (U + P) AM‘AM o V(p)v (1415)
con V(p) = M?p* + \vp® + % p*. Expandiendo alrededor de p = 0 se obtiene el término
de masa
1
5621’2“43 (14.16)

que muestra explicitamente que el campo 4, ha adquirido una masa m4 = ev. Esta es
una afirmacion fisica que no depende de ninguna eleccion de gauge.

En esta forma, la esencia del mecanismo de Englert-Brout-Higgs—Guralnik—Hagen—Kibble
es transparente:

- La simetria local permanece exacta pero se realiza de una manera que combina la
fase escalar 6 con el potencial de gauge en el campo vectorial masivo A,,.

- El campo de Goldstone 6 no es fisico, se convierte en parte de A, y proporciona
la polarizaciéon longitudinal del bosén vectorial masivo.

- El campo restante p es una verdadera excitacion escalar, el campo de Higgs, con
masa mz = 2\
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Por lo tanto, las cantidades invariante de gauge revelan que ninguna simetria de gauge
se rompe realmente; mas bien, la configuraciéon de vacio redefine qué combinaciones de
campos corresponden a excitaciones fisicas y observables.

Es importante verificar también que no se pierden grados de libertad. En la configu-
racion simétrica de la teoria, los campos consisten en un potencial de gauge sin masa
A, y un campo escalar complejo ¢. Este tltimo representa dos componentes reales,
mientras que el campo electromagnético, al ser sin masa, admite s6lo dos polarizaciones
transversas. En total, el sistema describe cuatro grados de libertad fisicos independientes.

Cuando el potencial desarrolla un minimo en |¢| = v/v/2, la configuracién del campo
alrededor de este punto adquiere una descripcion mas conveniente en términos de
fluctuaciones de su médulo y su fase,

1 0(z)/
x) = ——=v+ p(x)] e, 14.17
¢(x) ) [v+ p(z)] (14.17)
Como la teoria es localmente invariante, la fase # no representa una variable dinamica
genuina: mediante una transformacion de gauge se puede absorber en la definicion del
potencial de gauge,

o

1
A=Ayt — 0,0, (14.18)

Decimos que ¢ ha sido comido, y ésta es la razén por la cual A, se vuelve masivo. El
campo A;L contiene ahora una componente longitudinal, y el término correspondiente en
el lagrangiano muestra que el campo vectorial se ha vuelto masivo, con masa my = ev.
El campo escalar p permanece como una excitaciéon independiente, oscilando alrededor
del valor de vacio elegido con masa m> = 2\v*. De este modo, la transicién de la
configuracion simétrica a la configuracion rota no altera el nimero total de grados de
libertad. La teoria sigue poseyendo cuatro: tres asociados al campo vectorial masivo
Al,, sus dos modos transversos mds la polarizacién longitudinal que se origina de la
fase absorbida (comida) 6, y uno correspondiente al modo escalar p. La interaccién
local reorganiza asi el contenido de campos sin crear ni eliminar grados de libertad,
transformando la variable redundante del campo escalar en un componente fisico del

campo vectorial.
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Podemos verlo también a nivel de ecuaciones. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

D,D"'¢ + 2)\<|¢|2 - ”;) ¢ =0. (14.19)
O F"™ =j', ' =ie(¢" D' — $(D'e)"). (14.20)

Realizando una expansion alrededor de un vacio constante

v ! o)/
= —, r)=——|v+ p(x)] ™", 14.21
o= 5 ole)= s+ ole) (14.21)
En la configuracién rota tenemos p = 0 y 6 = const (vacio uniforme), la derivada
covariante se reduce a D, ¢ = %A;, y la corriente se convierte en

j* =ie (¢ DFe — d(D"¢)*) = e*v? A", (14.22)

Por lo tanto (14.20) da la ecuacion de Proca
O, F"" +m? A" =0, m? = v’ (14.23)

Tomando la divergencia de (14.23) se obtiene
m% A" =0 = 9,A" =0, (14.24)

la condicién de Lorenz (en onda) para un campo de espin—1 masivo. Esto muestra
explicitamente como la polarizacion longitudinal se origina de la fase escalar: el campo de
Goldstone que hubiera sido masivo en una teoria global ha sido absorbido en A;l, suminis-
trando el tercer componente fisico requerido por un vector masivo en cuatro dimensiones.

En resumen, la ecuacion escalar (14.19) y la ecuacion de gauge (14.20) siguen directa-
mente del principio variacional; la expansién alrededor de un vacio constante reorganiza
el espectro en un vector masivo descrito por (14.23) y un médulo escalar masivo, con la
conservacion de la corriente garantizando la condicién de consistencia 9, A" = 0.

En conclusion, el panorama clasico es el siguiente. En la fase simétrica (v = 0) el potencial
tiene un tinico minimo en ¢ = 0, el campo de gauge es sin masa y el campo escalar tiene
una curvatura positiva en el origen. A medida que los parametros evolucionan (por
ejemplo, cuando la temperatura disminuye), la curvatura del potencial en ¢ = 0 puede
volverse negativa, conduciendo a nuevos minimos en |¢| = v/y/2. Elegir uno de ellos
define un fondo con |¢| distinto de cero, lo cual da masa al campo de gauge proporcional
a v. La fase del campo escalar deja de ser una excitacién independiente; se convierte
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en la polarizaciéon longitudinal del campo vectorial. La simetria local garantiza que el
numero de grados de libertad dindmicos permanece inalterado, mientras que el espectro
se reorganiza: bosén de gauge sin masa — vector masivo, y Goldstone sin masa — puro
gauge (eliminado); su derivada alimenta el modo longitudinal de A,, no una particula
separada.

14.1. Generalizacion no abeliana

Consideremos ahora el lagrangiano introducido en la seccién de las teorias de Yang-Mills
(11.3)

L=~ FLFW — (D)|(D"0) = V(6'6),  Duo= (0, +9A)e,  (1425)

y un potencial invariante bajo el grupo GG con un conjunto continuo de minimos. Elegimos
un vacio constante ¢y que minimiza V' y definimos la subédlgebra no rota h C g por

Ty =0 para todo T" € b. (14.26)

Los generadores que no aniquilan ¢g forman el complemento roto £, de modo que
?

g = h & £ como espacio vectorial. Esta descomposicion cinemética determina el mecan-

ismo completo.

Para exhibir el contenido de campos cerca del vacio, descomponemos las fluctuaciones
escalares en componentes paralelas y transversas a la orbita de grupo a través de ¢y:

é(x) = U) <¢0 + h(x)), Ulz) € G, (14.27)

donde h es ortogonal (en espacio de campos) a todas las direcciones T ¢y con T° € L.
Infinitesimalmente, U(x) = exp (W’(x)T’) introduce los campos 7, los Goldstone en
una teoria abeliana. Para la derivada covariante se obtiene

Dut = (O + 94 [U (G0 + )] = U| 9h+ gU™ AU (60 + ) + Qs (90 + )|
(14.28)

donde Q, = U'9,U es la forma de Maurer—Cartan, con valores en el dlgebra de Lie.
El término cinético escalar queda

~(D,0)/(D"9) = @)/ (@) = (0 + ') (9.4, + ) (9.4 + ) (00 + 1),
(14.29)
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donde A, = U 'A,U. Los términos cuadréticos en (A,,€,) vy de orden cero en h
revelan la estructura de masas:

L == ob(g A+ Q) (9 A" + Q") . (14.30)

Una transformacion de gauge local por U™! fija 2, — 0 y rota A, — A, (gauge
unitario); lo que resulta en

1
= —g? QhAL APy = —= M2, Al A, (14.31)

unitary 2

M2, = 26> (T°0) ' (T"60). (14.32)

£2)

mass

Se ve que solo cuando T%¢p, # 0 aparece un bosén masivo; de lo contrario, el boséon
permanece sin masa.
14.2. Higgs en la representaciéon fundamental

Como ejemplo, tomemos G = SU(2) en la representacién fundamental. Entonces

O.(Z
T = — (14.33)
2
y, puesto que el campo de Higgs toma valores en la representacién fundamental, es un

doblete. El valor que minimiza el potencial cumple |¢| = v/v/2; elegimos

0
Po=1| v (14.34)
V2
Con
1/0 1 1/0 —i 1/1 0
= ?=c S = 14.
r 2(1 O)’ r 2(2’ 0)’ r 2<0 —1) (14.35)
se obtiene

v (1 w (1 v (0
T' g = 2\/§<0> , TPy =— BN <0> , TPy = — 3 <1> . (14.36)

Asi, terminaremos con tres campos de gauge masivos. De hecho, el término que genera
las masas proviene de

(Dud) (D*¢) D g* (AsT o) (A** T o) = g* A% AF (T%¢o) (T o). (14.37)
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Los productos escalares en la matriz de masas son

v? v? v?
(T'o0) (T o) = 5o (T00)"(T?00) = =, (TP00)"(TP00) = (14.38)
y ademads las mezclas dan,
2
. v
(T 60) (TP00) = 0, (T%¢0) (T?¢0) =0, (T'0) (T*¢o) = —i= (14.39)
lo que implica que
241 g2 | (T1g,)" (T2 T200) (T'0)] = g2atare [~ L %) o (1440
g4, (¢0)(¢0)+< ¢0)<¢0)—9M —§+§—.(.)
En consecuencia,
2
v
Lo == 0" g (AAY + A4 + A7 AW), (14.41)
esto es, los tres bosones de gauge adquieren la misma masa
2,2
my, =m: =ms =m3 = % (14.42)

Este resultado muestra que, con un doblete fundamental de SU(2), la simetria de
gauge se rompe por completo.

Nota que la redundancia de gauge nunca se rompe realmente; lo que "se rompe" es
la invariancia del vacio. Aqui el estabilizador H es trivial, por lo que se dice que el
grupo de gauge esta completamente roto (no queda simetria de gauge residual).

Se puede decir de otra forma, el subgrupo estabilizador de ¢q es trivial. En efecto, con
una matriz genérica de SU(2)

o= (5 L) e - (1443)

se tiene

gPo = (;:}U/ X%) (14.44)
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Para que gog = ¢p necesitamos b =0y a* =1 = g = [. El estabilizador es entonces
trivial, equivalente a decir que la subalgebra estabilizadora es nula: el inico generador
con T%py = 0 es 0.

14.3. Higgs en la representaciéon adjunta

Para contrastar con el caso en que si queda un subgrupo no roto, repetimos el calculo
en la representaciéon adjunta. Como ya se vio, la adjunta es la accién de G sobre g por
conjugacion:

Ad,(X) = gXg', geG, Xegy, (14.45)

lo que da un elemento del algebra. Por tanto, cuando el campo toma valores en el
espacio de la representacion, en este caso el campo toma valores en el algebra.

Recordemos que bajo SU(N),
E, = UF,U™! (14.46)

y, por ende, transforma en la representaciéon adjunta. Pero eso no implica una elec-
cion de representacion para el campo de Higgs, ®. El campo de Higgs puede elegirse
en cualquier representacion; la eleccion la guian el patrén de ruptura deseado y la
fenomenologia. Para un SU(2) puro, un campo de Higgs que toma valores en la repre-
sentacion fundamental (doblete) con valor no nulo rompe SU(2) por completo, como
vimos: los tres campos de gauge se vuelven masivos. Si, en cambio, ® es un triplete,
es decir que toma valores en la representacion adjunta, o de forma equivalente en el
algebra, un valor no nulo rompe SU(2) — U(1), dando dos vectores masivos y uno sin
masa. Mas en general, para SU (V) un fundamental no nulo rompe SU(N) — SU(N—1).

De forma explicita, para SU(2), con un triplete adjunto ® = ®*T* (llamada la repre-
sentacién 3). Tomamos

Pl =™ (vacio en la direccién T°), (14.47)
Los generadores son
00 0 0 0 = 0 —i 0
T'=(0 0 —|, To=|10 0 0|, T5=[« 0 O (14.48)
0 ¢ O —i 0 0 0 0 0
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lo que implica

0 1 0
T1@0 =—w|l s TQCI)O =w |0 5 quj[) =10 (1449)
0 0 0

Sabemos entonces que habra 2 bosones de gauge masivos y uno sin masa; quedara un
U(1) en la direccién Ty. Para verificarlo, consideramos el gauge unitario, ®* = (v+ H)d§3,
el lagrangiano

]- 1 a a a a
L= _ZFE”FW -3 (D) (D'®)" =V (999%) (14.50)
pasa a
1 a 7% 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2
L= o Ew I = 5(0H) — 39 (v+H) {(Au) T (Au) ] -V <(U+H) ) (14.51)

Notar que (D, ®)* (D*®)" lleva un factor 1/2 porque es un triplete real, no complejo.

Este lagrangiano (14.51) es invariante bajo U(1) en la direccion T?. En efecto, bajo
Ux) = @) T?

UT'U ! = cos T +sin T2, (14.52)
UT?U™' = —sinT" + cos 07, (14.53)
Ur3u— =13 (14.54)

Por tanto,

UA U = (cos OA; + sin QAZ) T + (— sin HAi + cos QAi) T2 + A2T3. (14.55)

y
1 L1 ,
lo que significa a partir de (11.36)
A:Ll = cos QA}L + sin QAi, (14.57)
A? = —sinfA, + cos A2, (14.58)
1
AD = A3 — ga,ﬁ. (14.59)
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o0, equivalentemente,

ALY cosf siné Al 1
p — H 3/ — 3+
(Af) ( —sinf cosf ) <AZ>’ A = Ay = 200 (14.60)

El lagrangiano (14.51) es claramente invariante bajo esta transformacién; es decir que el
gauge residual es U(1).

Para concluir, se confirma desde (14.51) que dos campos de gauge son masivos y uno no:

mi =mj = g*v?, m3 = 0. (14.61)

Se puede notar que podemos diagonalizar la transformacién (14.60), definiendo

Al A2
Wk = “j_;“ (14.62)
de modo que (14.60) se escribe
Wi — W, (14.63)

conocidos como los campos de gauge W+ y W~ en la interaccién electrodébil”.

En resumen, la ruptura espontanea en una teoria de gauge reorganiza, no destruye, la
invariancia local. El escalar adquiere un valor clasico no nulo que define el vacio; las
direcciones de fase son absorbidas por los potenciales de gauge, que se convierten en
campos vectoriales masivos. El sistema resultante contiene inicamente modos masivos
y sin masa invariantes de gauge, con el mismo ntmero total de grados de libertad que
antes. Este mecanismo, puramente clasico en su formulacion, es la base de la generacién
de masas en las teorias de campos gauge. Sin embargo, es importante notar que la
representacién en la cual el campo de Higgs toma sus valores esta decidido por la
fenomenologia.

"No hemos considerado el grupo SU(2) x U(1) de la teorfa electrodébil que es diferente de SU(2)
puro.
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CAPITULO

Solitones

Hasta ahora nos hemos limitado a estudiar pequenas desviaciones de los campos en torno
al estado fundamental (el vacio clasico) y nos hemos interesado principalmente por el
espectro de masas. En teoria cudntica de campos, estas excitaciones se interpretan como
particulas puntuales. A partir de aqui, y en los capitulos siguientes, nos ocuparemos
de los solitones: soluciones de las ecuaciones cldsicas de campo que, incluso antes
de cuantizarlas, se comportan ya como particulas. Son configuraciones de campo
localizadas, y por tanto de energia finita y tamano caracteristico acotado, en las que los
campos decrecen rapidamente desde una region central hacia el infinito. Su existencia y
estabilidad se deben, ante todo, a la no linealidad de las ecuaciones de campo. Aunque
en fisica de particulas su papel es més bien limitado, en fisica de la materia condensada
aparecen con mucha frecuencia.

15. Los solitones topolégicos mas simples

15.1. El kink y el antikink

El objeto topologico més simple (la topologia se definird méas adelante), el kink, aparece
en la teoria de un solo campo escalar real en un espacio-tiempo bidimensional. La accién
del modelo se elige de la forma

5= [ [ 50uf - Vi (15.1)

donde p=0,1, vy

(¢* —v%)? (15.2)
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Como vimos en el capitulo anterior, la acciéon es invariante bajo la transformacién
discreta ¢ — —p. Sin embargo, esta simetria esta rota espontaneamente, ya que los
vacios clasicos son

Po = T (15.3)

Un kink es una solucién estatica de las ecuaciones de campo, @k (x), que interpola

entre el vacio ¢ = —v y el vacio ¢ = 4v cuando x varia desde —oo hasta 400 aunque el
antikink relaciona ¢ = +v a ¢ = —v cuando z varia desde —oo hasta +oo.
P P
v v
x x
-V —v

El hecho de que configuraciones similares a la de la figura puedan tener energia finita se
ve a partir de la expresién para la energia estatica i.e. para campos independientes del
tiempo. A partir de la densidad lagrangiana

1 1, 1.,

L=—350w) =V(p)=5¢" =50 = V(p) (15.4)

donde " indica derivada temporal y ’ derivada espacial, obtenemos el momento conjugado

oL
=— = 15.5
=05 ¢ (15.5)
y con esto la densidad hamiltoniana
. 1.5, 1.

En el régimen estatico resulta
1 [dy D
E = | == Z(* —0v?)? 15.
/dx[2<dx> +4(go v)] (15.7)
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Cuando z — +o00, ambos términos del integrando decrecen; si lo hacen suficientemente
rapido, la energia es finita. Por lo tanto, una condicion necesaria es que, asintoticamente,
el campo tome el valor ¢ = tv, tal como se muestra en las figuras. Busquemos ahora una
solucion estatica que satisfaga estas condiciones, es decir, que produzca una energia finita.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen variando la accion,
Op —V'(p) =0 (15.8)
Pero como ¢ = 0, la ecuaciéon de campo se reduce a

p"(x) =V'(p) =0 (15.9)

Antes de escribir la solucién explicita, notemos una analogia util. Formalmente, esta
ecuacion tiene la forma de la ley de Newton para una particula con coordenada ¢,
moviéndose en el “tiempo” x en el potencial U(p) = =V (¢), es decir

i=—U'(x) (15.10)

El potencial U tiene la forma:

=

La solucion ¢yink(x) corresponde a una trayectoria que comienza en el pasado infinito
en ¢ = —v y termina en el futuro infinito en ¢ = +wv. Esta trayectoria requiere,
efectivamente, un tiempo infinito si la energia de la particula es cero, la velocidad se
anula cerca de cada barrera, son puntos de retorno. Esta particula de energia nula debe,
por lo tanto, tener su energia cinética mas energia potencial nula.

1

1
§$2—|—U(x):0 & §g02—V(g0):O (15.11)

Esta ecuacién se puede obtener de otra forma. De hecho, la primera integral de la
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ecuacion (15.9) es

1
S = Vig) == (15.12)

con gy una constante de integracién. Para el kink, ¢" — 0y V(¢) — 0 cuando z — +o0,
por lo que g9 = 0. Esto implica la ec. (15.11)

d
d;f = V2V = \f (v? — ?) (15.13)

donde elegimos el signo positivo para describir el paso desde ¢ = —v hacia ¢ = +v. El
otro signo describe el antikink. De aqui se obtiene

Ykink () = v tanh <\/§v (x — xo)) (15.14)

donde z( es la posicion del centro del kink. Para zq = 0 obtenemos

@iink () = v tanh (\/51} x) (15.15)

que es simétrico bajo ¢ — —p y * — —=z. De forma similar, el antikink es

Pantikink(Z) = —0v tanh (\/gv m) (15.16)

15.2. Propiedades del kink

Discutiremos ahora ciertas propiedades de esta solucién que, de hecho, son de naturaleza
muy general.

15.2.1. Tamano del kink
A partir de (15.15) obtenemos que el kink es del orden de

1 1
T (15.17)

T'kink ™~

donde la masa de una excitacion elemental estda definida por
m? =V"(p = £v) = 2\, (15.18)

es decir, del orden de la longitud de Compton de la excitacién elemental. En efecto, la
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solucién (15.15) difiere del valor de vacio solo en una regiéon cuyo tamano es del orden
de 7iink- En otras palabras, la densidad de energia del kink

1 2 A 1
e(z) = 2 (lane)” + V (Pxink) = 51)4 M (15.19)
2

es significativamente distinta de cero solo en la region |z| < 7k

e(x) A

m1 X
15.2.2. Kink como un objeto clasico
La energia estatica del kink es igual a
Fyink = dre(x) = 3 (15.20)

Pero, la energia estatica del kink puede identificarse con la masa de esta excitaciéon
clasica con aspecto de particula; por tanto,

2 9

Myink = Exink = 3w (15.21)

Es importante notar que el tamano del kink debe ser mucho mayor que su longitud de
Compton A = 1 /M. En efecto,

Think Miink 2 (15.22)

de modo que eligiendo v > 1, el tamano clasico del kink es mucho mayor que su tamafno
cuantico; es decir que el kink serd esencialmente un objeto clasico.

15.2.3. Kink en movimiento

La solucién (15.15) no es invariante bajo traslaciones espaciales ni transformaciones de
Lorentz pero el lagrangiano es invariante. Por lo tanto, tales transformaciones deben
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llevar una solucién de las ecuaciones de campo a otra soluciéon. Al aplicarlas se obtiene
la familia de soluciones

— x9) — ut
Prink(t, T — To;u) = v tanh (7; %) (15.23)

que describe kinks en movimiento. El parametro u representa fisicamente la velocidad
del soliton; zy es la posicion del centro del kink en el instante ¢ = 0.

15.3. Cota de Bogomolny

Mediante una serie de manipulaciones simples es posible derivar una cota inferior para
la energia E de cualquier configuraciéon de campo en términos de datos topologicos, es
decir que la cota depende tinicamente de los valores del campo en el infinito espacial.
La desigualdad clave es simplemente

2
1 /
—¢ £V > 0. 15.24
(75 +V70)) = (15.21)
Expandiendo esta desigualdad e integrando en el espacio obtenemos

/_: (;“",2 N VW)) dv = 45/_: V2V (o) ¢ da. (15.25)

Por lo tanto, para campos estaticos,

B= [ (3¢ +V0) dr>

—00

/_ T V() & da

[e.9]

/:+ \/dep| . (15.26)

Como V(¢) > 0, podemos introducir un superpotencial W (p) tal que

1 (dW?
Vip)==|— 15.27
w=3(%) (15.27)
y entonces el término del lado derecho se integra, dando la cota en la forma
E > W(ps) - Wip ). (15.28)

Esta observacion se debe a Bogomolny, y las cotas de esta clase, donde la energia esta
acotada inferiormente tinicamente por datos asint6ticos (o topolégicos), se conocen como
cotas de Bogomolny.
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El solitén es la configuracién que satura la desigualdad, es decir, la que posee la energia
minima. Segin (15.24), esto implica que

<\}§¢, n W)z) ~0. (15.29)

lo que reproduce directamente (15.11).

15.4. Estabilidad

Consideremos ahora la estabilidad de la solucién (15.15) bajo pequenas perturbaciones,
conocida como estabilidad de Lyapunov. Sea @y () una solucién estatica de las
ecuaciones de campo y consideremos pequenas perturbaciones dp(t, z) alrededor de ella,
de modo que el campo original tenga la forma

p(t,x) = orink(2) + 0p(t, ). (15.30)
El campo ¢(t, ) debe satisfacer las ecuaciones clasicas (15.8)
Op — V'(p) =0, (15.31)
es decir,
O(@kink + 0¢) — V' (@rink) — V" (@xink) 0 + - - = 0, (15.32)

donde los puntos representan términos de orden superior en dp(t, x), y las derivadas del
potencial se evaliian en ¢ = @y, que depende explicitamente de x. A primer orden en
d obtenemos

Odp — V" (pkink) 0 = 0. (15.33)
En particular, para perturbaciones alrededor del kink (15.15), se tiene
1
V" (@rink) = §m2 {3 tanh? (?w) — 1} ) (15.34)

Dado que en el caso general V" (pxink) depende sélo de x, se pueden separar variables y
buscar soluciones de la forma

0p(t, x) = e dpu(w), (15.35)
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donde g, (x) satisface
— 80! + U(z) 6p, = w? 5o, (15.36)
con
U(z) = V" (¢xink)- (15.37)

La ecuacion (15.36) es una ecuacion de autovalores para w? que coincide con la ecuacién
estacionaria de Schrodinger en el potencial U(z). Toda solucién de (15.33) es una
combinacién lineal de soluciones de (15.36).

Para las funciones dp,(x) exigimos suavidad y que no crezcan cuando |z| — oo, de
modo que el campo permanezca acotado. Por tanto, el problema de estabilidad de
la solucién estética @gink(z) se reduce al problema de existencia o no de autovalores
negativos del operador

d2

—— + U(x). 15.38

L+ U) (15.35)
Si no existen autovalores negativos, entonces todos los w son reales y las perturbaciones
(15.35) no crecen en el tiempo; oscilan (w? > 0) o bien no dependen del tiempo (w = 0).
En este caso, la solucién es estable. Si existe al menos un autovalor negativo, w? = —Q2,
entonces las perturbaciones crecen exponencialmente:

5p ~ e, (15.39)

es decir, la perturbacion se separa exponencialmente de la solucion ¢y v la solucion es
inestable.

Observemos que el operador (15.38) con potencial (15.37) siempre posee un autovalor
nulo, y la autofuncién (modo cero) es

a@kink(ﬂi)
0 = 0. 15.40
po(z) o7 ( )
En efecto, @ink(x) satisface
~@ink T V' (@rinic) = 0. (15.41)
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Derivando con respecto a x obtenemos

— (@) + V" (k) Phnic = 0, (15.42)

lo que prueba que (15.40) satisface (15.36) con w = 0. Como @yink(z) tiende a una
constante cuando |r| — oo, su derivada decrece, por lo que (15.40) estd acotada y
cumple las condiciones requeridas.

La existencia de este modo esta relacionada con la ruptura de la invariancia trasla-
cional del espacio.

En efecto, @yink(x + a) es también una solucién estética, pero no coincide con @yink().
Para a pequeno podemos escribir

rink(Z + @) ~ Qrink(z) + adpo(x), (15.43)

donde a 0py(x) es una desviacién pequena. Como @ik (z + a) satisface las ecuaciones de
campo, la desviacién a dpg(x) satisface la ecuacion linealizada; no depende del tiempo,
decrece en el infinito y es por tanto un modo cero.

Si el nimero de dimensiones espaciales d es mayor que uno, existen d modos cero trasla-
cionales. En el caso de considerar mas dimensiones, la solucién clasica puede romper
también la simetria rotacional, produciendo modos cero rotacionales. Finalmente, en
modelos con simetria interna global, las soluciones pueden romper también esa simetria
interna, generando los correspondientes modos cero.

Volvamos ahora a la discusion sobre la estabilidad del kink. El espectro del operador
(15.36) con U(x) = V"(¢kink) dado por (15.34) puede encontrarse de forma explicita;
dicho espectro no contiene autovalores negativos. Por lo tanto, podemos concluir que el
kink es estable bajo pequenas perturbaciones del campo. En efecto, aparte del modo
cero, tenemos el modo de forma (shape mode):

3
w? = ZmQ, do1(z) =M sech<n?> tanh(?) , (15.44)

y los deméas modos forman un continuo:

Wwr>m? WP =m? (1 + ) : k €R, (15.45)

- 168 —



2 — k? — 3 sech?(ma/2) — 3ik tanh(ma/2)

(k +4)(k + 2i) “ (15.46)

6@1@(33) == Nk

donde N}, es un factor de normalizacién.

El modo cero desplaza rigidamente el kink de su posicion original. El modo de forma
es una oscilaciéon que deforma el perfil sin trasladarlo ni cambiar su carga topoldgica.
Los modos del continuo son ondas planas asintéticamente. Excitar estos modos hace
que el kink emita o absorba ondas lineales; el flujo emitido transporta energia-momento,
de modo que el kink puede retroceder y perder energia lentamente si la no linealidad
alimenta el continuo. Pero para el kink de la teorfa ¢* el potencial es libre de reflexién:
una onda plana se transmite completamente con un desfase; el kink experimenta un
impulso finito pero no queda ninguna cola reflejada.

Modo de forma Modo continuo

15.5. Aspecto topolégico

Discutamos ahora en qué sentido el kink es un solitén topoldgico. Para ello consideremos
configuraciones de campo ¢(x) con energia finita. Para que la energia sea finita, exigimos
en particular que, cuando x — 400, el campo tienda a uno de los vacios +v o —v; lo
mismo debe ocurrir cuando x — —o0o. Asi, cualquier configuracion de campo define una
aplicacion que envia los dos puntos * = +00 y * = —00, que representan el infinito
espacial en una dimensién, al conjunto de vacios clasicos, que también consta de dos
puntos: +vy —v.

oo : {—00, +00} = {—v, +v} (15.47)

Ademas, cualquier cambio en el campo en el tiempo que no produzca una configuracion
de energia infinita no puede modificar los valores del campo en el infinito espacial. Por
tanto, la aplicacion que asigna los valores en 00 es una caracteristica topoldgica de la
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configuracion de campo.

Es evidente que los dos puntos del conjunto {z = 400, x = —oco} pueden asignarse a
los dos puntos del conjunto {¢ = +v, ¢ = —v} de cuatro maneras diferentes. Esto
significa que todas las configuraciones de energia finita se dividen en cuatro subconjuntos
(sectores) no intersecantes, y la evolucion temporal no puede llevar una configuracion
fuera de su sector.

Las configuraciones con ¢(+00) = ¢(—00) = v son necesariamente triviales, pues
satisfacen exactamente las mismas condiciones que la solucién de vacio ¢(x) = v; por lo
tanto, su energia nunca puede ser menor que la del propio vacio. Del mismo modo, las
configuraciones con ¢(+00) = p(—o00) = —v pertenecen al mismo sector topolégico que
el vacio ¢(x) = —v y, por tanto, tampoco dan lugar a soluciones soliténicas no triviales.

15.6. Corriente topologica

Incluso en ausencia de una simetria continua, puede existir una corriente conservada
con su carga asociada. Definimos

1
J = 5 D, (15.48)

donde p,v = 0,1y " es el simbolo de Levi-Civita. Esta corriente j* es trivialmente
conservada, sin necesidad de usar las ecuaciones de movimiento, es decir, off-shell. Esto
la distingue de las corrientes de Noether, que s6lo se conservan on-shell. En efecto,

1
Ouft* = 5" B0, = 0. (15.49)

ya que € es antisimétrico y aunque 9,0, es simétrico. La carga topoldgica asociada es

Qr = /:LOO j0dr = /_+OO 1 Opdr = i((p(+<>o) — gp(—oo)). (15.50)

. o 2V 2v

Esta carga es cero para el vacio, y vale +1 y —1 para el kink y el antikink, respectivamente.
Asi, el kink realiza el minimo de energia entre las configuraciones con carga topologica

Qr =1. (15.51)
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16. Teorema de Derrick

16.1. Con campos escalares

En numerosos modelos en un espacio-tiempo de (d + 1) dimensiones con d > 1 puede
demostrarse, mediante argumentos de escala (Derrick 1964), que no existen soluciones
estaticas no triviales de las ecuaciones de campo.

Consideremos la teoria de n campos escalares ¢* a =1,...,n, en (d + 1) dimensiones.
Escribimos el lagrangiano de forma general:

1
L= —§Gab(<p) O 8ug0b — V(). (16.1)

Suponemos que %(x) es una solucion estatica de energia finita. La energia correspondi-
ente es

Elp] = /ddx [;Gab(#?) 0ip" 0" + V(9)| - (16.2)

Para soluciones estaticas, el momento conjugado es

oL
Ty = —— =0, (16.3)
0P
y entonces el hamiltoniano vale
H=m,"—L=—-L. (16.4)

Por tanto, extremizar la energia o el lagrangiano es equivalente.
Asumimos que Gg(p) define una forma cuadrética definida positiva:
Gap 030" 030" > 0, (16.5)
con igualdad solo si el campo no depende de x.
Ademas, el potencial estd acotado inferiormente; elegimos el origen de energia tal que

Vigo) =0, Vi) =0. (16.6)

Una verdadera solucion estatica debe ser un punto estacionario de F bajo cualquier
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variacion admisible. Entre estas variaciones, la dilatacion uniforme

Pi(x) = i (Ar) (16.7)

es particularmente importante porque explora el tamafnio global de la configuracion sin
alterar su valor asintotico.

Definimos la energia escalada:
B(\) = Elgf). (16.5)

La condicién de estacionariedad exige

dE

— = 0.
d\

A=1

Calculemos E(\):

E(\) = / diz [;Gab(soc(AX)) <

Hacemos el cambio de variables

i) (tw) ) + V() 109

y = \X, dx = X\, 8(11. = A;;/, (16.10)
y obtenemos
B0 =3 [ diy [JGale3)V0c®octy) + Viat)] . (161)
Esto se reescribe como
E(\) = NEx + 1\ 1E, (16.12)
donde
Bo= [ dsGuleogtogh  B= [davie). (613
Considerando las condiciones anteriores (16.5,16.6)
Exg >0, E,>0, (16.14)
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la condicién de extremalidad aplicada a (16.12), da como resultado
(2—d)Ex —dE, =0. (16.15)

Esta ecuacion, junto con la positividad de Ex y E,, impone restricciones severas sobre
la existencia de soluciones clasicas en teorias escalares.

1. d > 2 : la condicién (16.15) se satisface tinicamente si

Ex=E,=0 (16.16)
lo cual implica
Oipe =0, ¥L = o, (16.17)
es decir, la tnica solucion es el vacio.

2. d=2: la condicién (16.15) exige

E,=0 (16.18)

Si el potencial V(p) es no trivial, esta condicién implica nuevamente que la tnica
solucién estatica finita es el vacio.

La tinica clase de modelos escalares en (24 1) dimensiones donde pueden existir soluciones
clasicas no triviales es aquella para la cual

V() =0 para todo ¢, (16.19)

es decir, modelos sin término de potencial. En tales casos, el término cinético debe
poseer una estructura mas compleja; esto ocurre, por ejemplo, en el modelo sigma que
vamos a ver mas tarde.

3. d=1": la condicién (16.15) produce el teorema del virial

Ex = E,, (16.20)

y no impone restricciones sobre el modelo.
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En conclusiones, para evitar el teorema de Derrick se debe modificar el lagrangiano
cuando d > 2. Por ejemplo, si se anade un término con cuatro derivadas, el argumento
de escala se modifica y, en lugar de (16.15), se obtiene

(4—d)E,+ (2—d)Ex —dE, =0, (16.21)

donde F es la contribucién al término de dos derivadas, como en (16.11), y E, proviene
de términos con cuatro derivadas, por ejemplo

/ d®x (9;0)*. (16.22)

Para d = 3, la condicién (16.21) puede satisfacerse con
E, >0, Ex >0, E, >0, (16.23)
de modo que pueden existir solitones. Esto ocurre en el modelo de Skyrme y en las

teorias tipo K-field.

16.2. Con campos de gauge

Consideramos A, el campo de gauge que se transforma bajo un grupo G y ¢ un campo
escalar transformando en una representacion 7' de . El lagrangiano tiene la forma

£ =55 TH(FL) = (D) (D) = Vo), (16.24)

donde
F = 0,4, — 8,4, + [A,, Ay, (16.25)
Dyup = (9, + A) o. (16.26)

Como ejemplo, consideremos campos que no dependen del tiempo en el gauge Ag = 0.
La independencia temporal no es un concepto invariante de gauge: si una configu-

racion es independiente del tiempo, una transformacién de gauge con un parametro
que dependa del tiempo producira en general un campo dependiente del tiempo.
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Como ejemplo sencillo, consideremos las configuraciones que satisfacen
Fy; =0, (16.27)
Dyp = 0. (16.28)

El funcional de energia para los campos considerados es

E[A;, ¢ Z/dd:r [Q; Tr (B Fy) + (Di) (Dig) + V()] (16.29)

donde los tres términos son positivos y, como antes, asumimos que V' (¢) es no negativo
y que se anula tnicamente en el vacio.

Supongamos que Ay(x) y ¢y(x) constituyen una solucion, es decir, satisfacen las
ecuaciones de campo con el comportamiento asintético correcto:

F,; — 0, D;p — 0, © = Pyac cuando |z| — oo. (16.30)

Aplicamos nuevamente una transformacion de escala, escogiendo la transformacién del
campo gauge de manera que Fj; y D;p transformen homogéneamente. Esto nos lleva a
la familia

oA (x) = ps(Ax), (16.31)
A, (x) = VA (\x). (16.32)

La derivada covariante respecto de x para esta configuraciéon es

DRer(x) = | o+ 4| 100 = A Dy (), (16.39)

donde y = Ax.

El tensor de curvatura para la configuracién escalada es

F () = A (00) — A () + (4400, A{(0)] = N ES (y). (16.34)

Sustituyendo estas expresiones en el funcional de energia obtenemos

E\) = M7 4Eq + N Eg + A TUE,, (16.35)
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donde

Eo— [ Y 53 TP R )) (16.36)
Bi= [ d'y (Dyo)! (Dy2). (16.37)
E, = /ddy V(ps). (16.38)

Aqui Eg, E, E, son, respectivamente, las contribuciones del campo de gauge, de la
derivada covariante y del potencial al total de energfa de la solucion (g, Ag). Todas son
cantidades positivas.

La condicion de extremalidad en A =1 es
4—d)Ec+ (2—-d)Ex —dE, = 0. (16.39)

Vemos asi que la presencia de campos de gauge permite evadir el teorema de Derrick, y
por tanto pueden existir solitones en d = 2 y d = 3. Es importante recalcar que estos
argumentos de escala proporcionan condiciones necesarias para la existencia de solitones,
pero no condiciones suficientes.
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17. Elementos de la teoria de homotopia

17.1. Homotopia de aplicaciones

Sean X y Y espacios topologicos. Dos aplicaciones continuas f,g : X — Y son
homotdpicas si existe una familia continua h, : X — Y con t € [0, 1] tal que

ho = f, ]’Ll =4dg. (171)
Equivalentemente, existe una aplicacién continua
H:X x[0,1] =Y, H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z). (17.2)

Se escribe f ~ g, y todas las aplicaciones equivalentes definen una clase [f]. Esto se
denomina homotopia libre.

También utilizamos homotopia basada, en la que se fijan puntos base o € X, yo €Y,y
se exige

Un mapa constante ¢, : X — Y envia todo punto z € X al mismo punto y € Y:

cy(z) = y. (17.4)

Un mapa es nulo-homotopico si es homotdpico a un mapa constante. Cuando Y es
conexo por caminos, todos los mapas constantes son homotépicos entre si, de modo que
existe una tnica clase trivial [¢,], independiente de y. Esto es importante porque, para
campos que toman valores en el conjunto de vacios ) en el infinito espacial, podemos
definir

foo : ST — V. (17.5)
Si V es conexo por caminos, existe una tnica clase trivial.

Como ejemplo bésico, tomemos X = S y Y = R?\ {0}. Una aplicacién v : ST — Y es
un lazo. Es nulo-homotépico si puede contraerse a un punto sin cruzar el origen. Los
lazos que rodean el punto eliminado no pueden contraerse sin atravesarlo: pertenecen a
clases distintas.
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Y y

U

En la figura siguiente se muestran dos mapeos de S en Y. Son equivalentes porque uno
puede deformarse suavemente en el otro sin tocar el punto excluido.

Y Y

En cambio, los siguientes mapeos no son equivalentes: no existe una deformacién suave
que transforme uno en el otro sin cruzar el punto eliminado. El lazo de la derecha puede
contraerse a un punto, por lo que pertenece a la clase trivial.

O 0o

Finalmente, existen mapeos que dan més de una vuelta alrededor del origen. Estos no
pueden deformarse en un lazo que da una sola vuelta; cada ntimero de vueltas define
una clase distinta.
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st Y

Dos espacios Y7, Y5 son homotopicamente equivalentes si existen
hi:Y) = Y, hy: Yy = V) (17.6)
tales que
hi o hy ~ idy,, ho o hy ~ idy,. (17.7)

17.2. El grupo fundamental

Sea X un espacio topolégico y o € X un punto base. Un lazo basado en z( es una
aplicacién continua ¢ : [0,1] — X con

£(0) = £(1) = 2. (17.8)

Dos lazos ¢, K se dicen basados-homotdpicos si existe una homotopia basada continua
H:[0,1] x [0,1] = X con

H(s,0) =£(s), H(s,1) = K(s), H(0,t) = H(1,t) = xo. (17.9)
Es decir, que para cada t, el camino s — H(s,t) es un lazo basado en z.

H(s,1) = K(s)
K(s)

H(s,0.75)
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Esta nocién de homotopia basada define una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto
de lazos basados en xy. Denotamos por [¢] la clase de homotopia basada de un lazo ¢.
El grupo fundamental se define como

m (X, zo) = {[¢] | ¢ lazo basado en x}. (17.10)
En (X, zo) definimos el producto por
[6] - [K] = [+ K], (17.11)
donde la concatenacion ¢ x K se define por

K(26), 0<

1
<= (17.12)
026 -1), $<¢<.

(L+ K)(&) =

El lazo identidad es el lazo constante e(§) = xg, y su clase [e] es el elemento neutro de
m (X, zo). El inverso de [{] es la clase del lazo

HE) =01 = §). (17.13)

Si X es conexo por caminos, los grupos (X, o) para distintos puntos base son isomorfos;
escribimos simplemente:

m(X). (17.14)
Por ejemplo,
m (S 2 Z, (17.15)

El grupo fundamental de S*, es decir el conjunto de clases de homotopia de lazos basados
con la operacién de concatenacion, tiene exactamente la misma estructura de grupo que
7 con la suma. Es decir que existe una biyeccion

d:m (S~ Z (17.16)
que preserva la operacion de grupo:

© ([ta] - [€a]) = @ ([a]) + D ([£2]) - (17.17)
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Aqui ® es el numero de enrollamientos del lazo. También escribimos
(S = Z. (17.18)

lo que es un abuso habitual: una vez elegido el isomorfismo ®, identificamos m; (S!)

con 7Z y usamos el signo "=" como si fueran literalmente el mismo objeto, aunque en
realidad sélo son isomorfos.

17.3. Grupos de homotopia

Sea n > 1. Consideramos la esfera S™ con un punto base sy € S™ y el espacio X con
punto base xy € X. Un mapa basado es

(8™, s0) = (X, x0), f(s0) = xo. (17.19)

Dos mapas basados f, g son basados-homotdpicos si existe una homotopia basada
H:S5"x1— X tal que

H(-,0)=f, H(-,1) =g, H(so,t) = wo. (17.20)

El conjunto de clases de homotopia basadas de mapas S™ — X define el n-ésimo grupo
de homotopia de (X, zg):

T (X, x0). (17.21)

Para n = 1 recuperamos el grupo fundamental. Para n > 2 el grupo m,(X, o) es
abeliano. Finalmente, si X es conexo por caminos, se suele escribir simplemente

T (X). (17.22)

Algunos resultados importantes (sin demostracién aqui) son:

m(S") =20, parak <n, (17.23)
T (S") 2 Z, (17.24)
m(S) =2 m (S%) =0, (17.25)
m3(5%) 2 Z, (17.26)
Tn1(S™) = Zy, paran >3 (17.27)
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18. Topologia de los solitones

18.1. Del grupo de homotopia de orden n — 1 al de orden n

Un punto clave para la existencia de solitones es que deben combinarse consideraciones
topologicas y energéticas. Nuestro objetivo es aclarar los aspectos topoldgicos de campos
definidos en el espacio plano R¢. Suponer simplemente que los campos son continuos no
es suficiente: en ausencia de estructura adicional, un campo lineal es topologicamente
trivial. Por ejemplo, cualquier configuracién ¢(x) puede deformarse como

(1—7)o(x), (18.1)

y si 7 varfa de 0 a 1, esta es una homotopia que lleva la configuracion inicial al campo
trivial ¢ = 0.
El caso no lineal es distinto. Supongamos que el campo es un mapa

¢: R — Y, (18.2)

donde Y es una variedad objetivo. Como R? es contractil a un punto, el tinico invariante
topoldgico corresponde a la componente conexa de Y donde vive la imagen del campo.
Las configuraciones se clasifican entonces mediante

oY), (18.3)

La clasificacion se vuelve interesante si exigimos que la densidad de energia decaiga
rapidamente cuando r — oo, donde 7 es la distancia al origen. De hecho, la mayoria
de los solitones poseen energia total finita, salvo excepciones como los vortices globales
o monopolos globales. El requisito de que la energia sea nula en el infinito impone
condiciones de contorno esenciales para la clasificacién topologica.

Consideremos ahora un multiplete de n campos escalares,

¢ = (d1,--,bn), (18.4)

con un funcional de energia

E= / (; V-V +U(dn,.. .,gbn)) d'z. (18.5)

Para campos independientes del tiempo, E es la energia total. Supongamos que el
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potencial alcanza su valor minimo

Unmin = 0, (18.6)
en una subvariedad

Y C R", (18.7)

que constituye el espacio de vacios de la teoria. No hay restriccion alguna sobre ¢ en un
punto finito, pero en el infinito espacial debe cumplirse

o(x) eV (|x| = 00), (18.8)
para garantizar densidad de energia nula. Cada configuracion define por tanto un mapa
¢ ST 5V, (18.9)

donde S%1 es la esfera en el infinito de RY. Si V = S"~!, entonces
¢ St — gt (18.10)

y las configuraciones se clasifican mediante el grupo de homotopia
a1 (8™ (18.11)

En lo que sigue restringimos la atencién a teorias en dimensiones d = 1, 2, 3.

d = 1: Aqui S&! consiste simplemente en los puntos +o0o de R, de modo que ¢* es un
mapa desde dos puntos hacia V. Las componentes de V se clasifican mediante my()),
que describe los vacios topologicamente distintos. En el caso del kink teniamos V = Z,
y por tanto

70(Zs) = Zo, (18.12)

lo que permite soluciones topologicas que hemos estudiado.

d = 2: Aqui ST ! es un circulo. La clasificacién topolégica del campo viene dada por
un elemento de

m(V), (18.13)

el grupo fundamental de V. Un elemento no trivial en 7 (V) caracteriza un vortice, y
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dicho elemento determina su niimero de giro en el infinito. Si V = S"~! con n > 2,
entonces

m (V) =0, (18.14)
y no existen vortices. Si n = 2, entonces

i (SY =7, (18.15)
y el nimero entero N es el numero de vortice.

d = 3: El infinito espacial es 5%, una 2-esfera, y las clases topoldgicas vienen dadas por
T2 (V). (18.16)

Si V es un conjunto discreto de puntos o curvas, entonces
(V) =0, (18.17)
y no hay solitones topolégicos. El ejemplo mas simple no trivial es V = S?, para el cual
7 (S?) = Z, (18.18)

y la configuraciéon queda caracterizada por un entero N, el nimero monopolar. Si
Y = 5""! con n > 3, también

m(V) =0, (18.19)
y no existen solitones.

Si un campo escalar lineal es el tinico campo de la teoria, los objetos topoldgicos
correspondientes en dimensiones 1, 2, 3 son: kinks, vortices globales y monopolos globales.
Aunque estos tltimos existen como soluciones de las ecuaciones de campo en ciertos
modelos, su energia es divergente debido a gradientes no triviales en el infinito. En
efecto, para una funcién ¢(r,2), con Q las coordenadas angulares:

Vo = (0,0)7 + i Vi, (18.20)

de modo que si el campo depende de los angulos en el infinito, por ejemplo, en el caso
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de una simetria global U(1), la energia incluye un término

9] 4 9 2 >
EN/ Fd-1 |V g4-1000 ()] dr:C/ r4=3 dr, (18.21)

2
RQ r R0

el cual diverge para cualquier d > 2. Por ello, vortices y monopolos globales no son
solitones reales de energia finita.

Para resolver este problema, podemos transformar el modelo en una teoria de gauge, de
modo que el campo gauge cancele los gradientes angulares; este es el camino seguido
por los modelos de vértices Abeliano—Higgs o los monopolos de 't Hooft—Polyakov. La
otra opcién es exigir que la solucién tenga un tnico valor en el infinito, es decir, que

$o0o(§2) = constante, (18.22)

lo cual ocurre en modelos como el modelo sigma en d = 2 o los Skyrmions en d = 3. En
estos casos, para evitar una energia infinita, el campo debe tener un valor constante en
el infinito, independiente de la direccién. Asi,

¢ ST — Y = {yo} (18.23)

debe ser un mapa constante. En ausencia de potencial, y, puede elegirse arbitraria-
mente; si hay potencial, debe pertenecer a V. Esta condicién permite compactificar
topologicamente el espacio. De hecho,

R?U {o0} =~ 5% (18.24)

Por ejemplo, en dos dimensiones, si consideramos la 2-esfera S? con el polo norte
N = (0,0,1) removido. La proyeccion estereografica desde N define un homeo-
morfismo

m: 8%\ {N} — R%

En general uno puede tener varios puntos en el infinito, pero en nuestro caso
todas las direcciones en el infinito se identifican con un tnico punto co. Extende-

mos entonces 7!

a una aplicacién
®:R*U {0} — 52,

definiendo ®|gz = 7' y ®(00) = N. Por lo tanto R? U {oo} = S2.
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Entonces el campo se prolonga como un mapa basado
¢: 8T —Y, (18.25)
y la clasificacion topoldgica viene dada ahora por
ma(Y), (18.26)
en lugar de m4_1()). En la siguiente seccién veremos el ejemplo Y = S? en d = 2, donde
75(S%) = Z, (18.27)
y los solitones correspondientes son los lumps del modelo sigma O(3).

18.2. Modelo sigma O(3)

Un modelo sigma es una teoria escalar no lineal en la cual el campo toma valores en un
espacio objetivo que es una variedad Riemanniana curva. La estructura mas general en
d + 1 dimensiones espaciales viene dada por el lagrangiano

1
L= Q/ddm Gan(®) 0, 0" O ¢, (18.28)
donde ¢* son campos escalares reales, a = 1,2,..., N,y gq es la métrica en una variedad

Riemanniana M parametrizada por dichos campos. Es decir, el campo del modelo es
un mapa del espacio plano de coordenadas de dimension d al espacio objetivo M. Las
ecuaciones de campo del modelo son

0,0"¢" + ' 0,¢" 0"¢° = 0, (18.29)

donde I'Z, es la conexién de Christoffel. Estas ecuaciones son intrinsecamente no lineales
porque el espacio objetivo no es plano, de modo que no es necesario introducir términos
adicionales no lineales en el lagrangiano.

El ejemplo més simple es el modelo sigma O(3), donde el espacio objetivo es la 2—esfera

unitaria S?. Para formular el modelo parametrizamos el campo como un vector unitario
de tres componentes,

@ = (¢1, P2, 03), (18.30)
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y el triplete de campos reales esta restringido por
¢9* = 1. (18.31)

La densidad lagrangiana, en espacio-tiempo de Minkowski (d 4+ 1)—dimensional, es la de
una teoria libre sin masa, pero con la restricciéon impuesta mediante un multiplicador de
Lagrange:

L= —i (0,0 + A (1= 9%, (18.32)

donde A es el multiplicador, e introducimos un factor i por conveniencia. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange son

;ana —2X¢% =0, (18.33)

aun con A presente. El truco estandar consiste en multiplicar esta ecuacion por ¢* y
usar la restriccién (18.31)

iqﬁ“nga —A=0. (18.34)
Esto permite eliminar A de las ecuaciones de campo, obteniendo
O¢® — ¢%¢"0¢® = 0. (18.35)
Esta ecuacion puede escribirse de manera mas simétrica usando la condicién
;8”(¢“¢“) = " = 0, (18.36)
y también
0, (90" ") = 0,9 0" ¢ + ¢*Op* = 0. (18.37)
Asi, la ecuacion de campo del modelo O(3) toma la forma
O¢® + ¢* 0,¢" 0¢" = 0. (18.38)
En forma vectorial:
O¢p+ ¢ (0,9 - 0"¢) = 0. (18.39)

El nombre sigma proviene de que el modelo puede formularse en términos de campos
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(¢1,¢2,0), donde ¢1 y ¢y son libres localmente y

=/1— ¢? — ¢3, (18.40)

mientras que la denominacién O(3) corresponde a la simetria global del espacio objetivo
S2. que consiste en rotaciones.

Sabemos que, para que la energia sea finita, el campo ¢ debe tender a un vector constante
en el infinito espacial, que sin pérdida de generalidad podemos fijar como

> = (0,0,1). (18.41)

En el vacio, ¢ toma este valor en todo el espacio. Esta condicién de contorno rompe
espontaneamente la simetria global O(3) hasta una simetria O(2) que actia como
rotaciones en las componentes ¢, ¢2. Ademas, el espacio puede compactificarse como

R™ U {oo} = 5", (18.42)
de modo que, a tiempo fijo, el campo queda descrito por un mapa
¢S — 52 (18.43)

El grupo de homotopia relevante es entonces 7,(S5?), lo cual implica que para obtener
soluciones no triviales debemos tomar n = 2, es decir, trabajar en dos dimensiones
espaciales. En ese caso

m(S?) = Z, (18.44)
y toda configuracién queda caracterizada por un entero NV, el grado topologico del mapa ¢.

Al igual que en el caso del kink, podemos introducir una corriente conservada:

jli - ijpgabc ¢a augbb 8p¢c- (1845)

Su componente temporal define la carga topologica
1
T Ar /¢ (ad) : 8¢> drdy = &T/d% EabeEi ¢ 0" ;0. (18.46)

El ntimero @ se interpreta como el niimero de lumps, pues tipicamente hay () regiones
localizadas donde se concentra la energia, cada una con una unidad de carga, aunque
esta imagen deja de ser precisa cuando los lumps se acercan.
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Para encontrar las soluciones, empezamos buscando una cota inferior para la energia,
igual que hicimos con el kink:

E = i/a@ 0, dPx. (18.47)
Consideremos la cantidad
Ff = 0;¢" £ eape €ij #° 0;0°. (18.48)
Es inmediato que
; Y = 0,0 0;0" F Eaveciy ¢ 0i¢ 0;¢°. (18.49)
Puesto que
/d% (FM)? >0, (18.50)

obtenemos la desigualdad de Belavin—Polyakov:

E = i/dlﬁlﬁ ai¢aai¢a Z j:jl/degabcgij ¢a @gbb aj¢c (1851)

Es decir,
E > 27|Q). (18.52)
La cota se satura cuando F'F* = 0, o equivalentemente cuando
0" 0; " F Eapetij 9* 0i" 0j¢° = 0. (18.53)

De este modo reducimos el problema desde las ecuaciones de segundo orden a un sistema
de primer orden.

Veamos ahora, como ejemplo, la solucién explicita de esta ecuacion en un caso particular.

Buscaremos una configuracién correspondiente a () = 1. Esa solucién debe ser simétrica
por rotaciones en el plano (¢1, ¢2), es decir,

¢1 + iy = € F(r), (18.54)
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o, de forma equivalente,
¢1 = F(r)cosb, ¢o = F(r)sin. (18.55)
Pero como
O+ ¢y + 05 =1, (18.56)
redefinimos F'(r) = sin f(r), lo que conduce a
¢1 = cos @ sin f(r), ¢o = sin@ sin f(r), ¢3 = cos f(r). (18.57)

Esta parametrizacién suele llamarse ansatz de erizo (hedgehog ansatz).

Cada vector representa el valor del campo vectorial en un punto del plano R?, que ha
sido enviado a la esfera mediante la proyeccion estereografica tras anadir un punto en el
infinito, el cual se mapea al polo norte de la esfera.

La carga topoldgica de esta configuracién es

Q=g [ /%de 50,800;6° = /%de/m in fr) Lar = Leos f|
~5 /) 7“7“0 Eabcij P 0i9°0; =1 ), i sin f(r) -~ dr = 5 cos .
(18.58)

Por tanto, imponiendo por ejemplo las condiciones de contorno
fO)=m,  f(oo)=0, (18.59)

obtenemos () = —1. En el caso opuesto,

fO)=0,  floo)=m, (18.60)
se obtiene la configuracién soliténica en el sector Q = 1: el campo varia desde
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¢(0) = (0,0, 1) en el origen hasta ¢, = (0,0, —1) en el infinito.

Ahora encontramos la forma explicita de f(r). Sustituyendo el ansatz de erizo en (18.53)

se obtiene
d, 1
d_{“ = sin f, (18.61)
cuya solucion es
f(r) = 2arctan . (18.62)

To

Aqui ry es una constante de integracion. De forma explicita, los componentes del campo
son

2

2rro cos @ 2rro sin @ e —r
r2 473’

¢ = Py = 03 = (18.63)

r2+rg’ rd +r?

051
b 00}

La densidad de energia correspondiente tiene forma acampanada con maximo en el

origen:
21l

E(r) = ——2. 18.64
)= Gt (18.64)

La energia total del soliton estatico, es decir, su masa, es finita:

00 2m 2
2
E = / rdr/ do—=0 = or. (18.65)
0 0 (r* +15)°

lo que corresponde a (18.52) cuando @ = 1.

Podemos intentar generalizar este solitén a dimensiones superiores. Si consideramos un
modelo sigma O(N), el espacio objetivo es S¥~1. Para que exista un grupo de homologfa
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no trivial, el espacio fisico también debe ser S¥~!; es decir, debemos trabajar en N — 1
dimensiones y afiadir un punto en el infinito para compactificar y obtener una esfera.
En este caso se cumple my_1(SV¥™1) = Z. Estos son los requisitos topolégicos para que
existan solitones, pero para determinar si realmente existe una solucién es necesario
resolver las ecuaciones. Para ello, es més sencillo verificar el cumplimiento del teorema
de Derrick. Sabemos que

1

S = 5 A"tz 0, - 0, (18.66)

y bajo un reescalamiento x — Az, la energia de una configuracién estatica escala como
E\) =M E(1) (18.67)
de donde obtenemos
(N-3)E(1)=0 (18.68)

Por tanto, existen soluciones topoldogicamente no triviales sélo para N = 3, es decir
d = 2. Para d = 3 es necesario anadir mas estructuras al lagrangiano para evadir el
teorema de Derrick, como en el caso de los Skyrmions, ...
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