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CAPITULO

Mecanica newtoniana

1. Dinamica de una particula

1.1. Ley de Newton

El objeto de la mecanica newtoniana es la descripcion de la dinAmica de las particulas
con concepto de distancia, tiempo, velocidad y aceleracion. A Newton se deben las leyes
fundamentales de la mecanica:

1. Todo cuerpo permanece en reposo 0 en movimiento uniforme (no acelerado) a
menos que actda una fuerza sobre el cuerpo.

2. Todo cuerpo sobre lo cual actia una fuerza se mueve de tal forma que la variacion
de su momento es igual a la fuerza.

3. Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas entre si, estas fuerzas son de intensidades
iguales y sentidos opuestos.

En realidad, la segunda ley implica las otras.

Sear un vector posicion de una particula (con un cierto orige®) y seav su vector
velocidad. Sabemos que

_dr

= o (1.1)

La cantidad de movimientop de la particula esp = mv, conm la masa del cuerpo.
Por consecuencia de interacciones con campos y objetos exteriores, la particula puede
experimentar fuerzas. La suma vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre una particula
es la fuerza resultante F, de la cual podemos de nir la ley de Newton:

4



Existen sistemas de referencias en los cuales el movimiento de la particula esta
descrito por la ecuacién diferencial

_dp_d
= = a(mv) (1.2)

Si la masa es constante, esta ley se transforma en

dv
F=m dt ma (1.3)

Obtenemos automaticamente que si no hay fuerzas, no hay aceleracion
F=0 ) a=0 (1.4)
Este resultado corresponde a la primera ley.

La tercera ley es conocida como el principio de accion-reaccion. Cuando estamos en
reposo, no hay movimiento entre dos particulas es dear,= 0 o de forma equivalente

F =0. Pero como son dos fuerzas, tenem®s = F,, + F,; conF, la fuerza que ejerce

el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2 y viceversa ples;. Por lo tanto, obtenemos deF =0

que Fi; = F ,; lo que corresponde a la tercera ley.

Los sistemas de referencia donde se cumple la segunda ley de Newton se denominan
sistemas de referencia inerciales. Por lo tanto, en ausencia de fuerzas, una particula
en reposo en un sistema inercial en un instante dado, sigue en reposo en todo instante.
En cambio, los sistemas de referencia no inerciales son sistemas de referencia donde
aparecen términos adicionales en la segunda ley de Newton, que no son asociados a
las fuerzas del sistema. Estos términos adicionales se denominan fuerzas cticias y son
debidos a la aceleracion del sistema.

Por ejemplo, una particula en movimiento rectilineo con respecto al laboratorio sera
visto con un movimiento muy complicado por un mosquito. Por lo tanto, en un sistema

de referencia inercial, las leyes de la mecénica toman su forma mas simple.

Existen una in nidad de sistemas de referencias inerciales, que se mueven los unos con
respectos a los otros con movimiento rectilineo y uniforme. En estos sistemas, las leyes
de la mecanica son las mismas. Eso corresponde al principio de relatividad de Galileo.



Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme, con velocidadn
la direccién Oy.

Las ecuaciones de transformacion para las coordenadas son

8 8 8

3 X=X 3 X=x 3 XT=%
y’=y vt derivando con respecto al tiempo Y=y v ) _yo=y

2 o- 2 5o 2 oo
%=z =z 20=2

Se observan que las derivadas segundas coinciden es decir, las leyes no cambian entre
dos sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme.

1.2. Momento

Podemos obtener varios teoremas de conservacion
- Teorema de conservacion de la cantidad de movimiento

Cuando la fuerza total se anulaF = 0 tenemos ‘(’T‘t’ = 0, esto implica quep es constante.
- Teorema de conservacion del momento cinético

Sea una particula de masan y velocidad v localizada enP. ElI momento cinético
respecto a un punto jo O se de ne como

L=rp (1.5)

con el producto vectorial. Por otro lado, de nimos el momento de una fuerza respecto
a un punto O por

N=r F (1.6)



Por lo tanto, tenemos

d d dr
N=r F=r a(mv)— d [_(Tz\l}) it (mv) (1.7)
L
pero como el ultimo termino es nulo, obtenemos
dL
N = m (1.8)

se deduce facilmente que cuandé es nulo, se conserva el momento cinéticb, es
constante.

1.3. Trabajo y energia

Sea una particula de masan, que se mueve del puntal al punto 2 bajo la accion de
la fuerza F. Se de ne el trabajo W del a 2

2
Wi, = F dr (19)
1

con 12 la integral de camino del punto1 al punto 2 y dr la tangente a la trayectoria.

2 to d to t2 d
Wp= F odr= F Sdt=  F vdt=m 2 vt (1.10)
at at
1 t1 11 t1

En la dltima expresion, hemos asumido que la masa es constante y los tiempaeg{)
corresponden al los tiempos cuando la particula se encuentra gny 2 respectivamente.
2d 1

1 1
Wi =m — V% dt= ZmvZ Zmv? (1.11)
 dt 2 2 2 20t



conv; Vv (tj) parai =(1;2). Por lo tanto, observamos la apariciéon de una cantidad
importante llamada energia cinética

1
T= émv2 (1.12)

lo que implica que el trabajo entre los dos puntos &¥,, = T, T ; es decir, depende
solamente de la diferencia entre la energia cinética que posee la particulazen la
energia cinética que posee eh. Cuando esta diferencia no depende del camino tomado,
se llama una fuerza conservativa. Deducimos autométicamente que para una fuerza
conservativa la integral de la fuerza sobre un camino cerrado es nula.

F dr=0 (1.13)
Usando el teorema de Stokes, obtenemos

Fdr= (r F) dS=0 (1.14)
C S

con C un contorno cerrado yS el area encerrado po€. Dado que esta relacion se aplica
a cualquier trayectoria cerrada y, por ende, a cualquier super cie, podemos inferir que

rF=0 (1.15)
es decir,
F=rv (1.16)

con V la energia potencial, el signo es por convencion. En el caso de una fuerza
conservativa,

2 2 2 2 2
@V @V @V
Wi = F dr= rv dr= ——dx —_—d —dz 1.17
. 1 1 1 @x 1 @y Y 1 @z ( )
2
- dv =V, V, (1.18)

1

Pero como W, =T, T ; para una fuerza conservativa, obtenemos que

Ti+Vi=T,+V, (1.19)



lo que corresponde a la conservacion de la energia total de una particula

E=T+V (1.20)



2. Oscilaciones

2.1. Resorte

Cuando se obliga a un cuerpo a cambiar de forma, la fuerza deformadora es proporcional
a la deformacién. Esta fuerza puede consistir en:

- aumento de longitud (resorte helicoidal)
- en una exion (resorte plano)

- torsidon de una banda alrededor de su eje

La ley de elasticidad de Hooke nos dice que: La fuerza es proporcional a la extension.

Es una ley empirica por lo tanto no tiene fundamentos ni demostracién pero funciona.
Fue publicado en el afio 1678 : ut tensio, sic vis (como la extensién, asi la fuerza), es
decir la extension es proporcional a la fuerza.

La ley de Hooke funciona solamente en un régimen de pequefias elongaciones
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Consideramos una masa puntuam, obligada a moverse segun una recta ja, por medio
de un resorte elastico, de constante. El resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
gue se opone a la elongacion.

F=kX x o) (2.1)
con X la longitud natural del resorte (sin tension).

Imaginamos una elongacion en la direccion x, es decir x o> 0, pero como la fuerza
se opone a la elongacion, la fuerza debe estar en la direcce®n, lo que corresponde a
la forma de la ley

F=kxX x o)ex (2.2)

El mismo razonamiento se puede hacer en el caso de una compresion, es decir cuando
X X o<0.
El movimiento de la masa m, después de la elongacion, es solucion de

ma=F (2.3)
, mee = K(X X o)ey (2.4)
, e+ ;(x X 0)=0 (2.5)

Como X, es una constante, de nimos = X X o, 0 que transforma la ecuacion en la
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ecuacion de un oscilador armonico
*+1 2 =0 (2.6)
donde se ha de nido ' = k=m > 0. La solucién puede ser escrita de la forma
(t) = cos(it+ ) (2.7)
es decir tenemos
X({t) =x o+ cos(it+ ) (2.8)

Observamos que la particula oscila alrededor de la posicion de equilibtipcon periodo

S

2 k
T= T I = - (2.9)
La energia cinética de la masa es
1 1 5, .,
T= émf = ék sin?(It+ ) (2.10)

La energia potencial puede ser obtenida calculando el trabajo necesario para desplazar
la masa m a una distancia x. Como

W= F:dx (2.11)
obtenemos
dW =F dx=k(x x o)dx=kd (2.12)
lo que nos permite obtener
W = ;k 2+ constante (2.13)

de lo cual identi camos la energia potencial
V = ék(x X o) = ék cog(lt+ ) (2.14)
Es ahora facil veri car que la energia total es constante
|

1, ,h.
E=T+V = ék 2 sirf(lt+ )+cos 2(It+) = é|< 2 (2.15)
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Hay dos maneras de representar la solucion.

En la primera representacion, consideramos la evolucion de la posicion en el tiempo o en
la segunda tenemos una representacion paramétrica en el cual el pardmetro es el tiempo.
Tenemos

X(t) = cos(it+ ) (2.16)
X(t) = !sin(lt+ ) (2.17)
por lo tanto
X2, = o1 (2.18)

pero como E =k 2=2, tenemos

X2 X
+ =1
2E=k 2E=m

(2.19)

lo que representa una familia de elipses, llamadas curvas de Lissajous. Este espacio es
llamado el espacio de con guracién, y se reemplazamos la velocidad por el momento, lo
gue es trivial en nuestro caso, hablamos de espacio de fase. Cada trayectoria del espacio
de fase corresponde a un valor de la energia del oscilador. Por lo tanto, dos trayectorias
del espacio de fase no pueden cortarse.

2.2. Péndulo simple

Consideramos un péndulo simple (a diferencia de un péndulo
fisico) de nido por una masa puntualm, suspendida mediante
un hilo inextensible y sin peso de longitud L.

La masa m esta sujeta a dos fuerzas:
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- La gravitacién
Fqy=mg(cos e; sine )

- La tensién del hilo
T=Te ,

lo que nos permite obtener a partir de la ley de Newton
ma= Te ,+mg(cos e, sine ) (2.20)

Para obtener la aceleracién en el sistema de coordenadas polares, consideramos las
derivadas del vector OM que conecta el centro O de la masa en el punto M.

OM =Le , (2.21)
) v=L e (2.22)
) a=L % L e (2.23)

lo que implica

8
< mL°®= mgsin
5 (2.24)
mL <= T +mgcos
La segunda ecuacion nos permite calcular la tensién del hilo sobre la masa
T =mgcos +mL 2 (2.25)
Aunque la segunda ecuacion nos da la dinamica de la masa m.
o, 9. _
+ Esm =0 (2.26)

Es interesante observar que la ecuacion es independiente de la nrasé&s una ecuacion
no-lineal, se puede resolver numéricamente. Pero si consideramos pequefias oscilaciones
alrededor de =0 es decir 1 podemos hacer una expansion en serie

sin ' (2.27)
lo que implica

e, 9 _
+ 2 =0 (2.28)



es decir un oscilador arménico de frecuencig k g=L. La solucién es
(t) =Acos('t+ ) (2.29)

de la cual podemos obtener el periodo de oscilaciones
S

T==2 = (2.30)

Observamos que cuando L aumenta, el periodo aumenta.

2.3. Osciladores acoplados

Consideramos tres resortes con con-

stantes Ki; ko; k3) y dos masas ifny; my).

Queremos estudiar las oscilaciones (el

movimiento) de las dos masas. Llamemds; x,) los desplazamientos de cada una de las
masas a partir de su posicion de equilibrio. Las variables;{x,) son positivas cuando
se mueven hacia la derecha.

Si X; Y X2 se mueven hacia la derecha

- el resorte k se estira de x
- el resorte k se deforma de x X 4
- el resorte k se comprima de x

Se considera que los resortes tienen una masa despreciable. Por lo tanto, las Unicas
masas sorm; y m,. Ocupamos la ley de Newton para estas dos masas. Para la masa
my, hay dos fuerzas

k 1X1€x (231)

+ko(X2 X 1)ey (2.32)
y las fuerzas sobre la masa grson

K 3Xzex (2.33)

kK 2(X2 X 1)€x (2.34)
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Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de las dos particulas obtenemos:

dZX]_

msy a2 =k 1 Xxp+ka(X2 X 1) (2.35)
d?x

mZdez: kK 3X2 k 2(X2 X 1) (2.36)

Hemos obtenido dos ecuaciones diferenciales acopladas. Para el estudio, consideramos
un caso particular, cuandom=m, myk ;=ksz k

d2X1

mWZ kx 1+k2(X2 X 1) (237)
d?x
mﬁ: kx 2 k 2(X2 X 1) (2.38)

Sumando y restando las dos ecuaciones, tenemos

2

m@(xl*‘xz): k(X 1+X2) (2.39)

2

m@(xl X 2)= (2k 2+k)(x1 X 2) (2.40)

Son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, desacopladas. De nimos

S ___ S
k k + 2k,
.= —; Iy= 2.41
1= o le= (241)
La solucion es
X1+ X, =AcCo0S (I it+ 1) (242)
X1 X o=Bcos(! ,t+ ) (2.43)
es decir
A B
X1 = Ecos(!1t+ 1)+ Ecos (f,t+ ) (2.44)
A B
Xp = 5cos(!1t+ 1) Ecos (Iot+ ) (2.45)

(A;B; 1; »2) son constantes de integracion y representan las condiciones iniciales. Por
. . . L. 0
ejemplo, imaginamos que inicialmente se desplazan las masasx@é y x(z) y las
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velocidades iniciales son nulas, obtenemos

0 4y © 0) (0)

X1(t) = Xsz cos (1 1t) + % cos (! ,t) (2.46)
Xo(t) = X xg) oo (111) (10)2(20)003 (1,1) (2.47)
Six? =x 9 obtenemos
x1(t) = x ¥ cos (1) (2.48)
Xo(t) = x @ cos (11) (2.49)

lo que implicax;(t) = x»(t) es decir se mueven en fase. El resorte central no sufre
ninguna deformacion y por lo tanto, no ejerce ninguna fuerza sobre las particulas, se
mueven como si no estuvieran acoplados

Se llama un modo normal (movimiento asociado a una sola frecuencia, en este tayo

Hay un segundo modo normal, asociado a la segunda frecuencia. Se encuentro por

x® = x 9 1o que implica

x1= X P cos(l,t) (2.50)

X2 = X 2 cos (1) (2.51)

es decir %(t) = x (1), lo que corresponde a un movimiento en oposicion de fase

Estos dos modos normales son los modos fundamentales del sistema. Cualquier otro
movimiento es una combinacién de estos modos. Por ejemplo

(0) (0) (0) (0)

X + X X X
X1(t) = % cos (11t) + % cos (! 5t) (2.52)
I {z ol {z }
modo normal 1 modo normal 2
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Otro caso interesante que podemos ver es cuandd x 0

X(O)

X1 = % [cos (11t) + cos (! t)] (2.53)
X(O)

Xp = %[cos (11t) cos(! ,t)] (2.54)

Es una cierta combinacion lineal de los dos modos normales. Usando las relaciones de
los coseno y seno, obtenemos

wy + ! Iy !
xlzx(lo) cos — t cos % > 2t (2.55)
. wp +! R
X2 = X (10) sin %t sin —% 2t (2.56)
Por la ilustracion, consideramos<(1°) =1;!';=1y
! 2 = 2
Observamos una diferencia de fase entre los dos
movimientos y por lo tanto un intercambio de energia.
De hecho, si la energia total es constante, podemos
identi car una energia de intercambio
1 1 1 1 1
E= Zmx¥+ mx¥X+ Zkx?+ Zkx2+ —k(X2 X 1)? 2.57
2 g[ 2 282 2 1 2 2 2 ( 2 1) ( )
1 2
=Zm xXO T 2ew2z st (2.58)
Podemos escribir
1 1 1
Skixz x )?= “kyx? + “kox3 K, 2% (2.59)
ie-) ie-) en;r % de
energia potencial  energia potencial | 9 b
asociada al asociada al Intercambio
oscilador 1 oscilador 2
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Una segunda manera para estudiar estos problemas es de usar matrices. Tenemos las
ecuaciones siguientes (

me; = kKX 1 +Ka(X2 X 1)

mez = kKX 2 K 2(X2 X 1)

Para simpli car aun mas, consideramos k=k, = ks k

( e, = 2kx 1+kX2

m>(2=kxl 2kx 2

Podemos de nir un vectorX = il , una matriz M = I‘(T)l 2] y uma matriz
| 2
2k k
Tk
MX = KX (2.60)

Buscamos soluciones de la form¥4(t) = Ae'' con A un vector constante. Obtenemos

2MA = KA M K =0 2.61
) ( M 12 (2.61)

matriz

} vector

Hay una solucion trivial A = 0 es decir x,(t) = X»(t) = 0. Una solucidon mas interesante
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es cuando

det M K =0 (2.62)
es decir
!
det 2M K =det m2k2k mk22k = 2km 2°k?2=0
5 2 (k:m E qEn ( I
, 2k m =k ~ 3k=m ' q3k:m o

con(! 1;!,) los modos normales. Los vectores propios corresponden al ve&torEs
facil veri car que el vector propio asociado a | es

A= (2.63)
con una constante. Mientras que para el segundo valor propio,,! tenemos
A= (2.64)

con otra constante. La solucién nal es una combinacién lineal de estas soluciones
! ! ! !

1 1 i 1 i 1 i
XM= 1 e+ A S 1 e+ , . ¢ 2t (2.65)

lo que podemos escribir

X() = i cos(I;it+ )+ 11 cos(lot+ ) (2.66)
!
Pero como X(t) = ilgg , Obtenemos
2
X1(t) = cos(! it+ 1)+ cos(! t+ ) (2.67)
Xa(t) = cos(! 1t+ 1) cos(! t+ ) (2.68)
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Si queremos resolver el problema genérico, podemos calcular el determinante

!
ki+k, m 4 2 K 2

det k2 k2+k3 m » 2

=0
es decir los dos modos normales del sistema son

p_
o _ Mi(ka+kz)+mo(ky+kp)

B 2mim-

con

=[m 1(k2+k3)+m2(k1+k2)]2 4m 1my (Kikz + K 1Ks + K 2K3)

21
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CAPITULO

Relatividad especial

3. La velocidad de la luz

Durante muchos siglos, la tradicion aristotélica dominante no considero la luz como un
cuerpo que se desplaza a través del espacio, sino mas bien como una propiedad de un
medio transparente, como el aire 0 el agua. En consecuencia, la propagacion de la luz
en el sentido moderno no era la forma natural de plantear el problema. Sin embargo, ya
en el siglo V a.C., a Empédocles (494, 434) se le atribuye la idea de que la luz es
algo que esta en movimiento y que, por tanto, requiere tiempo para recorrer el espacio,
aunque ese tiempo sea demasiado pequefio para ser detectado por los sentidos. Esta
propuesta fue puramente deductiva y no se bas6 en experimentos.

A comienzos del siglo XI, Ibn al-Haytham (Alhacén, 965 1040) rechazé de manera
decisiva la idea, sostenida por muchos pensadores griegos, incluido Empédocles, de que
la luz es emitida por el ojo. En su lugar, sostuvo que el 0jo es un receptor pasivo de la
luz emitida por los objetos luminosos. Respaldd esta a rmacion mediante experimentos
sisteméticos y un analisis cuidadoso, en particular utilizando argumentos basados en
una habitacién oscura y una abertura (la camara oscura) para demostrar la propagacion
rectilinea de la luz. Asimismo, llevé a cabo un estudio sistematico de la desviacion de
la luz en medios mas densos, fendmeno que hoy llamamos refraccion, a partir del cual
inrié que la luz se propaga mas lentamente en medios mas densos, un efecto que, por
supuesto, no pudo medir cuantitativamente en su época.

En 1638, Galileo (1564 1642) public6é Dos nuevas ciencias, en la que describié un
intento de medir la velocidad de la luz. El dispositivo experimental involucraba a dos
observadores, A y B, cada uno equipado con una farola que podia cubrirse y descubrirse
rapidamente. Situados a gran distancia uno del otro, el procedimiento era el siguiente:
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A descubria su farola; tan pronto como B percibia la luz de A, B descubria la suya; A

media entonces el tiempo transcurrido entre descubrir su farola y observar la respuesta
de B. Galileo sefiala que solo intentd el experimento a una distancia corta y que no
pudo detectar ningun retardo, concluyendo Unicamente que, si la luz no es instantanea,
entonces es extraordinariamente rapida. Un experimento similar con farolas fue realizado
posteriormente por la Accademia del Cimento en Florencia (reportado en 1667), con
las farolas separadas por alrededor de 1:6 km, nuevamente sin observarse un retardo
medible.

3.1. El satélite lo de Japiter

En la década de 1670, los astronomos del Observatorio de Paris cronometraban de
manera sistemética las inmersiones y emersiones de los satélites de Japiter con el n
de construir efemérides precisas, que podian servir como un reloj universal para la
navegacion y la determinacion de la longitud. lo era particularmente adecuado para
este proposito: su periodo orbital es ligeramente inferior a:8zhoras, por lo que los
eclipses ocurren con frecuencia y pueden observarse con buena regularidad.

Durante una visita al Observatorio, Ole Rgmer (1644 1710) observé un patrén claro

y sistematico en los tiempos medidos de los eclipses. Cuando la Tierra se desplazaba
hacia Jupiter, los eclipses de lo ocurrian ligeramente antes de lo previsto por las tablas;
cuando la Tierra se alejaba de Jupiter, los eclipses se retrasaban progresivamente. Rgmer
interpreté correctamente este efecto como consecuencia del tiempo nito que requiere la
luz para recorrer la distancia variable entre la Tierra y Japiter. Propuso la relacion

DTierraJu i

_ piter

tops = —— e (3.1)
C

dondety,s es el tiempo observado del eclipseDriera apiter 1@ distancia recorrida por la

luz.

En 1676, Rgmer anuncio que el eclipse de lo esperado para el 9 de noviembre ocurriria
aproximadamente diez minutos mas tarde de lo predicho a partir de observaciones
anteriores del mismo satélite. Cuando el evento se desarroll6 exactamente como él
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habia anticipado, R@mer concluyd que la luz requiere unos 22 minutos para atravesar el
diametro de la oOrbita terrestre, o de manera equivalente, unos 11 minutos para recorrer
la distancia entre la Tierra y el Sol.

Posteriormente, el matematico neerlandés Christiaan Huygens (1629 1695), en su Traité
de la lumiére (1690), utiliz6 el razonamiento de Rgmer para obtener una estimacion
numerica de la velocidad de la luz. Suponiendo que la distancia Tierra Sol es 11 000
veces el radio de la Tierra, obtuvo

c=33:3R [km]=s: (3.2)

Este valor era notablemente cercano al aceptado en la actualidad, aunque todavia
inexacto debido a una sobreestimacion del retardo temporal y a las incertidumbres
existentes entonces sobre el tamafio de la érbita terrestre. Utilizando el valor actualmente
conocido del radio de la orbita de la Tierra, el mismo razonamiento conduce a

c'2:12 10 ° km=s: (3.3)

Utilizando el método de Rgmer, Newton concluyo en 1704 que, en lugar de tardar 11
minutos, la luz emplea entre 7 y 8 minutos en llegar desde el Sol hasta nosotros. Tras
mas de un siglo de observaciones, Delambre (1749 1822) lleg6 en 1809 a la conclusion
de que la luz tarda 8 minutos y 12 segundos en llegar del Sol hasta nosotros.

3.2. Aberracién estelar y la velocidad de la luz

En 1729, James Bradley (1692 1762) descubri6 la aberracion de la luz y dedujo que la
velocidad de la luz es aproximadamente 10 210 veces la velocidad de la Tierra en su
orbita.

Para entenderlo, necesitamos introducir la nocion de distancia cenital. Sea Z la direccion
cenital unitaria en el observador, es decir la direccién directamente encima y séén

la direccion unitaria de la estrella inferida a partir de la observacion en el instante La
distancia cenital z(t) se de ne como el angulo entre estos dos vectores unitarios:

cosz(t) =nYqt) Z (3.4)

Bradley estudié la estrella Draconis porque pasa casi por el cenit a la latitud de su
observatorio. Cerca del cenit, la refraccién atmosférica es minima y estable, por lo que
la astrometria a nivel de segundos de arco esta mucho menos contaminada. Midio la
distancia cenital de la estrella en el transito meridiano, es decir, cuando la estrella cruza
la linea norte sur. Repitié la medicion a lo largo del afio y encontré quet) varia de
forma sinusoidal con un periodo de 1 afio. ParaDraconis la variacion total fue de
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aproximadamente 40:4% es decir, una amplitud 20:2%

Como Z es jo, la variacion de la ecuacion (3.4) da

zsinz=n °Z (3.5)
lo que implica
n® z
= . : 3.6
z sinz (3.6)

Para conectar esto con la aberracion, necesitamos calcular la relacion entiéy la
velocidad de la luz. Sea la luz propagandose en un sistema iner8aton velocidad

v = cn, donde n es un vector unitario en la direccion real de propagacion. El sistema
del observador (la Tierra)S° se mueve con velocidad u respecto & conu ¢ . La
velocidad observada es

0
o VP _cnou

0_— — .
- =Ccn y - T 5 - T - 37
v'=v u u VG~ jen uj (3.7
El denominador, para u=c pequefio, es

V '

ﬁ nu u2!
i j = 12 —+0 — 3.8
jen uj=c - 2 (38)

M

nu u
=c 1 —+0 — : 3.9
c 2 (3.9
De donde se obtiene

!

n u u?
0= - 1+ — +0 = 3.10
n n c .02 ( )

!
=n E+ M+O Ui : (311)
C c?

Por tanto, el cambio de primer orden en la direccion entre la posicién aparente de la
estrella y la posicion real es

n= i u(n un (3.12)
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En consecuencia,

07 uz z
;= N Z2_uz@unz (3.13)
Sinz csinz

Si de nimos localmente el cenit en la direccion Z y la direccion norte como N, se tiene
n=coszZ sinzN: (3.14)

El signo depende de si la estrella transita al norte del cenit (+) o al sur (). Como
Draconis transita al norte en el lugar de observacion de Bradley, elegimos el signo +,
lo que da
sinz Cosz

—u Z —u N (3.15)
c c

Para valores pequefios de z (cerca del cenit),

u N
' : 3.16
- (3.16)

Como el vector velocidad orbital de la Tierra u(t) rota una vez por afio, se obtiene

z % cos (b); (3.17)

donde (t) es el angulo entre uy N. Por tanto, z(t) es una sinusoide en el tiempo
con periodo de 1 afio, tal como observo Bradley. En la con guracién de Bradley para
Draconis se tiene

mtaxj cos (1) '1,; (3.18)
por lo que, con buena aproximacion, la amplitude de oscilacién es ' u=c.

Como se menciond, para Draconis Bradley encontr

202
60 60 180

u
. 20:2%°= c=10210u: (3.19)

Bradley no tenia un conocimiento preciso de la velocidad de la Tierra, por lo que obtuvo

una relacién entre la velocidad de la luz y la velocidad terrestre.
Hoy sabemos que la velocidad media orbital de la Tierra es:28km s! y que
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c =299792:458km $ , lo que da

S = 10067: (3.20)

Esto implica que Bradley cometi6é solo un error del 1:4%.

3.3. Experimento de Fizeau

Los previos experimentos eran de naturaleza astronomica. En 1849, Fizeau (1819 1896)
realizo el primer experimento de laboratorio para medir la velocidad de la luz, utilizando
un disco dentado. La luz atravesaba una ranura del disco, se re ejaba en un espejo
distante y, al regresar, podia ser bloqueada por el disco si este giraba con la velocidad
adecuada.

En el montaje de Fizeau, la rueda dentada actia como un obturador periédico: tiene
N ranuras y N dientes alternados, es decir,N2 sectores igualmente espaciados. Un
rayo pasa por una ranura, recorre la distancia hasta un espejo lejano y vuelve por el
mismo eje. El punto clave es que, durante el tiempo de ida y vuelta.,, la rueda gira

un cierto angulo; por tanto, cuando el rayo regresa ya no encuentra necesariamente la
misma ranura alineada.

Si la rueda gira lentamente, el avance angular durantg,., €s pequefio y el rayo vuelve

a atravesar la misma ranura: se observa luz. Al aumentar la velocidad de giro, la
rueda avanza mas durante el mismye, Y una fraccion creciente del rayo de retorno
es interceptada por el diente que entra en la trayectoria, de modo que la intensidad
observada disminuye. Para una velocidad particular, el avance durartge, coincide
exactamente con el paso de una ranura al diente adyacente; entonces el rayo que salié
por una ranura regresa justo cuando esa abertura ha sido reemplazada por el diente
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siguiente y la luz desaparece por completo: esta es la primera extincién. Al aumentar la
velocidad, aparecen otras extinciones.

En términos de tiempos, si la rueda gira & rotaciones por segundo, el tiempo para
pasar de una ranura al diente siguiente (medio paso ranuraldiente) es

1
T%paso_ 2Nf ° (3-21)
El tiempo de vuelo es el tiempo de ida y vuelta,
2d
tvuelo = ?; (3.22)

donde d es la distancia rueda espejo.
La condicion de extincién es que, durantgeo, la rueda avance un nimero impar de
medios pasos (ranuraldiente, o ranuraldiente tras varias alternancias):

2m+1
tvuelo = (2m + 1)T %paso = N m=0;1:2;::: (323)
de donde
c= 2d _ 4dNf (3.24)

B tvuelo B 2m+1.

El caso m = 0 es la primera extincién; m =1 es la siguiente extincion, etc.
La condicion de reaparicion (maximo) es que la rueda avance un numero entero de pasos
completos ranuralranura (un nimero par de medios pasos):

m
tyuelo =2MT 1

Loaso~ NF " m=1;2;::: (3.25)

lo que explica por qué, si la primera extincion ocurre &, la primera reaparicion ocurre
aproximadamente a 2f (y la siguiente extincion a 3f, etc.).

Fizeau utilizdé una rueda conN = 720 dientes (y 720 ranuras). La primera extinciéon
se producia para ' 126 rotaciones por segundo, y la distancia entre la rueda y el
espejo erad ' 8:633km, entre Suresnes y Montmartre, de modo que el recorrido total
era 2d ' 17:266 km.
En la primera extincion, el tiempo de vuelo coincide con el tiempo que tarda la rueda
en girar desde una ranura hasta el diente siguiente:

1 2d

= —; = = 4dNf: 2
tvuelo 2Nf’ C tvuelo d (3 6)
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Con N =720, f=12:6s' yd=8:633km se obtiene
c'4 8:633 720 12:6'3:13 10 °>kms=s: (3.27)

Esta medicion fue mejorada por Foucault (1819 1868) en 1862 mediante un experimento
distinto (el método del espejo giratorio), obteniendo

c'2:98 10 *kms?!: (3.28)

En conclusion, tras siglos de estudios, no solo se establecié que la luz se propaga, sino
también que su velocidad es nita y medible. Sin embargo, durante mucho tiempo se
asumio que todo aquello que se propaga debe hacerlo necesariamente en un medio.

3.4. El éter luminifero y su no deteccion

La palabra éter es antigua: en la tradicion aristotélica designaba una sustancia celeste
(el quinto elemento) que llenaria la region supralunar. Esta idea, sin embargo, no es
todavia el éter luminifero de la fisica moderna. El éter luminifero aparece cuando la luz
empieza a pensarse como un fendmeno ondulatorio. En ese marco, por analogia con el
sonido o las ondas en el agua, se asumia que toda onda requiere un soporte material;
como la luz se propaga en el vacio, se postulé entonces un medio extremadamente sutil,
transparente y omnipresente que llenaria todo el espacio: el éter.

En el siglo XVII, Huygens formuld explicitamente una teoria ondulatoria en la que la luz
es una perturbacion que se transmite a gran velocidad ( nita) a través del éter. Newton,
aunque defendia una teoria corpuscular, también especuldé con un medio etéreo para
explicar fenébmenos 6pticos como refraccién e in exion, lo que muestra que la nocion de
un medio sutil estaba muy extendida incluso con fisicos que no pensaban la luz como una
onda. Ya en el siglo XIX, los trabajos de Thomas Young (1773 1829) en interferencia y,
sobre todo, Augustin-Jean Fresnel (1788 1827) en difraccion y polarizacion, consolidaron
la Optica ondulatoria; la polarizacibn empujé a interpretar la luz como una vibracion
transversal, y eso llevé a atribuir al éter propiedades mecanicas muy exigentes, capaz
de sostener esfuerzos transversales y, a la vez, no frenar el movimiento de los cuerpos
celestes. El éter, por tanto, nace histéricamente como el soporte hipotético de las ondas
luminosas en el vacio, heredando el nombre antiguo pero con una funcion fisica distinta.

3.4.1. Fizeau

Diversos experimentos fueron disefiados para poner a prueba la hipotesis del éter. En
1851, Fizeau estudié la propagacion de la luz en agua en movimiento mediante un
interferometro: dos haces recorrian la misma longitud dentro de tubos con agua que
uia, uno a favor de la corriente y el otro en contra, y luego se recombinaban para medir
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el desfase.

En reposo respecto del agua, la luz se propaga con velocidad (para el agua,n’ 1:33).
Segun las transformaciones de Galileo, se esperaria

c
u = o v, (3.29)

lo que daria una diferencia de tiempos (a primer orden en v)

2

L L n
t Gaiileo ﬁ v %"‘V 2Lv c (3.30)
Sin embargo, Fizeau observo
n 2 1 2Lv
t Fizeau ' 2LV P 1 5 T2 (n? 1): (3.31)
lo que corresponde a un arrastre parcial: las velocidades efectivas eran
c 1
u=-v 1 —; 3.32
n n2 ( )

Este resultado coincide con la hipotesis de Fresnel de arrastre parcial (coe ciente
=1 n%) y descarta los dos extremos: = 1 (suma galileanac=n v , arrastre total)

y = 0 (sin dependencia ernv, ausencia de arrastre). En particular, este resultado

muestra que el arrastre total, es decir considerando la suma galileana= = v es

incorrecto.
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3.4.2. Michelson y Morley

En 1887, Michelson (1852 1931) y Morley (1838 1923) realizaron su famoso experimento
interferométrico. El interferémetro de Michelson divide un haz luminoso mediante una
lamina semirre ectora en dos haces coherentes que recorren dos brazos perpendiculares
de longitud L, se re ejan en espejos al nal de cada brazo y regresan para recombinarse.

La interferencia depende de la diferencia de tiempos de ida y vuelta en ambos brazos.
En la hipétesis clasica de un éter estacionario, si la Tierra se mueve con velocidad
respecto del éter, la luz deberia propagarse con velocidad efectiva distinta seguin la
orientacion del brazo con respecto & Al rotar el aparato, la diferencia de tiempos
cambiaria, o que produciria un corrimiento observable de las franjas.

Para el brazo paralelo av, el haz va a favor del viento en un trayecto y en contra en el
retorno, de modo que

|
L L 2Lc 2L 1 2L v
t, = + = == _=- " == 1+ — 3.33
KT o v c+v @ v?2 c ‘c’é c c2 ( )

donde en la Gltima igualdad se expandié a orden (v=c)
Para el brazo perpendicular, en el marco del éter el rayo debe tener un componente

transversal que compense el movimiento del aparato; el Fr)nédulo de la velocidad de la
luz es c, pero la componente efectiva a lo largo del brazo eg® v 2.
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Por tanto,

2L 2L 1 2L 1v2
th = p—-ru=-=—g——"' — 1+ == 3.34
? 2 v? c 1 ¥ c 2 2 ( )

La diferencia (a orden (v=c) es

!
2L v 1v?  LvZ

tt t - - = — 3.35
k =7 c ¢ 2c c3 ( )

Al rotar el interferometro 90, los brazos intercambian sus papeles (el que era paralelo

pasa a ser perpendicular y viceversa), por lo que la diferencia cambia de signo. El
cambio total esperado al rotar es entonces

2Lv?

t ‘2t=
rot Cg

(3.36)

La diferencia de camino Optico asociada ess,,; = C ty, Y €l nimero de franjas (ver
curso de ondas y Optica) que deberian desplazarse es

N= S Clm, 2LV (3.37)

Michelson y Morley buscaron este corrimiento al rotar el aparato (a distintas horas y
estaciones), y encontraron un resultado esencialmente nulo dentro de su sensibilidad
experimental: no aparecié el corrimiento periédico esperado por un viento de éter
estacionario.

Para explicar el resultado nulo de Michelson y Morley dentro de una teoria con éter
estacionario, George Francis FitzGerald (1851 1901) en el afio 1889 y Hendrik Lorentz
(1853 1928) en 1892 propusieron la hipétesis de una contraccion de los cuerpos en
movimiento respecto del éter. En particular, si el brazo paralelo al viento de éter se
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contrae segun
S

Lk=Lo 1

V2

g, L? =L 0, (338)

entonces los tiempos de ida y vuelta resultan iguales,
Tk = T? ; (339)
Yy no se espera corrimiento de franjas al rotar el interferémetro.

En medio de esta confusién sobre la velocidad de la luz y la posible existencia del éter,
Albert Einstein (1879 1955) formuld, a partir de dos postulados, una nueva teoria.
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4. Invariancia de las leyes fisicas

4.1. Transformacion de Galileo

En mecanica clasica sabemos que existen sistemas de referencia especiales, llamados
sistemas inerciales. En un sistema de referencia inercial, las distancias son euclidianas

y existe un tiempo universal, en el sentido de que las particulas libres permanecen en
reposo o se mueven con velocidad constante en lineas rectas. Se asume ademas que
todo sistema de referencia que se mueve con velocidad uniforme respecto de un sistema
inercial también es inercial.

El principio de relatividad de Galileo establece que las leyes de la mecanica son invariantes
bajo cambios de sistema de referencia inercial. En otras palabras, no existe ningun
experimento puramente mecanico capaz de distinguir entre dos sistemas de referencia
inerciales. Por lo tanto, no existe un sistema inercial privilegiado: todos son equivalentes
y las transformaciones que permiten pasar de uno a otro son simetrias de la teoria. En
este contexto, el tiempo es absoluto.

Bajo una transformacion de Galileo,

t0=t; (4.1)
x%=x v ot: (4.2)

Las velocidades y aceleraciones se transforman como

dx®  dx

a9 - dt V o, (4.3)
d?x%  d?x

- = - 4.4
dtoz2  dt? (4.4)

De aqui se sigue inmediatamente que
d?x© d?x
Moz =M gz F; (4.5)

es decir, la masa no cambia de un sistema inercial a otro y la ley de Newton es invariante
bajo transformaciones galileanas.
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4.2. Distancia invariante

También puede veri carse que las distancias euclidianas permanecen invariantes. De
hecho, en un sistema (8, la distancia entre dos puntos { y x3 es

(X3 x R)*=(xg x )?+ys y)*+@s z )% (4.6)
=(Xg X a)’+(Ys Y A’ +(@Ze Za)°; (4.7)
=(Xg X a)° (4.8)

lo que muestra que la distancia no cambia bajo una transformacion de Galileo.
Este resultado es equivalente a la invariancia del intervalo in nitesimal. Para una
separacion in nitesimal entre los puntos Xy x' + dx', la distancia cuadrada es
x3 o
ds® = dx2+dy2+dz? = i dx dx!; (4.9)
ihj=1
donde j es el delta de Kronecker. Como
X '=x' (v o)t ) dx %=dx'; (4.10)

se obtiene

ds’?=ds?: (4.11)

Convenciéon de suma de Einstein: si un indice aparece exactamente dos veces

en un mismo término, una vez como subindice y una vez como superindice, se en-
tiende que se suma sobre todos sus valores; un indice no debe aparecer mas de dos
veces en un mismo término.

Usando la convencion de suma de Einstein, la distancia in nitesimal se escribe de manera
compacta como

ds? = dx' dx; (4.12)

en lugar de expresar explicitamente la suma doble

x3 o
ds® = i dx' dx: (4.13)

i;j=1
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4.3. Céalculo de Ricci

En la seccion previa introdujimos la notacién de Einstein, que forma parte de un marco
mas amplio conocido como el célculo de Ricci, es decir, el conjunto de notaciones y
convenciones empleadas en el estudio de tensores. En este curso adoptaremos un punto
de vista simple: un tensor sera, esencialmente, un objeto con indices. Para una discusion
mas formal y general, se remite al curso de métodos matematicos.

La primera convencion se re ere al tipo de indices utilizados. Los indices latinos
I;j;a; b; se emplean para describir componentes espaciales. Por ejemylalenota

la componentei de un vector tridimensional (o bidimensional::). Mas adelante intro-
duciremos vectores de espacio tiempo, es decir, objetos que no poseen tres componentes
sino cuatro. En ese caso utilizaremos indices griegps , escribiendo por ejemplw .

Con esta notacion se sobreentiende que el vector es cuadridimensional y que sus com-
ponentes son\’; v;v?;v3), donde Vv° representa la componente temporal wt; v?; v3)

las componentes espaciales. Cabe sefalar que en algunos libros la componente tempo-
ral se denota coma/* en lugar dev®; se trata simplemente de una convencion alternativa.

Podemos introducir la nocion de vector, es decir un objeto con componentes. En una
base dada podemos escribir

Vi (i=1;:::n); (4.14)

donde el indice arriba indica un componente contravariante. Un covector se escribe con
indice abajo, es decir componente covariante,

Wi (4.15)
y actia sobre un vector para dar un escalar:
WiV (4.16)

es decir el producto escalar entre vy w. De hecho, podemos subir y bajar indices con
la delta de Kronecker
8
_<1 |:J7 j — . (417)
1 : 0 |6:j, ij o .
y satisface

i . ik: (418)



Con esto, se bajan y suben indices asi:

Vi = Vj; (419)
wo= Tw: (4.20)

En particular,
WV = wy (4.21)

lo que corresponde al producto escalar entre los 2 vectores
D SIS o
WV iwv =wivi+wiZ+wihi=w v (4.22)
i=1 j=1

Podemos notar que el indice de suma puede cambiarse por otra letra sin que el resultado
se modi que; a este tipo de indice se le llama indice mudo. En efecto,

WiV = wavh+wov? +wavd = wiv (4.23)
Por lo tanto, la letra utilizada para un indice de suma es irrelevante.

Ademas de la delta de Kronecker que ya hemos introducido, para de nir otro tipo de
producto, el producto vectorial en lugar del producto escalar, se introduce el simbolo de
Levi-Civita " jx , de nido por

"123 = +1; (4.24)
y "ijx cambia de signo bajo el intercambio de dos indices. Ademas,
"jk =0 sidos indices son iguales: (4.25)
De forma equivalente,"x = +1 para permutaciones pares de (12;3) y "jx = 1 para

permutaciones impares. Obtenemos
(@ b) i =" b (4.26)
Por ejemplo, sabemos que

(a b) '=a?P® a1 (4.27)
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Usando (4.26)

@b) *=(@b) i "=(b) ,
=" 1jk a.J H( =" 123 a2b3 +" 135 a3b2 = a2b3 a 3b2 (428)
Se puede facilmente demostrar que en 3 dimensiones
"ijk wimn  — jm kn jn km: (4_29)
De aqui se obtiene, por ejemplo,
(@ b) (c d=(@ c)b d) (a d)yb c): (4.30)
De hecho,
(@ b) (c d)= T@b)i(cd ;=" jnald" jpcPd
= ikm e akbmcpdn :( kp mn kn mp) akldmcpdn
=a "Gy a *H"cudk = (@4c)(bMdm) (@ “di)(b™cm)
=(a c)b d) (a d)b c) (4.31)

4.4. Ecuaciones de Maxwell

Hemos visto que las transformaciones de Galileo dejan invariantes las distancias y las
aceleraciones y, en consecuencia, también las fuerzas. Sin embargo, ya era conocido
que las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo transformaciones galileanas. De
hecho, en un sistema inercial, las ecuaciones de Maxwell se escriben como

r B=0; (4.32)
r eE= —; (4.33)
0
@B,
r E= @t (4.34)
1@E_
r B 2@t oJ: (4.35)
Pero, de las transformaciones (4.1,4.2) obtenemos
@_ote, @k ,_ @ 0
at @@+ @t re= @t Vor (4.36)

@_0%@,k ate_ @

@x @x@% @@t @% 437
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es decir

gtz @(‘i Vot (4.38)
r=r ©° (4.39)

Ademas, como la masa y la cargg no cambian de un marco inercial a otro (hecho
experimental), y dado que las distancias no cambian entre dos sistemas de referencias
inerciales R) y (R9Y, el volumen tampoco cambia. En consecuencia, la densidad de
carga es la misma en ambos marcos

= ¢ (4.40)
es decir
tx)= qt%x9 (4.41)

con la transformacion (4.1,4.2), es decir, la densidad es la misma, cuando se evalta en el
mismo evento usando 2 sistemas de coordenadas diferentes.
Ademas, si J = v, entonces bajo una transformacién de Galileo

v =wv =3 v o (4.42)

Finalmente, para las fuerzas, usando la ley de Lorentz y la invariancia de la ley de
Newton,

F=q(E+v B)=q(E °+v°B 9 (4.43)
obtenemos
E+v B=E °+(vv o) B°=E°v,B%%v B ?° (4.44)
y como deben ser iguales para cualquier velocidad v, obtenemos
B°=B; EY=E+v , B: (4.45)
lo que nos da en el nuevo sistema de referencia
r®B%=r B=0; (4.46)

por lo tanto, la ley de Gauss para el campo magnético es invariante. De forma similar,
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la ley de Faraday es invariante

B B
r°E°+@@q=r (E+v o B)+ %t+(vo NB;
=r (v o B)+(v o rB: (4.47)
Pero
r oB) = ikr!(vo B) “= jxr! " (vg)mBn= ik “™ (Vo)mr ! By

= 6 MVt 'Ba= (™ " " ™) (Vo)mr ! B
(Vo)ir "Bn (v o)ir ! Bi = (v o)jr ! B;
((v o nNB) ; (4.48)

Hemos usado "B, =r B =0y la notacion

r @@1 (4.49)
lo que se escribe también; @En conclusion
r®E %+ %?:o (4.50)
Finalmente las leyes de Gauss y de Ampeére no son invariantes
0
r°E® —=r (E+v o B) —=r( oB=v , (r°B9%6=0; (4.51)

0 0

donde hemos usado que

r (v o By=r "(vo B) i=r ' j(Vo))B¥=(vo) jkr 'B¥= (v o) jxr 'B¥

=\ o)(rB) j=V o (rB) (4.52)
y nalmente
!
ropgo Clzcgps 0J0=r B (:12 gt+vo r (E+vgy B) od Vv o)
1 B 1
el %t aWVo NE+V o B)*  oVo

6=0 (4.53)
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Las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo transformaciones galileanas.

Esto signi ca que, mediante un experimento electromagnético, seria posible distinguir
entre distintos sistemas inerciales. En consecuencia, deberia existir un sistema inercial
privilegiado con respecto al cual los demas se mueven con velocidad constante: el éter.
Pero, como hemos visto, ningun tipo de éter era observable.
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5. Fundamentos de la Relatividad Especial

5.1. Postulados de la Relatividad Especial

Hemos visto que las leyes de Newton son invariantes bajo transformaciones de Galileo,
mientras que las ecuaciones de Maxwell no lo son. Ademas, la teoria electromagnética
predice la propagacion de ondas electromagnéticas que no parecen requerir un medio
material de soporte como el éter, cuya existencia nunca fue observada experimentalmente.
En este contexto de confusion y contradicciones tedricas, Einstein postulo:

1. Principio de relatividad: todas las leyes de la fisica tienen la misma forma
en todos los sistemas de referencia inerciales. Todos los observadores
inerciales son equivalentes.

2. Constancia de la velocidad de la luz: la velocidad de la luz en el vacio
tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia inerciales.

El primer postulado implica que no existe un movimiento absoluto observable; por tanto,
un éter entendido como marco inercial privilegiado no tiene contenido fisico operacional.
El segundo postulado es consistente con el primero: si la rapidez de la luz en el vacio
dependiera del marco inercial, se introduciria un criterio experimental para distinguir
observadores inerciales. Este postulado explica el resultado nulo de Michelson y Morley
y arma que, en cada sistema inercial, la luz en el vacio se propaga con la misma rapidez
en todas las direcciones.

Finalmente, estos postulados invalidan las transformaciones de Galileo. En efecto, Si
en (RY un rayo de luz tiene velocidad gconjcy = c, entonces bajo suma galileana
se tendria ¢ = @+ V, de modo que en generajcj & ¢ (por ejemploc, = ¢ V ), en
contradiccion directa con el segundo postulado.

5.2. Cinemética relativista

5.2.1. Espacio-tiempo

Hemos visto quec desempeiia un papel fundamental: su valor constante modi ca de
manera radical los conceptos de espacio y tiempo. De hecho, como es una constante,
podemos introducir una coordenada temporal con dimensiones de longitud cooho
Esto conduce naturalmente a la nocion de espacio-tiempo, cuyas coordenadas son

(ct;x;y; 2); (5.1)

Un punto del espacio-tiempo es conocido como un evento. En consecuencia, al enviar
un rayo de luz entre dos eventos, es posible medir una distancia a partir del tiempo de
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propagacion o a partid de la distancia espacial.

Dados dos eventos (gt X1;Y1;21) Y (Ct2; X2; V2; Z0), la distancia espacial entre ellos es

q
(X2 X 1)2+(y2 ¥y 1)2+(z2 z 1)% (5.2)

Pero la distancia recorrida también puede escribirse como

c(t2 t 1) (5.3)
Por lo tanto,
c(tz t 1)= ! (X2 X 1)2+(Y2 ¥y 1)+ (22 Z 1)?%; (5.4)
es decir
C2(ty t )%+ (X2 X 1)%+(Y2 ¥ 1)2+(z2 z 1)?=0: (5.5)

Dado quec tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia inerciales, esta
relacion se cumple en cualquiera de ellos. Es un invariante.

c?t?+x 2+y %2+2z 2=0; (5.6)

5.2.2. Simultaneidad

Dos eventos simultaneos en un sistema de referencia inercial no lo son necesariamente
en otro: la simultaneidad es relativa.

Consideremos un tren que se desplaza con velocidad constant®esde el punto medio

del tren se emiten dos rayos de luz en direcciones opuestas. Para un observador situado
en el tren, ambos rayos alcanzan simultaneamente los extremos, ya que recorren la
misma distancia y, por hipoétesis, la luz se propaga con la misma velocidadn ambas
direcciones.
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Para un observador externo, en cambio, la situacion es distinta. Aunque la velocidad de
la luz es la misma para ambos rayos, el tren esta en movimiento: el extremo trasero se
acerca al punto de emision mientras que el extremo delantero se aleja. En consecuencia,
el rayo que se dirige hacia la parte trasera recorre una distancia menor y llega antes que
el rayo que se dirige hacia la parte delantera.

A diferencia, si el analisis galileano fuese correcto, ambos observadores deberian estar
de acuerdo. En efecto, consideremos quees la velocidad de la luz medida por el
observador en el suelo. En el sistema de referencia del si&ld¢a luz se propaga con
velocidad c en ambas direcciones. Por adicion galileana de velocidades, las velocidades
de la luz medidas en el sistema del tren°Son

% (hacia el frente); (5.7)
c+v) (hacia la parte trasera): (5.8)

Por lo tanto, en el sistema del tren la propagacion de la luz es anisétropa.

El evento de emision ocurre en
x°=0; t°=0: (5.9)
El frente y la parte trasera del tren se encuentran en

0 — L . 0 - L .
Xfrente =+ E ' Xtrasera - 5 .

(5.10)

Los tiempos de recorrido de las dos sefiales luminosas en el sistema del tren son entonces

=2 , _ L=2

frente = ' trasera — :
c+v

(5.11)

Asi, dentro de la fisica galileana, un observador situado en el tren predice que la luz
alcanza primero la parte trasera y luego el frente del tren.

En el sistema de referencia del suel®, la luz se propaga con velocidad en ambas
direcciones. En el instante de emisioh = 0, el punto medio del tren se encuentra
enx =0y, dado que la cinematica galileana asume invariancia de las longitudes, los
extremos del tren estan en

—

Xfrente (O) =+ = Xtrasera (O) = (5-12)

L.
5

N

44



Su movimiento posterior esta descrito por
L L
Xtrente () = 2 +Vt;  Xyasera(t) = 2 +vt: (5.13)
Las trayectorias de los rayos de luz emitidos desde el punto medio son
O wy=ct; x )= ct: 5.14
Xluz ( ) Ct, X luz () cL: ( . )

Los tiempos de llegada se obtienen al intersectar estas trayectorias con las de los extremos
del tren. Para el frente,

L L=2
ct= 2 +Vt ) ot frene = c v ; (5.15)
y para la parte trasera,
L L=2
Ct = E + Vt ) t trasera = CTV (516)

Estos tiempos coinciden exactamente con los obtenidos en el sistema del {fefl).
Dado que en la fisica galileana el tiempo es absolut§= t, todos los observadores
concuerdan en el orden temporal de los eventos.

5.2.3. Dilatacion del tiempo

Consideremos ahora un rayo de luz dentro del mismo tren, emitido hacia arriba y
re ejado de vuelta hacia abajo. Para un observador en reposo dentro del tren, el tiempo
entre dos rebotes consecutivos es

t 0= = (5.17)
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Para un observador externo que ve el experimento moverse con velocidalh trayectoria
del rayo es oblicua y satisface

vt ? ct ?
L2+ — =D2%= - 5.18
2 2 1 ( )
de donde se obtiene
2L
t= 44— (5.19)
cl %
Esto conduce a la dilatacion temporal,
1

2

Siv c ,entonces ' 1y se recupera el limite newtoniano, es decir la universalidad
del tiempo. En cambio, siv 6=0, se tiene > 1y por lo tanto

t>t % (5.21)

El intervalo t°se denomina tiempo propio: es el intervalo medido en el sistema donde
los dos eventos ocurren en el mismo punto del espacio. El tiempo propio es el intervalo
de tiempo mas corto. En otras palabras, en un experimento local, el tiempo medido
por el reloj que acompafia al experimento es siempre menor que el tiempo asignado por
cualquier observador que se mueva con respecto a él.

5.2.4. Contraccién de longitud

Las distancias tampoco son absolutas. Ség la distancia entre dos puntos josA y

B medida en el sistema donde ambos estan en reposo (longitud propia). Un viajero se
desplaza deA a B con rapidezv segun ese sistema, de modo que el tiempo transcurrido
alli es

t= —: (522)

En el sistema del viajero el intervalo temporal correspondiente (tiempo propio del reloj
gue lo acompana) es

t 0= —; = g (5.23)
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Desde el sistema del viajero, el puntd esta en reposo y el punt® se aproxima con
rapidezv. Por lo tanto, durante el intervalo t°la separaciéon disminuye ewv t° lo
gue implica que la separacion inicial (la distancia entrA y B medida en el sistema del
viajero) es

t L
L=vt %=y — = —2; (5.24)

Como >1, setiene L <L, Este efecto se conoce como contraccién de longitud.

5.3. Transformaciones de Lorentz

Hemos visto que la nocidn de tiempo absoluto es incorrecta; en consecuencia, las trans-
formaciones de Galileo no pueden ser exactas. Necesitamos transformaciones entre
marcos de referencia inerciales en las que el tiempo no sea universal.

Consideremos dos sistemas de referencia inercialg} ¥ (S9, con S° un sistema de
referencia a velocidad constante v con respectoSa y busquemos transformaciones que
relacionen sus coordenadas. En general,

t'=ft;xy;2);  x °=g(txy;z); y°=htxy;z);, z°=k(txy;z): (5.25)

Pero una particula libre en §) también es libre en 89, ya que ambos son marcos

inerciales. Por lo tanto, como la trayectoria de una particula libre es una recta; la
transformacion entre 8) y (SY debe llevar rectas en rectas, es decir, debe ser lineal. En
consecuencia,

0= ot+ X+ y+ 3z (5.26)
XP= ot+ X+ y+ 3Z; (5.27)
yO= ot+ X+ Ly+ 3z (5.28)
2= ot+ X+ y+ 3z (5.29)

Supongamos ahora queSY) se mueve con velocidag respecto de §) a lo largo del eje
X. Por simetria, las coordenadas transversales no deben cambiar:

yo=y; (5.30)
z°=z: (5.31)
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Las transformaciones se reducen entonces a

%= ot+ X (5.32)
xX°= ot+ X (5.33)

El origen O° de (S satisface ¥=0, y en (S) se mueve como x = vt. De aqui,
0= ot+ (V) ) 0= 1V (5.34)
y por tanto
x%= 1(x vt): (5.35)
El coe ciente , puede depender de v.

Por el principio de relatividad, la transformacion inversa debe tener la misma forma al
intercambiar x$x % t$t Oy v! v:

x= 1(x°+vt9: (5.36)
Sustituyendo X,
x= [ 1(x vi)+vt 9= 2x+ v(t® t); (5.37)
de donde se obtiene
1 2
= t+ Lx: (5.38)
1V

Si se impusierat=t, setendria =1y
x%=x vt (5.39)

que corresponde a las transformaciones de Galileo. Sin embargo, exigimos ahora que
la velocidad de la luz sea la misma en todos los marcos inercialesx Si ct en (S),
entonces X=ct%en (9. Esto implica

ct®= 1(c Wt (5.40)
ct= q(c+w)t° (5.41)
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Eliminando t y t°

¢ 1
2 _ — .
C2
y por tanto
1
1= Gﬁ ; (5.43)
1 =
donde es el factor de Lorentz.
Las transformaciones quedan entonces
v
9=t X x°= (x vt); y °=y; z°=z; (5.44)
0, de forma equivalente,
0_ Voo,
ct'= ct Ex : (5.45)

La transformacion de Lorentz entre dos sistemas de referencia inercial®} y (S9
es

0= ot Ux :
C
= (x v (5.46)
y'=y;
°=z:

Parav c, setiene '1Yy se recupera el limite galileano:
t0" t; x %'x vt (5.47)

Estas transformaciones se denominan boosts de Lorentz. La transformacién inversa se
obtiene reemplazando v ! v:

ct=  ct+ %xo : (5.48)
x= (x °+vt9; (5.49)
y=y% (5.50)
z=2" (5.51)
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Con estas ecuaciones, la velocidad de la luz es la misma en todas las direcciones. Por
ejemplo, si x = ct en (S), entonces

ct®= (ct vt); (5.52)
x°= (ct vi); (5.53)

lo que implica ¥ = ct?

De manera analoga, si en el sistentd un rayo de luz se propaga en la direccion Su
trayectoria esta dada por

x=0; y=ct: (5.54)

Aplicamos ahora un boost de Lorentz en la direccioxn bajo el cual las coordenadas
transforman como

o= ct % : (5.55)
x0= (x vt); (5.56)
yo=vy: (5.57)

Dado que para el rayo x = 0, se obtiene inmediatamente

tO: t; (558)
lo que implica
tO
t= —: (5.59)
Ademas,
xX°= vt=wvt ¢ (5.60)
yo=ct= 1o, (5.61)

Por tanto, en el sistema $la trayectoria del rayo puede escribirse como
x%= vt © (5.62)

yo= SO (5.63)
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Las componentes de la velocidad medidas ef n

dx®
Vy = o=V (5.64)
dy’ ¢
W= G (5.65)
La rapidez en Sresulta
q > c2 ¥ 2!
V= w2+ (v9R= v2+ = tvetcz 1 Vg =c: (5.66)

Asi, aunque las componentes de la velocidad cambian, la rapidez de la luz sigue siendo
c también en el sistema %

Finalmente, las transformaciones de Lorentz permiten recuperar los resultados discutidos
anteriormente. En particular, dos eventos simultaneos en (S),

(tx1) y (taxe); (5.67)
satisfacen en (§
ctd= ¢ty %xl : (5.68)
ctd= ¢ty %xz : (5.69)
de donde
c(t; t 9= %(Xz X 1); (5.70)

mostrando que no son simultaneos en {S

Asimismo, la dilatacion del tiempo se obtiene de manera inmediata a partir de las
transformaciones de Lorentz. Para incrementos entre dos eventos,

x %= (x vt (5.71)

t %= X (5.72)

v
2

q —
con =1= 1 .
Si en el sistemaS los dos eventos ocurren en el mismo punto del espacio, entonces
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x =0, y la transformacion temporal da
t °= (5.73)

Por tanto, el observador para el cual ese reloj esta en movimiento mide un intervalo
mayor entre los mismos dos eventos: concluye que el reloj en movimiento corre mas
lentamente.

Reciprocamente, si los dos eventos ocurren en el mismo punto del sist&hantonces

x 9= 0. Usando la transformacién inversa,

(5.74)

y como x °= 0 se obtiene
t=t ¢ (5.75)

Cada observador inercial encuentra que los relojes que se mueven respecto de él corren
mas lentamente.

La contraccion de longitudes se obtiene de forma analoga. Consideremos una barra en
reposo en el sistem&°, cuya longitud propia es x°(medida enS° con simultaneidad
t °=0).

Toda medicién de una distancia (longitud) requiere registrar simultaneamente las
posiciones de sus extremos, es decir, imponer = 0 en el sistema donde se realiza
la medida.

Para relacionarla con una medicion en S, usamos
x %= (x v (5.76)
La longitud en S debe medirse con simultaneidad en S, es decir t = 0. Entonces

x 0
x %= x D X = — (5.77)

Asi, la longitud medida por el observador respecto del cual la barra esta en movimiento
es menor que la longitud propia.
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Finalmente, las transformaciones de Lorentz implican necesariamente v < ¢, pues

1
= b (5.78)
1%
soloesreal sil ‘é—j > 0, es decir,
vi<c? 3 v<c (5.79)

La velocidad de la luz constituye asi una velocidad limite.

5.4. Espacio de Minkowski

Sabemos que una transformacioén de Galileo no modi ca la distancia entre dos puntos
del espacio. En efecto,

(x) 2+(y) 2+(2) 2=(x 9P+(y 9P+(z ™ (5.80)
Esto se debe a que, bajo una transformacion galileana,
xX°=x vt ) x %=x (t=0); (5.81)

ya que la distancia se mide a un mismo instante de tiempo. Esta invariancia de ne la
geometria euclidea del espacio clasico.

Las transformaciones de Lorentz, en cambio, no dejan invariante esta distancia euclidea,
sino otra combinacién distinta, lo que implica una geometria diferente. Consideremos
dos eventos tales que

t=0; X; y; z6=0: (5.82)

Bajo una transformaciéon de Lorentz en la direccioén x, se tiene

x %= x; (5.83)
y °=y; (5.84)
z °= z; (5.85)
ct %= % X: (5.86)
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Al evaluar la combinacion

c 2t 9P+ (x YP+(y P+(z )% (5.87)

se obtiene
|

2Vj(X) P AX) FH(y) PH(2) 2= 21 v (x) 2+(y) *+(2) *
c? c?
=(x) *+(y) *+(2) *=c (Y (X *H(y) *+(2) % (5.88)

donde en el Ultimo paso hemos usado que t=0.

Parece entonces que la combinacion
c (1) 2+ (x) 2+(y) *+(2) ? (5.89)

es invariante bajo transformaciones de Lorentz.
En forma general, para un boost de Lorentz en la direcciég los intervalos transforman
como

ct= ct % X (5.90)
x %= (x v1); (5.91)
y °=y; (5.92)
z %= z: (5.93)
Al evaluar la combinacion
c(t P+(x P+(y 9P+(z 9% (5.94)
se obtiene
2 (1) 2+‘§(x) 2 2vtx | + 2 (x) 2+v3(t) 2 2vtx +(y) 2+(z) 2
=c 2(t) 2+(x) 2+(y) 2+(z2) % (5.95)

Esto de ne una nueva nocién de distancia en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones.
El intervalo in nitesimal se escribe como

ds? = ¢ 2dt?+dx?+dy2+dz?; (5.96)
y recibe el nombre de elemento de linea.

54



En resumen, en la mecanica clasica, las transformaciones de Galileo dejan invariante
ds® = dx 2 +dy? +dz?; (5.97)

lo que corresponde a un espacio euclideo. En relatividad especial, las transformaciones
de Lorentz dejan invariante

ds? = ¢ 2dt?+dx?+dy?+dz?; (5.98)

lo que de ne el espacio-tiempo de Minkowski. Aunque se denala?, esta cantidad no
es necesariamente positiva.

Este intervalo in nitesimal puede ser escrito como

NEIDE
ds’ = ¢ 2dt® +dx?+dy?+dz? = dx dx dx dx ; (5.99)
=0 =0
donde
0 1
1 000
“Ho 10
( )= 0 0 1 % (5.100)
0O 001

es conocida como la métrica del espacio-tiempo de Minkowski. Anéloga a la delta de
Kronecker, esta métrica permite bajar o subir indices:

A= A; (5.101)
es decir
Ag= A ¢ A =A% A, =A% Az =A3: (5.102)
También de ne el producto escalar (producto de Minkowski):
X y= XVY: (5.103)
Sabemos que para un rayo de luz se cumple

2dt? = dx?+dy? +dz?; (5.104)
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es decir,

ds? = 0: (5.105)

Por lo tanto, existen intervalos nulos.

Para un objeto que se desplaza con velocidad v,

vadt? = dx 2+ dy? +dz?; (5.106)

y entonces
ds? = ¢ 2dt? + v 2dt? (5.107)
=(v? ¢ ?dt% (5.108)

Siv < c, se tieneds? < 0. Siv > c, se tendriads® > 0, lo que corresponderia a un
movimiento superluminal, el cual es imposible. Dado que siempre ¢ , se concluye que

ds® O: (5.109)

Se dice que el intervalo es de tipo tiempo, ya que en ese caso tiene el mismo signo que
la componente temporal del espacio-tiempo. Por el contrario, @8 > 0, el intervalo es
de tipo espacio.

5.5. Diagrama de espacio-tiempo

Una herramienta fundamental para entender la estructura del espacio-tiempo, es el
diagrama de espacio-tiempo. Como no es posible representar cuatro dimensiones, se
utilizan diagramas bidimensionales o tridimensionales. Se eliminan algunas dimensiones
espaciales por simplicidad. En ellos, la propagacion de la luz de ne el llamado cono de
luz.
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- El cono de luz corresponde a las trayectorias de los rayos de luz. Son trayectorias
nulas, es decir d$= 0.

- Un objeto que permanece en reposo espacial tiene una trayectoria vertical en el
diagrama de espacio-tiempo. Corresponde a una trayectoria de tipo tiempo, para
la cual d$* < 0.

- Un objeto que se desplazara de manera instantanea corresponderia a una trayectoria
horizontal, lo que implicaria una velocidad in nita, lo cual es imposible. Esto
corresponde a una trayectoria de tipo espacio, para la cual’dsO.

- Las particulas libres tienen velocidad constante; por lo tanto, su trayectoria es
una recta en el diagrama de espacio-tiempo.

- Para una linea recta de la form&t = x , la velocidad esv = c¢c= . Por lo tanto,
una trayectoria subluminal corresponde a> 1, es decir, a una recta situada
dentro del cono de luz.

- La trayectoria de una particula en el espacio-tiempo se denomina su linea de
universo.

En resumen, el cono de luz separa lo fisicamente posible de lo imposible en el
espacio-tiempo.
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ct, X(t) X(t) = vt

x(t) =0
X(t) = 2ct

X
Las coordenadasdt; x) corresponden a un observador dado. Para otro observador
inercial que se desplaza con velocidag las coordenadas se relacionan mediar®46)

ct’= ¢t %x - xP= (x vi): (5.110)

La recta c®= 0 corresponde a

ct= %x; (5.111)

es decir, corresponde al eje® en el sistema de referenciac® x9, mientras que la recta
x%= 0, es decir el eje & corresponde a

c
ct= —
v

X: (5.112)

En los dos préximos diagramas, podemos ver facilmente que la simultaneidad es un
concepto relativo.
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ct® ct®
Ct A Ct A

Para comparar escalas espaciales y temporales entre distintos observadores, utilizamos
la invariancia del intervalo:

c2?+x2=c 2%%+x%2 (5.113)

Los puntos de coordenadas constantes en un sistema se transforman en hipérbolas en el
otro, lo que re eja la geometria del espacio-tiempo de Minkowski.

La dilatacion del tiempo se interpreta geométricamente comparando las lineas de
universo.

59



ct?

cty
x 0 /B2
B
ct ct 0 Xo
A -
X

El tiempo propio medido por un observador en reposo es medido a lo largo de la linea
(AB) aunque el tiempo medido por el observador en movimiento es de nido a partir de

(AB9. Observamos facilmente que el tiempo medido por un observador en reposo en
menor al de un observador en movimiento,

t<t © (5.114)

De manera analoga, la contraccion de longitudes se obtiene al medir distancias entre
puntos simultaneos en un sistema de referencia

ct?
ct, A &
X0 B
ct
A B %O
g
Lo g

Tomando en cuenta las diferencias de escalas dibujadas por las hipérbolas en azul,
observamos que

L<L g (5.115)
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Finalmente, ya hemos visto una razén fundamental por la cual no es posible viajar a
una velocidad mayor que la de la luz. En el diagrama de espacio-tiempo observamos,
en el dibujo izquierdo, que un viajero superluminal (en azul) parece desplazarse hacia
el futuro. Sin embargo, en el dibujo derecho, ese mismo viajero es descrito desde un
sistema de referencia que se mueve con velocidaden este caso, el viajero azul se
desplaza hacia el pasado (ver las lineas verde).

En conclusion, si existieran sefales superluminales, siempre seria posible encontrar un
marco inercial en el que dichas sefiales se propagaran hacia el pasado. Esto violaria la
causalidad. Para evitar paradojas causales, es necesario que Vv < C.

ctO
Ct A Ct A

5.6. El grupo de Lorentz

Hemos visto las transformaciones de Galileo y de Lorentz en las secciones anteriores.
Podemos entenderlas también desde otro punto de vista: de nimos una distancia entre
dos puntos y exigimos que las transformaciones entre observadores la dejen invariante.

5.6.1. Caso euclideo en 3D

Consideremos dos puntos del espacio representados por los vectores x y y. La distancia
al cuadrado entre ellos es

kx yk 2=(xy) (xy) (5.116)
iy Dy ) (5.117)

Bajo una traslacion espacial

XOi:Xi+ai; in:yi+ai; (5118)
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se tiene
j X0y XYy Ny= 5y Xy ) (5.119)

por lo que la distancia no cambia. De manera analoga, una traslacion tempardl t + a
tampoco afecta distancias puramente espaciales.

Anélogamente, bajo una rotacion
X% =R x; yoi=Ry" (5.120)
con (R) una matriz de rotacion, obtenemos
0y OOy = RIGRIKE Y Iy ) (5.121)
Como las rotaciones satisfacen
i RkR = (5.122)
se concluye que
i 7y DTy D= ey Iy ) (5.123)

es decir, la distancia euclidea es invariante.

La relacion j; R'\R/| = . puede ser escrita de otra forma
i RWRI =
’ (RT),/RI,| =
! (T W R = (5.124)
, (R DR = w
, R TR=1
lo que corresponde a una matrix ortogonal.
Finalmente, para un cambio galileano de velocidad v en la direccién x,
x%=x1 vt x %2=x2 x%=x3; (5.125)

y de manera analoga parg'. Si medimos distancias a tiempo jo t = 0, entonces
x% = x! y resulta trivial que la distancia euclidea entre puntos simultaneos es
invariante.
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5.6.2. Caso de Minkowski en 4D

De forma similar , podemos preguntarnos, cuales son las transformaciones que dejan
la distancia en 4D invariante. Para el espacio-tiempo, el intervalo (cuadrado) entre el
origen y un punto x es

X X ; (5.126)
y entre dos eventos Xy y es
(xy) 2 x y )x y ) (5.127)
Las traslaciones espaciales o temporales
x> =x +a (5.128)

dejan invariante (x y) 2.

Queremos determinar las otras transformaciones que dejan invariante esta distancia, es
decir, aquellas que juegan un papel analogo al de las rotaciones o al de las transforma-
ciones de Galileo en el espacio euclideo. Por esta razén, consideramos la blsqueda a
transformaciones lineales de la forma

X" = X (5.129)
tales que el intervalo sea invariante:
x°x% = xx: (5.130)
Sustituyendo X = X,
X X = X X : (5.131)

Como esto debe valer para todo x se obtiene la condicion fundamental:

- (5.132)

son matrices 4 4 (16 componentes) y la condicion anterior impone 10 restricciones in-
dependientes, por lo que quedan 6 parametros libre que describen estas transformaciones.
Esta expresion puede ser escrita de forma matricial
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D = (5.133)

Dentro de las 6 transformaciones posible, tenemos las 3 rotaciones espacial

1 0
oR (5.134)

dondeR 2 SO(3) es una matriz de rotacién 3 3. Por ejemplo, una rotacién en el
plano yz es

1 0 O 0
01 O 0
= ) ; 5.135
0 cos sin E ( )
0 O sin CcoS

Se veri ca directamente que satisface

= : (5.136)
Las 2 otras rotaciones, son las rotaciones en los planes (xy) y (xz)
0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0O O
0O cos sin O O cos O sin
= . ; = ; 137
sin  cos OE 0 1 0 E (5.137)
0O O 0 1 0O sin 0 cos

Las otras 3 transformaciones fundamentales son los boosts, es decir rotaciones entre
una coordenada espacial y otra temporal. Un boost puede interpretarse formalmente
como una rotacion con funciones hiperbdlicas, en contraste con las rotaciones euclideas
gue involucrancos y sin . Esta es la razon matemética de que el angulo asociado a
un boost sea la rapidez . Un boost en la direcciénx se escribe convenientemente en
términos de la rapidez :

0 1
cosh sinh 0 O
_ sinh cosh 0 O &
()= % 0 0 1 (,E (5.138)
0 0 01
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La identidad hiperbdlica
cosif sinh 2 =1 (5.139)

garantiza automaticamente la invariancia del intervalo o de forma equivalente la relacion
(5.133).

Como = 1 ‘é—; i 1, podemos parametrizar
_ q
cosh = ; sinh = 2 1: (5.140)
Ademas,
\vi 4
q u 1 u v2 v
21:PlV21=Fl°2V2= p ; (5.141)

2

por lo que el boost se reescribe como
0

0
V)= %o ooi
0

1
(E ; (5.142)
0 0 1

gue corresponde exactamente a la transformacion de Lorentz para movimiento relativo
en la direccion x (5.46). Para las 2 otras direcciones, tenemos

1 0
cosh 0 sinh O cosh 0O 0 sinh
3 0 1 0 _ 3 0 10 0 _
0= sinh 0 cosh O X' 0= 0 01 0 - (5.143)
0 0 0 1 sinh 0 O cosh :

Las 3 rotaciones y los 3 boosts forman el grupo de Lorentz. Al incluir las 4 traslaciones
del espaciotiempo se obtiene el grupo de Poincaré, es decir el grupo que deja invariante,
la distancia entre 2 eventos del espacio-tiempo.

Como hemos visto, un boost en Minkowski es, geométricamente, una rotacion hiperbdlica

en el plano €t;x): preserva el intervalo ¢ ?t? + x2. Sin embargo, de manera formal,
mediante una continuacion analitica puede relacionarse con una rotacion euclidea
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introduciendo un tiempo imaginario. Para ello, de nimos
=ict; (5.144)

de modo que
01 0. 1

ct I
X = %yg % y E (5.145)
V4 Z

Consideremos un boost en la direccién cuya matriz es(5.138) Si ahora tomamos un
pardmetro puramente imaginario,

=i; (5.146)
y usamos
cosh(i) =cos ; sinh(i) =isin ; (5.147)
la transformacion actia sobre el cuadrivector como
0
i o i cos ixsin
% XSE: % sin +Xxcos EZ (5.148)
y y
20 z

Multiplicando la primera componente por i, obtenemos

cos +Xxsin

0 1
%g % sin +Xcos E: (5.149)

Esta ultima transformacién es exactamente una rotacion ordinaria en el plang; k).
En resumen, un boost es una rotacion hiperbdlica entfx), y mediante la sustitucion
formal =ictjunto con =i se obtiene una rotacion euclidea en ( ;x).

5.7. Ley de adicion relativista de velocidades

En relatividad las velocidades no se suman de manera galileana. Supongamos que un
objeto se mueve con velocidad®en (SY, y que (S9 se mueve con velocidau respecto de
(S), todo en la misma direcciorx. La velocidad en ) no esu®+ v. Las transformaciones
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inversas de (9 a (S) son

ct=  ct’+ %xo : (5.150)
x= (x %+vt9: (5.151)
Derivando,
Vo0
cdt=  cdt®+ de ; (5.152)
dx = (dx °+vdt9: (5.153)
De niendo
dx o adx®
u at u i (5.154)
obtenemos
04 04
gz o (@Crvdt) _u o (5.155)
dt dio+ %dx0 1+ U
Esta es la ley de adicion relativista de velocidades:
u+v
En el limite u% ¢ 2 se recupera u'u®+v. Si u®=c, entonces
cC+v
u= 1+7 =c; (5.157)

mostrando que la velocidad de la luz permanece invariante.

Es importante notar que, aunque las velocidades no se suman, para boosts en una misma
direccion las rapidez si se suman. Es decir

(D 2= 1+t 2 (V1) (v2)6= (vit+Vy) (5.158)

Usando (5.140,5.141), tenemos tanh =v=c lo que implica
!

n 1*
—1Nn
>N 7

= arctanh() = (5.159)
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Como bajo 2 boosts, tenemos = ; +

1+
In 1
1+
H 1 -
_ 1t
’ - 1+7

1

», tenemos
!
1+
=1In L %n
Il 1 |
1+ 4 1+ 5
1 1 1

2

Finalmente, considerando = v=c, obtenemos

lo que corresponde a (5.156).

_ Vi1 tVy

- V1V
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6. Cinematica relativista

6.1. Cuadrivelocidad y cuadraceleracion

La ecuacion de Newton es invariante bajo transformaciones de Galileo. Pero si queremos
una formulacion invariante bajo transformaciones de Lorentz, debemos pasar al lenguaje
de 4 dimensiones. Uno podria intentar de nir, a partir de las coordenadas de Minkowski
X , un cuadrivector velocidad comdx =dt. El problema es que esto no es un cuadrivector
de Lorentz, porque el parametro t no es invariante. En efecto, si

x0 = X ; (6.1)
entonces
dx® = dx ; (6.2)

pero el tiempo también cambia. Por ejemplo, para un boost en la direccion x,

dt° = dt édx ; (6.3)
de modo que, en general,
dx° dx
W 6_ E. (6.4)

La raiz del problema es precisamente que el tiempo es relativo.

La forma correcta de resolverlo es parametrizar la linea de universo con un parametro
invariante: el tiempo propio. Se de ne en el sistema instantaneamente comovil, donde
dx°= 0. En ese sistema el intervalo cumple

ds? = ¢ ?d 2 (6.5)
Como d¢ es invariante, en un sistema arbitrario tenemos
ds® = ¢ 2dt®>+dx ?; dx2 =dx?+dy?+dz?; (6.6)
y por lo tanto

c?d?=c 2dt?+dx 2 (6.7)
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Dividiendo por (¢ ),

dx? v?
2 _ 4t 2 — At 2 .
d “=dt 2 dt- 1 @ (6.8)
donde v = dx=dt. Asi,
d = th; = qil : (6.9)

De nimos la cuadrivelocidad como

_dx

: (6.10)

Ahora si,u es un verdadero cuadrivector: bajo una transformacion de Lorentz satisface
ul = u , porquedx transforma linealmente yd es invariante. Sus componentes
se obtienen directamente. Para =0, con £ = ct,

o_ O _ _dt

g —cd—zc: (6.11)
Para =i=1,;2;3,
Codxdxdt L
u-d— EE_V ; (6.12)
y por tanto
u =(c; v): (6.13)

Obtenemos por lo tanto que la norma de Minkowski de la cuadrivelocidad es constante

3
uu = uu =@ 9%+ (@U)? (6.14)
i=1 |
v2
= s W= 1 o o=c? (6.15)
Esto muestra que las cuatro componentes de no son independientes: la condicion
uu = c 2 jauna relacion, dejando 3 grados de libertad, como en la mecéanica newto-

niana, con sus 3 componentes de la velocidad.
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De manera analoga, la cuadriaceleracién se de ne como

4 = du
g
6.2. Cuadrimomento y energia
De nimos el cuadrimomento como
p =mu :

Entonces
pp =m?uu = m ¢
Sus componentes son
p=mu’= mv';

gue es el momento relativisto p = mv, y

. N ' )
Para velocidades pequefias, usando "1 +%‘é72 +

2
0 lv

1 1
=mc'mc 1+ >-—+ = mcz+§mv2+

P 2
Esto sugiere la identi cacion
E .
c'P

La relacién invariante pp = m 2¢? se convierte en
E2 2 2
@ rpi=m e

es decir,

[
E= m2ct+p 2
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tomando la raiz positiva. En el sistema propio p = 0 obtenemos
E=mc? (6.25)

Esta ecuacion signi ca que incluso una particula en reposo posee energia asociada a su
masa; la masa puede convertirse en energia, con un factor enorfe c

Para particulas sin masa, m =0, la relaciéon da
E = pc; pp =0; (6.26)

0 sea, el cuadrimomento es nulo: la particula se mueve sobre el cono de luz y por tanto
siempre a velocidad c.

Una particula sin masa se desplaza siempre a la velocidad de la luz.

6.3. Ley de Newton relativista
La generalizacion relativista de la segunda ley de Newton es

d _

g ; (6.27)

dondef es la cuadrifuerza. Sus componentes se relacionan con las cantidades tridimen-
sionales usuales. De niendo la fuerza 3D como

_ dp, o
F= i P=mV (6.28)
se tiene
i_dp _dpdt _ _
f'= d4 " did - F ' (6.29)

Ademas, como p= E=c,

foo OF | 1dE _ dE

4 " cd " cd (6.30)
Por tanto,
|
dE '
f = —F 6.31
cdt’ ( )
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Por lo tanto, la ecuacion(6.27) corresponde a una generalizacion de la ley de Newton
ademas de una ley de conservacion de la energia.

Podemos también recuperar la relacion trabajo, energia. Compop = m 2¢ es
constante,

d d

Sep)=0 ) p =0 (6.32)

UsandoddL =f y separando componentes,

d d
0 Odpo +p dfp = 0: (6.33)

Multiplicando por d =dt = 1= y usando p® = E=c y dp=dt = F,

E dE
——+p F=0: .34
2 dt p 0 (6.34)
Conp= mvyE= mc 2 estoequivale a

dE

— =V F; 6.35
at " (6.35)
gue es la potencia (tasa de trabajo) realizada por la fuerza F sobre la particula.

Por dltimo, podemos ver una tercera razén de por qué no se puede alcanzarc. En
tres dimensiones,

= —(mv): (6.36)

Considerando que tenemos un movimiento en una sola direccién, tenemos
| |

dv. d d dv

d
F—ma(v)—m a+vdt = +va a0

(6.37)
Como

- 1 - X = - = —_ (638)
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obtenemos

v dv vZ dv
F= +v 3o = 1+ 2= 6.39
m v ¢ dt m ¢ dt ( )
Usando Z‘é—iz 2 1, resulta
d d
F=m 1+ 21 d—\t’=m 3d—\t/: (6.40)
Por tanto,
dv F
o = (6.41)

y no a= F=m. Si queremos mantener una aceleracién nita mientras crece, la fuerza
requerida crece como?®. Enellimitev!c , !'1 ,y se necesitaria una fuerza in nita
para alcanzarv = c. Por eso ninguna particula masiva puede llegar a la velocidad de la
luz.

De otra forma, sabemos que la energia relativista satisface la relacién

q
E= m2c+p 2 (6.42)
y el momento lineal es
mv
p=mv= qil v2: (6.43)

Por lo tanto, para una particula masiva,

2
E=mc?= q% (6.44)

2

Lo que implica, cuando v ! ¢, se tiene ! 1y la energia requerida crece sin limite.
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7. Dinamica relativista

En esta seccion queremos ver algunas aplicaciones, en particular en fisica de particulas.
Consideremos un proceso sin fuerzas externas, es decirf0. Entonces

dp_

f =0 ) o

=0 ) p =constante: (7.2)
En una colision entre particulas, la conservacion del cuadrimomento se escribe como

Pantes = pdespués: (7-2)

Equivalentemente, se obtiene a partir d€6.22) la conservacion de la energia y del
momento lineal

Eantes = E después (7.3)
Pantes = P después: (7.4)

A partir de la conservacion de la energia y del momento, se pueden analizar y calcular
numerosos procesos de colisién y decaimiento. Por ejemplo, se puede obtener la dispersion
de Compton'. Un fotén de longitud de onda incide sobre un electrén inicialmente en
reposo. Tras el choque, el foton sale con longitud de ond&formando un angulo con

la direccion incidente.

El 4-momento del fotdn incidente es

h .. h
p = ?J) ; P = e (7.5)

Isera estudiado en el curso de fisica moderna.
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y el del electron inicialmente (en reposo) es

P. = (MC; 0):
Después del choque,
!
p®= hco; p° 5 pY= hco;
y para el electrén
pe = E: Pe E2=m2c* +p °C:

La conservacion del 4-momento se escribe
— 0 0.
p + pe - p + pe '
Separando componentes temporal y espacial:

h+m2=h °+E;
p=p°+pe
De (7.11) se obtiene

0.

Pe=P P

y por tanto, usando que el angulo entre p y pes

ipei®=ip p 9 =ipj *+ijp 9* 2jpjip Ycos
h'2 ho?_ h' po
= — + — 2 -

C C C C

Insertando (7.13) en la relacion relativista del electrén,

£2 = mic +jp o2

=m2c*+h2 2+h? % 2h 2 Ocos :

Por otra parte, de (7.10):

E =m ¢+ h( 9:

76

COos .

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)
(7.11)
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Elevando al cuadrado (7.15) y comparando con (7.14):
meC + h( ‘)2:m§c4+h22+h2 02 2h 2 Ocos : (7.16)
Desarrollando el lado izquierdo,

m2c* + h ?( 92 + 2hm «c( % =m2c*+h? 2+h? % 2n 2 Ocos: (7.17)

Usando H( 92=h2 2+h2 02 21 2 0 se cancela todo salvo
2h 2 %+ 2hmocX( %= 2h 2 O%cos ; (7.18)
y por tanto
2hmec?( 9=2h? 91 cos): (7.19)

Dividiendo por 2h ©

MeC 10 1 =h(1 cos ): (7.20)

Finalmente, usando =c=y O%=c= ¢

1 1 0 0
- Z=_ _-= : 7.21
0 cC ¢C c '’ ( )
se obtiene
0
MeC =h(1 cos); (7.22)
es decir
0 = 1 cos); 7.23
(L cos) (7.23)

gue es la formula de Compton.
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CAPITULO

Mecanica lagrangiana

8. Formalismo

8.1.

Motivacion

Se suele preferir la mecénica lagrangiana a la newtoniana por:

Generalizacion a distintos sistemas de coordenadas: El formalismo la-
grangiano ofrece un marco mas general que puede aplicarse a una gran variedad
de sistemas de coordenadas, incluidas coordenadas generalizadas que resultan mas
naturales en muchos problemas (por ejemplo, coordenadas polares en movimientos
de rotacién). Esto es especialmente util en mecanica celeste, donde se emplean
con frecuencia coordenadas no cartesianas.

Simetrias y leyes de conservacion: La formulacion lagrangiana esta ligada

al principio de minima accion, del cual se leen las simetrias del sistema. Estas
simetrias se traducen en leyes de conservacion mediante el teorema de Noether, lo
gue facilita identi car y explotar invariancias en sistemas complejos.

Tratamiento de restricciones: El formalismo lagrangiano es particularmente
adecuado para sistemas con restricciones (ligaduras). Estas pueden incorporarse
mediante multiplicadores de Lagrange, obteniendo ecuaciones de movimiento que
satisfacen automéaticamente las condiciones impuestas.

Puente natural hacia la mecanica cuantica: Este formalismo encaja de
manera directa con la mecéanica cuantica y la teoria cuantica de campos, y por eso
es el lenguaje estandar para describir particulas e interacciones de campos.

Elegancia y economia matematica: En muchos sistemas, el formalismo la-
grangiano produce expresiones mas compactas y estructuradas que la formulacion
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newtoniana, sobre todo en dindmica con varios grados de libertad o en espacios de
mayor dimension.

8.2. Principio de Fermat

El principio de Fermat a rma que, entre dos puntosA y B, la trayectoria seguida por

la luz es aquella para la cual es extremo el tiempo de propagacion a lo largo del camino.
En un medio isotropico y estacionario, la rapidez local de la luz es

v(X) = (8.1)

n(x) "’
de modo que el tiempo empleado por la luz al recorrer un elemento de longitud ds es

_ds _ n(x) .
dt = 00 — - ds: (8.2)

Por tanto, el tiempo total de viaje a lo largo de una curva que une A con B es
1
T[]= dt = p n(x) ds; (8.3)

y el principio de Fermat se escribe como
|

T=0 , n(x) ds. =0: (8.4)

Esta forma es la que se usa en la practica: la trayectoria real es aquella para la cual una
pequefa deformacién del camino no cambia el tiempo a primer orden, considerando los
puntos extremos jos.

Un ejemplo inmediato es la ley de Snell. Consideremos dos medios homogéneos con
indices constantesi; (arriba) y n, (abajo), separados por una interfaz plana. Sean

A =(Xa;ya)conys > 0y B =(Xg;ys) conyg < 0. El rayo cruza la interfaz en un
punto P = (x; 0), que es el Unico grado de libertad geométrico. El tiempo de viaje en
funcion de x es

q q
TEO= T x A?HYE + 2 (ke X) ZHYE: (8.5)

La condicion de Fermat impone dT=dx = 0, es decir

dT n X X n Xg X
=——="1g A 2 q—"8 : (8.6)
C (xg X) 2+y}

A © K eyE
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Si 1y »2son los angulos que forman los rayos incidente y transmitido con la normal a
la interfaz, entonces

. X X : Xg X
sin 1= ¢ A 2; sin ,= ¢ B 2; (8.7)
(X X a)2+Yy: (Xg X) 2+yg
y la condicion anterior se convierte en
nisin 1 =n,sin »; (8.8)

que es precisamente la ley de Snell.

La interpretacion fisica se ve desde la Optica ondulatoria. Una onda monocromatica
acumula una fase proporcional al tiempo de propagacion:

[1='T[]= IC n(x) ds: (8.9)

El campo observado eB puede entenderse como una superposicion de contribuciones con
distintas fases; cuando la fase cambia rapidamente al variar el camino, las contribuciones
vecinas llegan desfasadas y se cancelan por interferencia. En cambio, alrededor de los
caminos para los cuales =0 (equivalentemente T = 0), las fases de contribuciones
cercanas cambian muy poco y se refuerzan coherentemente. En el limite de longitud de
onda pequefia, estos caminos dominantes son los rayos.

8.3. Principio de minima accién

Conociendo dos eventoA y B, queremos determinar cual es el camino seguido por la
particula. Para la luz, el principio de Fermat a rma que la trayectoria real hace extremo
el tiempo de propagacion,

dt =0; (8.10)

lo que en un medio isotropico y estacionario equivale a n(x)ds = 0. Para una
particula masiva, la magnitud fisicamente relevante no e, sino el tiempo propiod
medido por un reloj que acompafia a la particula. Por ello de nimos la accion
B
S mec ? d; (8.11)
A

y postulamos que el camino real es aquel que extremBaEn efecto, el signo global
no tiene relevancia: si se hubiera de nid® + mc? f d se habria hablado de una
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maximizacion en lugar de una minimizacién. Por esta razon, en general se habla de
extremizar S. El tiempo propio aparece como generalizacion relativista del tiempo
universal t. Tenemos

s 18 1 0BO——— 1t dx dx
dg=1 Pzt dx dx = = P Gt (8.12)
A C A C A C , dt dt
En coordenadas cartesianas,
dx dx 2 2
- = : 8.13
at at ¢V (8.13)
Por lo tanto,
B t S 2 t 2!
B B lv
d = 1 at 1 - e (8.14)
A th c? th 2cC
En resumen, tenemos
B tg 1
S=mc? d'mc g ta)+ “mv 2 dt: (8.15)
A ta 2

El término mc?(tg t A) es constante, de modo que el camino que extremiza el tiempo
propio es el que minimiza la energia cinética.

Este calculo considera relatividad especial en ausencia de fuerzas o potenciales, por
lo que aparece Unicamente la energia cinética. La relatividad general incorpora estos
efectos y establece que, en presencia de materia, el espacio-tiempo se deforma, es decir,
la métrica se modi ca. Cuando estos efectos son débiles, la métrica pasa de

0 1
0 1
1 000 1 2u 00
0 10 me*
! 0 10 (8.16)
0O 001 0 00 1
con U la energia potencial gravitacional. Entonces,
B t S 2
B 2U
mc? d=mc 2 1+ —— V—Zdt (8.17)
A ta mc C
tg 1
'‘mc (g t A)+ Emv2 U dt (8.18)

ta
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El camino real minimiza ahora la energia cinética menos la energia potencial gravita-

cional.

Este principio puede generalizarse a otras fuerzas. De nimos las coordenadas general-

izadas

gue describen el estado del sistema, por ejemplo
x;y;2); (r; ;)i
Las velocidades generalizadas se de nen como

dg.

9 G

A partir de estas cantidades se de ne el lagrangiano,

L(@i; @0 =T(g;t) V(@ i),
y la accion

t2
S= L(qi; gt)dt

t1

El principio de accion estacionaria establece que

S =0:

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

Por ejemplo, para un solo grado de libertad es decir una sola coordenaden vez deg

podemos obtener las ecuaciones facilmente.
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Si tenemos un camino q(t), podemos deformarlo ligeramente como

a(® ! a(®)+ q(t); (8.25)

para veri car si dicho camino corresponde a un extremo de la accion. Esto equivale a
imponer

S =0; (8.26)

donde S representa una variacion in nitesimal de la accion

to t2
S= L+ q; g+ g; t)dt L(d; g;t)dt (8.27)

11 t1

con la condiciéon

q(t) = q(t2) = 0; (8.28)

es decir, se imponen los mismos puntos inicial y nal para todas las trayectorias
consideradas.

" #
t2 @L @L t2
S’ L(g; g;t) + = dt L(g; q;t)dt 8.29
. (@, 9 ”}@¢”’@gg . (@; a;t) (8.29)
2 @L @L
' = dt 8.30
. @qq+(@gg ' (8.30)
to '
= @L. . @Ld o 4 (8.31)

. @q @gqt?
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d . L.
Como ¢ =5 O podemos integrar por partes el segundo término:

tZII@L . d @L d @l_'I

S= — — — — — dt 8.32
. ,@ d @g d @g” (6.32)
t : ta
> @L d @L @L
= — = = dt+ — : 8.33
. @ & @g @d, (8.33)
Con la condicion q(t) = q(t ») =0, el término de borde se anula y queda
o 1#
2 @L d @L
S = —_— = — dt=0: 8.34
. @ d @gq ° (8:39
Con la condicion S = 0, obtenemos la ecuacién de Euler Lagrange
|
@L d @L
—- = — = 8.35
@1 &t @a i
Para N coordenadas, obtenemos facilmente una generalizacion
|
_ @L d @L
8i12fl, ;Ng,; —_— = = = 8.36
P @q d @g S
8.4. Resorte
Como primer ejemplo, consideramos un resorte de constaite
y una masam. Llamamos la posicion de la masa, de lo cual
de nimos la energia cinética por%mg2 y Su energia potencial
%kxz, lo que nos permite de nir el lagrangiano
— 1 1 2
L= émf ékx (8.37)
lo que implica
|
@L_, . ©@L_ d @L _
a@x KX ; @l(—mz ) it @x (8.38)
y la ecuacion de Euler-Lagrange (8.36) nos da
q_—
me= kx ) »x+! =0 con !o,= k=m
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con solucion
X(t) = Acos(! ot+ ) (8.39)

8.5. Cambio de coordenadas

Las ecuaciones de Euler Lagrange conservan su forma bajo un cambio invertible de
coordenadas generalizadas, incluso si el cambio depende explicitamente del tiempo. Sea

Qi Q (@i ;) (8.40)
con jacobiano det(@@@jq 6= 0, de modo que existe la transformacion inversa
G qi(Qu::;Qnst): (8.41)

Derivando respecto del tiempo,

Q" @t =1 @jq -g’ ( ) )
= @+ X @ Lt 8.43

Partimos de un lagrangiand-(q; g;xy de nimos el lagrangiano expresado en las nuevas
coordenadas como

LYQ; Q1) L q(Qit); a@Q);t : (8.44)
Aplicando la regla de la cadena (y usando que t no depende dg Qbtenemos

@t _* @Leg, X OLag

=== = : 8.45
@Q j=1 @Jq@Q =1 @J@Q ( )
A partir de
_@a X @a,. 4

L) @t+ ~ @QQk, (8.46)

y tomando derivada parcial respecto de Qaty Q jos, se sigue
@q @ N @y, _d @ .
@Q @@t ., @@  dt @Q (847
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Por otra parte,

@l _X @L@g
=== = =14 8.48
@ o @a@ (8.48)
Pero de
_@a X @a,.
= = = 8.49
9= @it . @QQk, (8.49)
se obtiene inmediatamente
@  @Q (8:50)
y por tanto
@ _X @Lag
— = — 8.51
@ . @999 (8.51)
Derivando respecto del tiempo,
! " ! I#
d et _X d @L @y, @.d @ . (8.52)
d @ ., d @4 @Q @t @Q |
En cambio,
" I#
@t_X @Leg, @Ld @4 . (8.53)
@Q ., @ueQ @gt @Q '
Restando ambas expresiones se cancelan los términos gé@gz@Q y queda
! " I#
@l d @f X @L d @L Q@q. (8.54)

@Q d @ ., @ d @g @Q
En particular, si en las coordenadas; ge satisfacen las ecuaciones de Euler Lagrange,

eL d @l _,
@u dt @g

entonces también en las coordenadas Q

8i; (8.55)
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|
@ d @° _ y
@0 & @ =0; 8i (8.56)

Es decir, las ecuaciones de Euler Lagrange conservan su forma bajo cambios invertibles
de coordenadas generalizadas, aun cuando dependan explicitamente del tiempo.

8.6. Sistema de referencia en rotacion

Como ejemplo, estudiaremos una particula libre en un sistema de referencia en rotacion.
En las coordenadas cartesianas
1
L:Em X+ yV+ 7 (8.57)

Consideramos un sistema de coordenadas®(y® z% en rotacion a velocidad angular
constante alrededor del eje z, es decir

g x%= x cos(It) +y sin(!t)
yo= xsin(!t) + y cos(!t) (8.58)
3 0—
2°=z
o al revés
g x =x %os(!t) y Osin(lt)
, Y= x 9sin(!t) +y °cos(!t) (8.59)
Tz = ZO
lo que implica
X+ ¥+ Z=[xcos(t) y %in(it) Ix Osin('t) ly C°cos(1t)]? (8.60)
+[sin('t) + y %cos(!t) + Ix °cos('t) ly Osin(t)] *+ 22 (8.61)
= 1(02_'_ _Y)Z_'_! 2X02+! 2y02 2'1( %/O+ 2|¥%(0+ Z02 (862)
= (X ly 9+ Ix )T+ 22 (8.63)

En conclusion en este sistema de coordenadas, el lagrangiano se escribe

1 h 2 2 2|
L:Em (R ly Y+ (y0+Ix ¥+ 2P (8.64)
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Pero como las ecuaciones de Euler Lagrange no cambian de forma, tenemos

@L_ d @L

orT o ) miy e 9=m (R 9 (8.65)
) x 021y 91 2x%=0 (8.66)
o3 g@ ) mi(x °ly 9=m o (P9 (8.67)
Sy S21x% 1 B0 (8.68)
%:(i g; ) m ddtg’:o ) 2 °=0 (8.69)

Lo que corresponde a las ecuaciones de Newton con fuerzas cticias. Es decir, podemos
reescribir nuestras ecuaciones de la forma siguiente

0
fO0+1 (I r 9+21  r%=0; con r° %yo (8.70)

El tercer término esta relacionado a la fuerza de Coriolis mientras que el segundo a la
fuerza centrifuga. Esta ecuacion podia ser obtenida directamente a partir del lagrangiano.
De hecho podemos ver que

L= ;mh(f y 9%+ (yPrix 924 22 = ;m(r_°+! ro9 (8.71)

Por un lado, tenemos

g;=m(r_0+! r 9 (8.72)
y nos falta calcular 2 &5 oen componentec%)
L= ;m(r_°+! r 9%= ;m Xi P+ r 9 R+ r Y (8.73)
=om Pe0r O PH0r (8.74)
= ;m (+" i ) (5 im 1T ) (8.75)
Obtenemos
g;: My (2 %) =m(% 1 9 0] (8.76)
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es decir

@@)ngm Pr+tr 9 =m0 %+ r 9 (8.77)
Lo que nos da
;mﬂg+;r N=m[t o1 (@ r 9 (8.78)
y nalmente
m[e%+21 %+ (0 r 9=0 (8.79)

8.7. Unicidad del lagrangiano

El lagrangiano no es Unico: siempre se puede agregar una derivada total respecto al
tiempo de una funcién sin modi car las ecuaciones de movimiento

LO=L+ gf(q;t) (8.80)
dt
con f una funcién cualquiera.
t

= Ltr=s+ 9@
t1 t1 dt

dt=S +f(q(t 2);t2) f(q(t 1);t;) =S + constante

lo que implica trivialmente que S°= S. Lo podemos demostrar también al nivel de
las ecuaciones

@ d ef _@L d @L!+@ df!

d @ @f

- g @al @aqad - = — 81

@q d @g @q d @g @qdt dt @ @ (8.81)
| {z

=0

ef,
gey,

@f=@q

}

}

De forma similar, L°= L , con constante, conduce a las mismas ecuaciones de
movimiento.

8.8. Multiplicadores de Lagrange

En algunas situaciones existen ecuaciones de ligadura. Por ejemplo, en un movimiento
circular las coordenadas (x;y) no son libres, ya que estan sujetas a la restriccion

x%2+y?=cS® (8.82)
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o, de forma mas general,
f(x;y) =0; f;y)=x 2+y? ¢t (8.83)

Las ligaduras de tipof (g;t) = 0 se denominan ligaduras holonémicas, mientras que las
de tipof (g; g t) = 0 se llaman no holondmicas. Nos restringiremos al caso de ligaduras

fi(g;)=0;, j=1;:1P; (8.84)

entonces el sistema tiene N P grados de libertad.

En el caso ilustrado, tenemos dos variablex;f) y una ligadura
x2+y2 * 2=0, por lo que el sistema posee un solo grado de libertad.
Para ligaduras holonémicas, la restriccion puede satisfacerse mediante
un cambio de variables. En este ejemplo, podemos introducir

y = CoS ; X="sin ; (8.85)

donde es el Unico grado de libertad. El lagrangianoesL=T V, con

1 1 .
T = ém(f*L V) = ém 22 (8.86)
V =mgy = mg cos : (8.87)
Por lo tanto,
— 1 ~2 2 s .
L= ém ~<+mg cos : (8.88)
Se obtiene
@L .. @L_ .,
=~ "= mg sin ; —=m ‘; 8.89
@ g a (8.89)
y nalmente la ecuacion de movimiento
oo 9o _n
+ Zsin =0: (8.90)

En este caso fue sencillo encontrar una variable que satisfaga la ligadura. Sin embargo,
si la ecuacion de ligadura es complicada y no admite un cambio de variables simple, por

90



ejemplo
X3
x10 + v +xy® 2=0; (8.91)

existe un procedimiento sistematico en el formalismo lagrangiano.
Se introducen multiplicadores de Lagrangé ig. Si hay p ligadurasf;(q;t) = 0, se
de nen p multiplicadores y un nuevo lagrangiano

X
L°=L(a:; gt)+ ifi(a;o): (8.92)

=1

Los j se tratan como nuevas variables,

L L Ya; @ i;t): (8.93)
La variacion respecto de ; da
@) @r
= —=f(q;t): =-=0; 8.94
o ~l@u o (8.94)

y por lo tanto se recuperan las ligadurak;(q;t) = 0. La variacion respecto deg conduce
a
!
@L d @L *X @f

—_— = = — =0: 8.95
@q dt @iq * ji=1 : @q ( )

Como ejemplo, consideremos nuevamente el péndulo simple. El lagrangiano extendido
es

L= Jm(X+ ¥) moy+ (x 2+y® 2 (6.96)
De aqui se obtienen
x2+y? > 2=0; (8.97)
me 2x=0; (8.98)
mg+mg 2y =0: (8.99)

Para eliminar , combinamos (8.98) x y (8.99) vy,

mi(>oe + +
- m( ;’?’2 9y) . (8.100)
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Derivando dos veces la ligadura,
Xe+yWw+ X 2+ V¥ =0; (8.101)
obtenemos

mgy x2 y?).
22 '

(8.102)

Finalmente,

8

2 \X—z(gy x? y*»=0;
N y L (8.103)
“y+g 5@y x? y?=o:

Estas son las mismas ecuaciones escritas en coordenadas cartesianas. Si tomamos
X="sin yy= "CcOS , Se recupera
+ Isin =0 (8.104)
A partir de las ecuaciones (8.98) y (8.99) se identi ca una fuerza de la forma
2Xeyt+t2yey=2re (8.105)
gue corresponde a la fuerza de tension del hilo, responsable de la ligadura.

8.9. Variable ciclica

Si el lagrangiano no depende de una coordenada generalizada, esta se denomina variable
ciclica. En ese caso, la cantidad conjugada a la velocidad generalizada asociada es
constante. Por ejemplo, si el lagrangiano no depende dg q

L=L(0 ;0 0v; G @000 §51); (8.106)

la ecuacion de movimiento correspondiente se reduce a

|
@L d @L
— =0 — — = 8.107
es ° ) @ @ (6109
Esto implica la existencia de una integral de movimiento,
@L
——=C** 8.108
@9 ( )
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9. Teorema de Noether

En muchas situaciones aparecen cantidades conservadas. Por ejemplo, para un resorte
cuya ecuacion de movimiento es+ £x =0, la energiakE = im ¥ + 1kx? es conservada
porque

C:E:mzx+kxl<:l<(mx+kx):0: (9.2)

El teorema de Noether explica el origen general de este tipo de conservaciones: una
simetria continua de la accion (o, de forma equivalente, del integrandalt hasta una
derivada total) implica una cantidad conservada.

9.1. Formulacion

Sea L(q@; g t) un lagrangiano. Consideremos una familia de transformaciones

t'=t+ (tq); (9.2)
qt)=ai®+ ita) (9.3)
donde 2 R es un parametro (constante) y; ; son funciones dadas. Supongamos que

la transformacion es una simetria de la accid6®, hasta un término de borde, es decir,
gue existe una funciérf (t; q) tal que, a primer orden en , y para toda trayectoria q(t)

L) Q0t° d°=L g @it dt+ O dt+o( ) (9.4)
es decir
S[A=S[al+ (F(t 20q(t) F@ 1qt))+0 2 (9.5)

Entonces, para cualquier movimiento fisico descrito pay(t) que satisface las ecuaciones
de Euler Lagrange, la cantidadQ no cambia con el tiempo, es decir, es una constante
de movimiento

X
Q= p i H F; con p gLJ H pig L (9.6)

Q es la carga de Noether.
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9.2. Demostracion

Como ?=t+ |, se tiene

0
‘;tt:1+ _+0( 2 di®= 1+ _ dt+0O( ?); (9.7)

donde _ es la derivada total a lo largo de la trayectoria:

d _@ X @

_:a: @t-l- | @Jq_g (98)

De manera analoga

def(t) _ ddf(t)=dt _ @+ _i _ | 2
4 4o T Tgea C 1s — et oo ol
=g+ 4 o _+0( % (9.9)
con
_di @ X @

Expandimos L(f{t9; §t9;t9 a primer orden:

L ot dedit® =L g+ i ah+ (L g it+ JRRNCEEY
G g e  x @ . @L ., .
=L@i; g+ | @q'" @aq- 9i-* @t +0O( )

(9.12)

y multiplicamos por dt® usando (9.7):

L@ ¢thdt®= L+[ 1 1+ _ dt+O( ?)
X @L X @L X @

I#

_ _ , L  @L o~
= @t ed - ed et el
(9.13)
De nimos
@L X
L aL 9.14
p @4 | P 4 ( )
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Entonces

pa+tL_=H_; (9.15)

y (9.13) queda
I#

oL .~ oL H_  dt+0O( ?): (9.16)

0. 0— = . A =
L@t g9de= Le T DT o

Por tanto, la variacion del integrando es
|

@L X @L '
0 4 0 - — == oy = 2y.
(Ld) L@  ¢t)dt® L(q i; gt)dt gt Pt e H_ dt+O( ?:
(9.17)
Esta relacion puede ser escrita de otra manera. Por eso, escribimos
X d X box
| Pi= g | P i B (9.18)
y sustituimos en (9.17):
" | |
. x e~  dx @t 2.
(Ldt) = | @ Pi I+a ip.. + ot H_ dt+O( “): (9.19)
Ahora usamos la identidad
|
d X '
= ) L
X X X @L X @L @L
= + . (4 : il . -
| 0 | PG @ @4 t
X @L @L
= — — 9.20
== (9-20)
Multiplicando por y reordenando,
|
@L X @L
— = H — i : 9.21
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Sustituyendo (9.21) en (9.19) obtenemos

! ! #
_ e ., 44X 2.
(Ldt) = | @ﬁ] Di i di at ppi H_  H dt+0( 9);
..X o ‘o ! N " (9.22)
— L L ) . el . 2y.
= | @q a@g i 9 + at B H dt+O( ). (9.23)

Esta expresion puede ser escrita de forma mas compacta, si de nimos la variacion a
tiempo jo t (usamos (9.9))
d
d=alt’ )=a )  GAI+0( 9
= g+ q i +0( ?): (9.24)

Por tanto,

qi®) g X q ()= i g1 +O( ?); (9.25)

lo que nos permite escribir (9.23)
I#

@L d@L qi () + E X P H dt+O( 2): (9.26)

(L dt) = | @q a@lg i dt |

La hipétesis de simetria(9.4) dice que (Ldt) = ‘jj—f dt+ O( ?). Comparando con
(9.26) se sigue que

|
X @L d@L d X _ A
@ d@g T oa M0 0

Por lo tanto, para cualquier movimiento fisico que satisface la ecuacién de Euler
Lagrange,

— piH F =0 (9.28)

y queda probado que Q = ipi H F esconstante.
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9.3. Homogeneidad del espacio

Consideramos el caso de un espacio homogéneo, y un sistemi gmrticulas interac-
tuando, descrito por el lagrangiano

X
L= mr? V(rirjj) (9.29)

:
Este lagrangiano es claramente invariante bajo traslaciones
ri7'r ;+ n; con n un vector (9.30)
es decir, tenemos g=r; + n. Podemos facilmente veri car que
L(risrs)=L(r i+ n; rit) (9.31)
es decir, la carga de Noether es

X @L@q X X
—_— = mr; n= pi N (9.32)
i @ @ -0 i i
Es decir, el momento lineal total proyectado en la direccion n se conserva. Como n
es una direccion arbitraria, se deduce que el momento lineal total se conserva. En
conclusion, la homogeneidad del espacio implica la invariancia del lagrangianbajo
traslaciones y, por el teorema de Noether, la conservacién del momento lineal total.

Q:

9.4. Isotropia del espacio

La isotropia del espacio implica que el lagrangiano es invariante bajo rotaciones. Dado
gue la carga de Noether se obtiene a partir de la variacion in nitesimal (equivalentemente,
derivando respecto del parametro de la transformacién y evaluando err 0), basta
considerar una rotacion de angulo pequefio .

Cuando realizamos una rotacién in nitesimal de angulo alrededor de un eje unitario

n, la posicién de la particula i, F = (Xi;Vi; z), se transforma como

n7ir 9=ri+ry; ri=nr o (9.33)
Por ejemplo, para una rotacion de angulo alrededor del eje n =g se tiene
o 1
Yi
ri= e, r;= %xi§ (9.34)
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es decir

=Xi Y i Y=y + X g ’=7z;: (9.35)

lo que corresponde a una rotacién in nitesimal. De hecho

0 1 0 1 o0 o 10 1
X X cos  sin X
%y%?! %y(’g:%sin cos 0§%y§ (9.36)
z 20 0 0 1 z
es decir
8
3 x°=xcos ysin
y°=xsin +ycos (9.37)
%=z
opara 1

8
3 X%=x y=x+ (e ;1)
s YOSyt x=y+ (e .1, (9.38)
“ %=z =z+ (@ , 1),
Por lo tanto, para un lagrangiano que tiene esta simetria, tenemos
g=ri+nr (9.39)

lo que nos da una carga de Noether
Q= s (nry) (9.40)
pero como p = (%, obtenemos

X X
Q= pi(nr )= n(ry pi)=nlL

con L el momento angular. Como n es cualquier, tenemos conservaciéon del momento
angular total. En conclusion, la isotropia del espacio implica la invarianza por rotacion
de L y por lo tanto la conservacion del momento angular total.
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9.5. Homogeneidad en el tiempo

Finalmente, consideramos la homogeneidad en el tiempo, es decir, consideramos que
t7!'t+ es una simetria. Segun nuestras de niciones (9.2), =1y ; =0 es decir
t°=t+; q 1)=q@; (9.41)

lo que implica que (9.4) se transforma en

La®: ait+ ) =L@®; a®:n+ o +OC (9.42)

Expandiendo el lado izquierdo a primer orden en se obtiene

@L
L(q(®); a(t);t+ ) =L(q(®); at);t) + at o( 2 (9.43)

y, por tanto, la condicién de simetria queda

@L_ dF .

@t dt (9.44)
La carga de Noether asociada es

X
Q= pmpiH F=HF (9.45)

En particular, para una homogeneidad temporal estrictd, no depende explicitamente
de t, de modo que

@L_ dF

ar 0 39 =0 (9.46)
Por tanto, F es constante; sin pérdida de generalidad se puede tomar
F=0; (9.47)
y la cantidad conservada queda
Q= H; podemos también tomar +H (9.48)

lo que corresponde a la energia. Por ejemplo, si sz:mv 2 %kxz, tenemos

L 1 1 1 1
Q= gv v L=mv ?2 émv2 + ékxz = émv2 + ékx2 (9.49)
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El teorema de Noether no aplica a simetrias discretas como por ejemplo la
simetriade reexionr; 7! r

100



10. Problema de dos cuerpos

10.1. Descripcién del problema

Estudiamos el problema de dos cuerpos con un potencial de interaccion proporcional a
la distancia entre estos cuerpos.

Sobre cada una de estas particulas actlan las fuerzas exteriores al sistema y las fuerzas
de interaccion mutua entre las particulas del sistema.

d

%:Fl*":lz (10.1)
dc?tz:Fz‘Fle:Fz F o1 (10.2)
d d

S Pitpe =Fi+F, P (10.3)

donde p es el momento lineal total del sistema yF F , = F o €s la resultante de las
fuerzas exteriores. El movimiento del sistema de particulas viene determinado solamente

por las fuerzas exteriores. Estudiaremos un sistema aislado es decir cuange #0 o

dp —
a4 = 0.

Sear=r, r;elvector entre las dos particulas, es una coordenada conveniente para
nuestro estudio ademas de la posicion del centro de masa

Ml + Mol
freM = —————=%: r=r,r 10.4
on = AL 2 T (10.4)
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en términos de las cuales las coordenadas originales se escriben

ms ms
r{=r — 1 ro=Tr + —— 7 10.5
1 CM ml +m 5 2 CM ml m 5 ( )
lo que implica
dp _ _ _ _
o= Maf Mot =(My+My)fey =F e = (10.6)

dt

En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se movera a velocidad constante, por
esa razon es un sistema de coordenadas interesante.

10.2. El lagrangiano

El lagrangiano del sistema se de ne por

1 1 . .
L= émlr_12+ Emzr_zz UQr 2 r aj) (10.7)
1 mo- 2 1 mq 2
= -my r —F + My I + —r U(r 10.8
2 1 1CM my+my,— 2 2 LCM my+my,— () ( )
= = + + - c ,
5 (mavma)id, + ST 2 u() (10.9)

Observamos que la energia cinéticd | es la suma de la energia cinética del movimiento
del centro de masa mas la energia cinética del movimiento en torno al centro de masa

(T9.

1 mim, 1 1
T0= 2 —"r?= “mr %+ “muyrd% 10.10
2ml+m2_ 2 17 2 2 ( )
con
o_ my o M
o= M2 oo M 10.11
! m;+mo, K mi+m; ( )

De niendo la masa total del sistemaM = m; + m, y la masa reducida = ™Mz (
1

mi+m 2
- 1

1
ot m—z) obtenemos

1 1
L= é|\/| réy + > r2 u(r (10.12)

Los seis grados de libertad (tres para;ry tres para r,) se describen mediante las
componentes de los vectores r ycf. Pero las componentes degfy, son coordenadas
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ciclicas

d @L
dt @duw
El centro de masa se movera con velocidad constante (no hay fuerzas externas) y es
entonces posible describir el movimiento con respecto a un sistema inercial en el cual el

centro de masa es el centro, es deciy = 0. En consecuencia de lo cual, el lagrangiano
se reduce a

=0 ) M rc¢yw =constante (10.13)

[EEN

L= = r2 U@: (10.14)
Por lo tanto, hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema de un cuerpo
equivalente de masa en el campo centralJ(r). Una vez que se ha obtenido r, podemos
obtener los movimientos individuales con @y = 0)

my my

fh= ———o; = ————r 10.15
1 Lt ms 2% T m, ( )

10.3. Propriedades del movimiento

Tenemos con este lagrangiano, varias simetrias y por lo tanto cantidades conservadas.
Como la energia potencial s6lo depende de la distancia de la particula al centro de
fuerzas, y no de la orientacion, este sistema posee simetria esférica, lo que implica que
el momento angular del sistema es conservado

L=r p= constante (10.16)

Eso implica que el vector que una las dos particulas, r, permanece siempre en un
plano normal a L. Es decir, nuestro problema es planar y por lo tanto se reduce a dos
dimensiones (espacio ortogonal a L). Podemos usar las coordenadas polares, r,=re

r=re,+re =re +r e (20.17)
r2=r>+r22 (10.18)
El lagrangiano se escribe
— 1 2 2
L= 5 P+r22 U(@ (10.19)
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Veamos que es una coordenada ciclica
L
P g_: constante = r %_ (10.20)

Es el momento angular del sistema, ya que

2

L=r p=(e ) (re;+re) =r “e, (10.21)

Denimos ® r 2_ con’ la norma del vector momento angular. Por lo tanto%rZ_eS
conservado. Es la velocidad areolar area barrida por el vector de posicién por unidad de
tiempo.

El area barrida en un tiempo dt es

— 1 — 1 2
dA = ér(rd)— 2r d (10.22)
lo que implica
dA 1,
<t = o - constante (10.23)

Es conocido como la segunda ley de Kepler (1609)
El radio vector que une un planeta y el Sol barre areas iguales en tiempos iguales

Encontramos que esta ley existe para cualquier potencld(r) y no solamente para el po-
tencial de interaccion entre un planetay el Sol) / 1=r lo que generaliza la ley de Kepler.
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La variacion del lagrangiano (10.19) con respecto a las dos coordenadas (r; ) nos da

d @L_ @L
ft@r ar (10.24)
d @L @L
—— = 10.25
i@ @ ( )
es decir
rp=r 2 U9 (10.26)
r2=" (10.27)
lo que podemos reducir a una sola ecuacion
N2
r= U qr) (10.28)

Veamos que el problema de dos cuerpos, puede ser reducido de forma genérica a un
problema en una sola dimension. Podemos interpretar esta ecuacion como el movimiento
de una particula de masa en el potencial efectivo
N2
2r2
r=U 31 (10.30)

Use(r) = U(r) + (10.29)

10.4. Problema de Kepler

Consideramos el problema anterior en el caso de una fuerza de gravitacional entre un
planeta y el Sol, en este caso

u(r) =

(10.31)

con k una constante que depende de la masa del Sol y del planeta, kK = GMm

= S (10.32)
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Para muchos problemas de este tipo es mas interesante estudi@r) en vez der(t).
Haciendo este cambio de variable, obtenemos

dr_drd _ o

G d £q) = ﬁro() (10.33)
er_ 2 ), 02
de” w2 ()2 T 03

(10.34)

lo que transforma la ec.(10.32)

) L, 021 Kk (10.35)

)z ()3 r 2

el problema es aun mas interesante si usamos la variable u = 1=r y obtenemos
0 k
W) +u() =0 (10.36)
cuya solucion es
k k
u() = <5 +Acos( 0) ~5 l+ecos( 0) (10.37)
con e = A'2=k una constante, lo que implica

~ 2:k
1+ ecos( 0)

i) = (10.38)

La constante o corresponde solamente al angulo desde cuando empezamos a medir
nuestro angulo , por lo tanto lo podemos jar a o = 0. También podemos ver que si
tomamos o = , es similar al reemplaze ! e . Por lo tanto, podemos considerar

e 0. Aparecen 4 casos

. . N2
- e =0, en este caso la trayectoria es circular r( ) =~

0 <e < 1, la trayectoria es un elipse, en este caso e se llama la excentricidad.

e =1, la trayectoria no es acotada, tenemos una parabola.

- e > 1, la trayectoria es una hipérbola.

En el caso de un elipse, sabemos que '=r 2, es decir

k2
= —5(1+ecos )’ (10.39)
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lo que implica que

2 d K K
C drecesy T o W= ST (10.40)

con T el periodo de nuestro movimiento. Como

2 d _ 2

= 10.41
o (L+ecos)? (1 e ?)s=2 ( )
obtenemos
\3 2
T= 10.42
k2 (1 e 2)3=2 ( )
Sabemos que el semieje maya, es obtenido con la relacion2=r( =0)+ r( = ),
es decir
2:k
= 10.43
a= 1 ( )
lo que nos permite concluir que
r __
T=2 za? , T %=4 %2 (10.44)

Kk

es decir la tercera ley de Kepler (1618)

Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente propor-
cional al cubo de la longitud del semieje mayor de su 6érbita eliptica.
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11. Sistema de referencia no inercial

11.1. Descripcién del problema

Consideramos dos sistemas de referencih) (in sistema inercial y M) un sistema en
rotacion alrededor de un eje comuan entre (1) y (M), en este caso el eje 2.

Se de ne la velocidad angulat = _e,. Este vector mide el cambio del angulo(t) con
una direccion de nida por la regla de la mano derecha.

Un vector r, jo en (M), se desplaza enl() por la rotacién de (M ). Para un desplaza-
miento in nitesimal d , el vector se transforma en r+dr condr = rsin d y una
direccion indicada en el gra co, dr es ortogonal al plano (!;r)

dr=d r; con d=de z (11.1)

De hecho,
d r=de , rcos e, +rsin cos e y +rsin sin e (11.2)
=rsin d(ccle e y{Zsin e 1) (11.3)

ortogonala! y r

De esta relacion, concluimos que
!

dr
dt

jo

=! r; con ! £, (11.4)

De manera mas genérica, consideramos el caso con

=1 e,+! 2€y + ! 36y (115)
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Estudiamos primero el efecto de la rotacioh; sobre los vectores unitarios. Obviamente,
en este caso,,eno cambia. El vector g cambia dede, lo que corresponde a una rotacion
de angulo dq, (! 1 = s€y).

e, +dey =cos(d ;)ey +sin(d 1)e;,'e y+d 1€, (11.6)
)yde y =d i& (11.7)
e, +de, = sin(d i)ey+cos(dq)e,'d e +e; (11.8)
)yde ,=d e (11.9)

De manera similar, considerando una rotacion pdr, = »e,. El vector e, no cambia
mientras que el vector ¢ se transforma en

e, +dey = sin(d ;)e, +cos(d ,)ey (11.10)
Yde = d 7€ (11.11)
e, +de, =cos(d ;)e; +sin(d ,)ey (11.12)
yde ;=d e (11.13)

Finalmente considerando la rotacion con respecto &, tenemos

de, =d sey (11.14)
de, = d 36 (11.15)
Considerando el efecto in nitesimal, de las tres rotaciones, tenemos
8 8
3 de,=d zep d € 3 ex=!3e ! 7€
5 de,=d e, d 3ze ) 5 e =116 | 36 (11.16)
- de, =d .6 d ey e = e ey
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es decir

de .
d—t' =1l e ;; con i=fx;y;zg (11.17)
Consideramos ahora un vector r =xe, + ye, + ze,, en un sistema de referencia no
inercial, es decir,(eyx; ey; €;) son los vectores unitarios de este sistema de referencia.
Queremos conocer su variacion en el sistema de referencia jo (inercial)

!
dr _ dxe +dye +dze N Xdex+ydey+zdez
hutl - —e t+ —e t+ —e k4
dt o |dt d{7 dt } | dt I{gt dt}
velocidad en el sistema -
de referencia en rotacién

dr

(11.18)

rotacion

es decir
| |
dr’ dr
_ = _ |
e o +1r (11.19)

jo rotacion

Aunque hemos obtenido esta relacion para el vector posicion r, es valida para cualquier
vector Q

dQ! _ dQ!

- = —= +!1 Q (11.20)
dt jo dt rotacién
En particular, si consideramos Q =!, tenemos
| |
dl dl
— = — (11.21)
dt jo dt rotacion

Es decir, la aceleracién angular ! es la misma en ambos sistemas de referencia.
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Ahora consideramos dos sistemas de referencias sin ce@ren comun, con(R9 =
(O%Y%9 un sistema de referencia inercial aunquék() = ( Oxyz) no es inercial. De
re = R(t) +r, obtenemos

!
drp

|
dR’ dr’

- -— + — (11.22)
dt o dt o dt o
pero
! !
ﬂ = ﬂ +1r (11.23)
dt jo dt rotacién
lo que implica
! ! !
R
dre dR dr Flor (11.24)
dt jo dt jo dt rotacion
De nimos
-vp o o la velocidad de P en (R
-v. & lavelocidad de P en (R)
rotacion
- V() ar o la velocidad de O en (R)
es decir
vp =V(@{)+v+! r (11.25)
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11.2. Dinamica

Con esta relacion podemos ahora armar el lagrangiano. En el sistema inerciaf)(
tenemosL = %mvg U para una particula con masan, velocidad w y bajo un

potencial U. Sabemos quepy=V(t)+v+! rconv+! r ‘C’T{ o es decir

VE=V({1) Z+v i+ ) 2+2V(1) (v|+! i }+2v (¢ (11.26)
(5

lo que nos permite obtener
!

L= }mV(t) 2+}mv2+ }m(! N 2+ mV(t) dr +mv (! r) U
ffz—) 2 2 dt
dF (1) | {z 0}
a dv(t)

S mv(yr

dy

Alt)

(11.27)

El primero termino depende solamente del tiempo y es conocido, por lo tanto se puede
escribir usando una cierta funcion, como ).

L= }mv2+ }m(! N 2+mv (! r) mr A(t) U+ g[F(t)+mV(t) g
2 2 plt {z }
puede ser eliminado
(11.28)
— 1 2 1 2
= émv + ém(! N <+mv (! r) mr At) U (11.29)

En conclusion, el lagrangiano en el sistema de referencia no inercial es

L(r;v;t) = ;mv2+ ;m(! N 2+mv (! ) mr At) U (11.30)

Sabemos que la ecuacion de Euler-Lagrange es

i @l @l
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Obtenemos

@L

—=mv+m! r 11.32
o™ (11.32)
d @L

_ = | |

it @v ma+m! r+m! v (11.33)

Para calcular %, tenemos que usar las formulas

(' 2=1 %2 (1 2) g(! N 2=212% 20 1) (11.34)
también tenemos v (! r)=r (v !)lo que implica
grv () =v ! (11.35)
es decir
@L ) @Uu
= " =m! I+ I =" .
ar m! r m(! n'+mv ! mA() ar (11.36)
lo que implica
U
I I =m! 2 I )l I @
ma+r|n_;{zr_}+r|n._{%/_} m! “r m(! )'+mv ! mA({t) ar
mr ! mv !
@Uu
ma=m! ?r m(! ! _+2mv '+mr | mA(t -
Lo L mA® @r
m('r)!
y nalmente
@Uu
ma=m(' r) '+2mv '+mr ! mA({) @r (11.37)
Los términos de la parte derecha pueden ser interpretado en el formalismo newtoniano
como fuerzas ( cticias), conm(! r) ! la fuerza centrifuga, 2nv ! la fuerza de

Coriolis y nalmente mr ! la fuerza de Euler.

Para nalizar esta seccion, demostraremos las formules ocupadas previamente
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¢ 2= 0 =" i (11.38)

= 'uk{ nm} Fitirgrm (11.39)
=g km! i NiIm jm k! ik m (11.40)
=l Ut (11.41)
=) M (n ? (11.42)
v n=v it i=vi'i!rk (11.43)
=" il T (11.44)

=" vitine=tirv) ;=1 (rv) (11.45)

=" vilirk=re(v ) ow=r (v ) (11.46)
r (1t =1 ibir 1! (11.47)
=1lire ! onle (11.48)
=it Dot e (11.49)
=( ik j i k)il kg (11.50)
=" i "mki Vil k1€ (11.51)
(D) e (11.52)
="imi () me (11.53)
=Ny e (11.54)

= ! (11.55)

11.3. Péndulo de Foucault

Como aplicacion, estudiamos el péndulo de Foucault. El objetivo es analizar la dinamica
de un péndulo simple descrito en el sistema de referencia del laboratorio, que es un
sistema no inercial debido a la rotacion de la Tierra.
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(Ro) es un sistema ja (con direcciones hacia estrellas lejanasR ) es el sistema de
referencia no inercial asociado al laboratorio. Tenemos

I=l(sihne ,+cose,) (11.56)

Estudiaremos el movimiento de este péndulo con una masa que se encuentra en la
posicion r = (x;y; z), por lo tanto v = ( X; y; 2).

Sabemos que

1 1
L= émv2+ ém(! N 2+mv (! 1) mr Alt) U (11.57)
La energia potencial de gravitacion es

U=mg r= m(ge z) (Xex +yey +ze;)=mgz (11.58)
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y también tenemos

;mvzz ;m X+ Y+ 2 (11.59)
' r=I(sine x tCOs e;) (xe x+yey+ze,)
=I(ysine ,+zsine,+xcosey, ycos e y) (11.60)

() 2=12y2cog +(zsin +xcos) 2+y?sin?
=12 y?+(zsin +xcos ) ? (11.61)
v (! N=!(xe ,+yg+zg) Yycose x+(zsin +xcos)e , ysine ,
=1 yXxcos + yzsin + yxcos zysin (11.62)
Nos queda calcular A(t), es decir la aceleracion de O en ¢R
0% =R e, (11.63)

con R el radio de la Tierra'y

e, =cos e J+sin cos e 2+sin sine (11.64)
lo que implica
V)=R — sin sin e 2+sin cos e yo ; con =! (11.65)
lo que implica
At)=R ! sin sinlte ?+sin coslte ) R !?sin coslte J+sin sinlte )
(11.66)
La rotacion de la Tierra es casi uniforme! ' 0y !?2 1 de hecho! = fdia =

0; 000073 rad=s por lo tanto podemos aproximar
AD'O y (!'rn 2'0 (11.67)

El lagrangiano de una particula libre se reduce a

1 . .
L' Zm ¥+ yV+ Z +m! yXxcos + yzsin + yxcos zysin mgz

2
(11.68)

116



pero estudiamos un péndulo, es decir, (X;y;z) no son independiente

(I z) 2+x%+y?=]? (11.69)
0 s 1
X2+y2A
2

L z=1 @ 1 (11.70)

Esta expresion de es una ecuacion de ligadura y la podemos reemplazar en el lagrangiano.
Pero también queremos estudiar las pequefas oscilaciones es decir x ;y
0 S —— o 2 2" 2 2
X2+y?2 X° + X° +
z=1@ 1 Yoiarp 1 g 22Y0 Y
12 212 2l

(11.71)

es decir,z es de orden dos. Para evaluar el orden de cada termino del lagrangiano,

obtenemos
0 1
L' }m% § + + &2 X +ml cos + sin + cos sin
MO o ol KM % ¥ 2
orden 2 grgen2  orden 4 orden 2 orden 3 orden 2 orden 3
mg g,
Oi’Ee]r;Z
1
= Zm X+ VY +mlcgs_y(Xy yX) ;m f x?+y? + términos de orden superior
|~|{ }2
0
lo que nos da nalmente
PNy v 1 1 2 2 2
L Lsy; i y)= om X+y +m(xy yx)  smlig x*+y (11.72)
Tenemos 2 ecuaciones de Lagrange
|
d @L @L, d
it @x- @x a(ml< my)=my m! 2x (11.73)
| )% 2 y+!  2x=0 (11.74)
d @L @L, d
& @_y: @y) a(m3[+mx)= m x m! 2y (11.75)
)y+2 x+!  2y=0 (11.76)

Son dos osciladores acoplados, con el acoplamients !cos . Se observa que no hay
acoplamiento en el ecuador ( = =2).
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Para resolver estas ecuaciones, se dene =x+1y
*+2i +1 2=0 (11.77)
Podemos buscar soluciones de la forma e
M=e't A Mol+Be' Mol (11.78)

con A y B las condiciones iniciales. Podemos considerar que el péndulo se encuentra en
una posicién sin velocidad inicial(0) = 0

MH=ie it Aeip 24| gt+Bei P 241 2t +iq 241 59” Aeip 241 2t Be | P 241 2t
(11.79)
0)= i (A+B)+i 2+1 2(A B)=0 (11.80)
es decir
2+! CZJ
B= g————A (11.81)
241 2+

lo que implica

2A . q o
= e' 241 2cos 24! 2t +isin 241 2t
241
gt | {z }
ecuacion de un elipse en el espacio complejo

(t) =

(11.82)
De hecho para un elipsa = aces ; y= bsin es decirz= x+ iy = acos + ibsin ,
lo que nos permite concluir que 2+! 2 es el eje mayor y el eje menor. El factor

e't es un factor de rotacion, hace que el elipse tiene rotacion en el tiempo.
Durante un dia, 't =2 por lo tanto, el péndulo gira de

t=1tcos 2 cos

El péndulo gira de 2 cos cada dia.
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Movimiento del péndulo en el planoX;y) para =45 y = f1000km;100km;100mg
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12. Solido rigido
12.1. De nicién

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas cuyas distancias mutuas son jas, es decir,
no varian en el tiempo. La descripcion del movimiento se puede hacer en términos de la
posicion de su centro de masa y de la orientacion relativa del cuerpo en el espacio. Esto
requiere de dos sistemas de coordenadas:

- Un sistema inercial (laboratorio) denotado por (x;Yy; z).

- Un sistema en movimiento, jo en el cuerpo, con origen en el centro de masa,
identi cado por (X 1; Xz; X3).

La posicién R de cualquier puntoP del cuerpo rigido en un instante dado con respecto
al sistema de referencia del laboratorio (x;y;t) es

R=R oy +r (12.1)

con r la posicion deP con respecto al sistema jo en el cuerpo. Considerando un
desplazamiento in nitesimal de P en el laboratorio,

dR =dR cm T dr (122)

Un cambio in nitesimal dr en las coordenadagx;X;; X3) sOlo puede deberse a un
cambio de direccion del vector r no a un cambio de su magnitud (puesto que la distancia
de P al centro de masa es ja). Es decir, un cambidr debe ser el resultado de una
rotacion in nitesimal alrededor de un eje dado instantaneo que pasa por el centro de
masa. Como lo hemos obtenido en la ec.(11.19)

q ! d !

r r
at = G +lr (12.3)

jo rotacion
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pero en un soélido rigido, los puntos no se mueven dentro del sélido, es decir
!

d
ar =0 (12.4)
dt rotacién
lo que implica
|
dr’
— =1 (12.5)
dt o
es decir, a partir (12.2)
V=V +!r (12.6)

con! la velocidad angular instantanea de rotacion, v =R =dt la velocidad deP en el
laboratorio (X;y;X), vcm = dRcy =dt la velocidad del centro de masa en el laboratorio
(X;y; X).

En un instante dado, todos los puntos del cuerpo estan girando con la misma velocidad
angular! . Obviamente, la direccion y la magnitud dé pueden cambiar durante el
movimiento.

12.2. Angulos de Euler

La direccion de r estad dada por la orientacion relativa de los
ejes(X1; Xo; X3) con respecto a los ejex{y; z). La descripcion

de la orientacion relativa entre dos sistemas de coordenadas
cartesianas requiere de tres angulos entre los respectivos ejes
de cada sistema.

- Precesion: rotaciéon alrededor de un eje jo en el labora-
torio

- Nutacién: inclinacién con respecto al eje jo
- Rotacioén: rotacion del cuerpo sobre si mismo

Necesitamos por lo tanto tres rotaciones.
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Tenemos 3 rotaciones, que descomponemos en 3 angutos ( ). La primera rotacion,
nos permite pasar de (x;y;z) a %y z9

0 1 0o 1 0 o 1
X X cos  sin

%y0§ = %y § . con = % sin cos 0 § (12.7)
z° z 0 0 1

en la segunda rotacion, pasamos de¥y® z9 a (x°0y% z%

0 001 0 0 : ° 1 0 0 :
X X

% y00§ = % y0§ . con = % 0 cos sin § (12.8)
700 z° 0 sin cos

y nalmente la rotacion para pasar de (X9y%°z% a (x1;y1;21) es

0 1 0 1 0 1
X1 x00 cos sin O
%yl § = %y°°§ ; con = % sin cos O § (12.9)
z; 7% 0 0 1
lo que implica la transformacién
0 1 0 1 0 1
X1 X X
%y1§= %y§ %y§ (12.10)
Z; z z
con
COS COS cCO0s sin sin COS sin +cos cos sin sin sin
= % sin cos cos sin cos sin sin +cos cos cos cos sin §
sin sin sin cos cos
(12.11)
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12.3. Velocidad angular mediante los angulos de Euler

Podemos de nir la velocidad angular en el sistema de coordenadas;;2:). Sabemos
que

l= 2+ 29+ 200 (12.12)

Por ejemplo, tenemos %= 2, lo que implica que

0 0 1
= %O § (12.13)
De forma similar
0 . 1 0 xol
1
Byik=  By§ (12.14)
z z°

lo que implica ®=cos ®; sin ¥ 1, es decir

0 1
€0S
=8 sn § (12.15)
0
y nalmente
o 1
sin sin
= %sin cos § (12.16)
€0S

La velocidad angular instantaned de un cuerpo rigido es por lo tantd = (! 1;!5;! 3)
con

;.= sin sin + oS
I, = sin cos Sin (12.17)
3= + cos

W AW 0o

12.4. Energia cinética
A partir de la velocidad angular, podemos deducir la energia cinética

X
:; | m;v2 (12.18)

T
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conm; la masa de cada particula y ¥la velocidad de cada particulai" del solido. Pero
sabemos que

Vi =VCM +!r i (1219)
lo que implica
1X 1X
T=5 mEVeum+!r i)2:§ m VEy+2Vem 1 +(0 1 )
i i
(12.20)

Descomponiendo el calculo, obtenemos

1X
2

1., X 1
miVEy = EvgM m; = éMvgM Tewm; (12.21)

i i
conM la masa del solido. Es la energia cinética del centro de masa con la masa total
del cuerpo. Para el segundo termino, ocupamos la relacion

a (b c)=b (c ay=c (a b) (12.22)

MVen (1 D=Wew ) min=0 (12.23)

! |z}
=0

porgue el origen es el centro de masa. Finalmente, para el dltimo calculo, usamos la
relacion

(@ b) (c d=@ c)b d) (a d) (b ¢) (12.24)
lo que implica
;mi ¢r )= ;X m; h! r? (or i)2i T rot (12.25)

i
Es la energia de rotacidén ya que depende de !. En conclusién, tenemos

T =Ty +Tro (12.26)
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Le energia cinética de rotacién puede ser expresada de otra forma. De nimos las
coordenadas de una particula "i" en el punto Pcomo

ry = Xl(Pi);Xz(Pi);X3(Pi) (1227)
lo que implica
X
r= !ij Pi) (12.28)
i
y por lo tanto
2 3. "
, X X X
Cr)t=4 Lixp(P)S Lo (P) = Tihexg (P) Xk (P) (12.29)
i k Jik
y también
5 X X
| <= !j!j: !j!kjk (1230)
] itk
lo que implica
2 3
1 X X )
Trot = é m; 4 !j! K jkri ! j! ka (Pi)Xk (P,) S) (1231)
i jik
1 X X )
= é !j! Kk m; ry gk X j (Pi) xk (Pi) (12.32)
jik i
1 X
5 it it (12.33)
jik

donde hemos de nido el tensor de inercia del cuerpo rigido
X
i = mi e XX (12.34)

Este objeto puede ser expresado como una matriz

0 1 0 p p p 1
11 112 113 i M (x5 +x3) b i MiXaXa p i MiX1Xs
| = %'21 22 |23§:% o i MiXaX1 irgi(xf"‘xg) i MiX2X3 §
la1 l32 133 i MiX3Xy i MiX3X2 i m;i (x§+x3)
(12.35)
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| es simétricoljx = I lo que conduce a tenemos 6 componentes independientes. Cada
componente del tensor expresa la resistencia o inercia de un cuerpo a ser rotado en torno
a un eje dado. Por ejemplol 33 mide la resistencia del cuerpo a ser rotado alrededor del
eje x3. Para una distribucion continua de masa, pasamos al limite continuo es decir,
reemplazamos la suma por una integral.

m; ! d 3x (12.36)

con la densidad de masa del cuerpo.

Ijk = (r) r2 ik X jXk d3X (1237)

Por ejemplo, si queremos calcular el momento de inercia asociado a un cubo homogéneo.
Es decir, constante

b b b
2 2
= x3+x3 dx = dxs  dx; X3+X3 dx; = = b®= ZMb? (12.38)
0 0 0 3 3
b b b 1 1
I, = X10X;  XpdX,  dxg = 7 b° = ZM b? (12.39)

0 0 0

las demas componentes se calculan de la misma forma
0

-4

a partir de lo cual podemos calcular la energia cinética de rotaciéon. Es importante
entender que el tensor depende del centro con respecto a lo cual lo calculamos. De
hecho, tomando como centro, el centro del cubo obtenemos

wIN
ENI

1
§ con =Mb? (12.40)

ENTEFNT

2
3

ENTEN NI

1 2
4 3
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b=2 b=2 b=2

l1o = r2 5 X 1Xp d = X10X1 X20X5 dx; =0 (12.41)
b=2 b=2 b=2
b=2 b=2 b=2
l11 = dX3 dX2 X% + X :2,, Xm = — (1242)
b=2 b=2 b=2 6

de lo cual obtenemos
(12.43)

-8

Notemos que existe una relacion entre los 2 tensores, es el teorema de los ejes paralelos.

O - O
= O O
>N =

Sealj, el tensor de inercia de un cuerpo rigido expresado en el sistema de coorde-
nadas(X1; X»; X3) con origen en el centro de masa del solido. En un sistema difer-
ente de coordenadas jagx9;x3;x3) cuyo origen @ se encuentra en una posicién a
con respecto al centro de masa del cuerpo, el tensor de inercia es

g X h2 [
e =T+ m a K aja (12.44)

Se demuestra considerandg Fa +r

Por ejemplo para el cubo

NI T

NI T

NI o

(12.45)
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Vimos por ejemplo que {; = =6, lo que implica

K 2
19, = —+ a a? d®x= —+M = = = 12.46
6 |z} 6 2 3 ( )
ey
En termino de clasi cacion, cuando tenemob;; = 12 = I3y Iy =0 parai & j se llama

el trompo esférico (como la esfera). Los cuerpos como la varilla tiergn= 1., 6 133 se
llaman trompo simétrico y aquellos como la caja de cerillas, que cumplen la condicion
I 11 6= b, 6= k3 Se denominan trompo asimétrico.

Obviamente esta clasi cacién depende del punto que se considere en el solido. Una
esfera homogénea es un trompo esférico en el centro de masa y un trompo simétrico en
otro punto.

12.5. Momento angular

Hemos visto que el tensor de inercia nos permite calcular la energia cinética de rotacion.
Nos permite también calcular el momento angular. Calculamos L con origen en el centro
de masa

X X X
L= rnipi= rn(mMvi)= 1 mir (12.47)
usandoa (b c¢)=(a c)b (a b)c tenemos
X

L= m 2 (r ; Dr (12.48)
i
La componente k es
X
L= mp r2he (0 DX« (P) (12.49)
i 2 3
X X X
= mi4 e X (P)Exc(P)S (12.50)
X X ) : X
= poomprf g XX = ! (12.51)

i i i

dondex (P;) es la coordenad& de la posicion de la particuld. La relacion previa se
escribe de forma vectorial

L=1! (12.52)
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