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CAPITULO

Mecanica newtoniana

1. Dinamica de una particula

1.1. Ley de Newton

El objeto de la mecanica newtoniana es la descripcién de la dinamica de las particulas
con concepto de distancia, tiempo, velocidad y aceleraciéon. A Newton se deben las leyes
fundamentales de la mecénica:

1. Todo cuerpo permanece en reposo o en movimiento uniforme (no acelerado) a
menos que actia una fuerza sobre el cuerpo.

2. Todo cuerpo sobre lo cual actiia una fuerza se mueve de tal forma que la variacion
de su momento es igual a la fuerza.

3. Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas entre si, estas fuerzas son de intensidades
iguales y sentidos opuestos.

En realidad, la segunda ley implica las otras.

Sea T un vector posiciéon de una particula (con un cierto origen O) y sea v su vector
velocidad. Sabemos que

dr
_ 1.1
v= (1.1)

La cantidad de movimiento p de la particula es p = mw, con m la masa del cuerpo.
Por consecuencia de interacciones con campos y objetos exteriores, la particula puede
experimentar fuerzas. La suma vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre una particula
es la fuerza resultante F', de la cual podemos definir la ley de Newton:
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Existen sistemas de referencias en los cuales el movimiento de la particula esta
descrito por la ecuacién diferencial

dp d
=== = 1.2

Si la masa es constante, esta ley se transforma en

d
F:md—"; = ma (1.3)

Obtenemos automaticamente que si no hay fuerzas, no hay aceleracién
F=0 = a=0 (1.4)
Este resultado corresponde a la primera ley.

La tercera ley es conocida como el principio de accién-reacciéon. Cuando estamos en
reposo, no hay movimiento entre dos particulas es decir, a = 0 o de forma equivalente
F = 0. Pero como son dos fuerzas, tenemos F' = F5 + Fy; con Fi, la fuerza que ejerce
el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2 y viceversa por Fy. Por lo tanto, obtenemos de F' = 0
que Fj5 = —F5; lo que corresponde a la tercera ley.

Los sistemas de referencia donde se cumple la segunda ley de Newton se denominan
sistemas de referencia inerciales. Por lo tanto, en ausencia de fuerzas, una particula
en reposo en un sistema inercial en un instante dado, sigue en reposo en todo instante.
En cambio, los sistemas de referencia no inerciales son sistemas de referencia donde
aparecen términos adicionales en la segunda ley de Newton, que no son asociados a
las fuerzas del sistema. Estos términos adicionales se denominan fuerzas ficticias y son
debidos a la aceleracion del sistema.

Por ejemplo, una particula en movimiento rectilineo con respecto al laboratorio sera
visto con un movimiento muy complicado por un mosquito. Por lo tanto, en un sistema
de referencia inercial, las leyes de la mecanica toman su forma mas simple.

Existen una infinidad de sistemas de referencias inerciales, que se mueven los unos con
respectos a los otros con movimiento rectilineo y uniforme. En estos sistemas, las leyes
de la mecanica son las mismas. Eso corresponde al principio de relatividad de Galileo.
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Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme, con velocidad v en
la direccién Oy.

Las ecuaciones de transformacién para las coordenadas son

r=ux T = =1
y =y —wvt derivando con respecto al tiempo y=y—v = 9 =14
2=z F =z =2

Se observan que las derivadas segundas coinciden es decir, las leyes no cambian entre
dos sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme.

1.2. Momento

Podemos obtener varios teoremas de conservacién
- Teorema de conservacion de la cantidad de movimiento

Cuando la fuerza total se anula: F' = 0 tenemos % = 0, esto implica que p es constante.
- Teorema de conservacion del momento cinético

Sea una particula de masa m y velocidad v localizada en P. El momento cinético

respecto a un punto fijo O se define como
L=rxp (1.5)

con x el producto vectorial. Por otro lado, definimos el momento de una fuerza respecto

a un punto O por

N=rxF (1.6)



Por lo tanto, tenemos

N=rxF=rx (jt(mv) :i(rx (mv))—i; X (mw) (1.7)

pero como el ultimo termino es nulo, obtenemos

dL
N =— 1.

se deduce facilmente que cuando IN es nulo, se conserva el momento cinético, L es
constante.

1.3. Trabajo y energia

@

Sea una particula de masa m, que se mueve del punto @) al punto @) bajo la accién de
la fuerza F'. Se define el trabajo W de D a @

2
W12 :/ F -dr (19)

1
con ff la integral de camino del punto (D) al punto @) y dr la tangente a la trayectoria.

2 to d to t2d
Wm:/F.dr:/ F-Tdt:/ F~'vdt:m/ Y v at (1.10)
1 t1 dt t1 t1 dt

En la ultima expresién, hemos asumido que la masa es constante y los tiempos (¢4, t2)
corresponden al los tiempos cuando la particula se encuentra en @) y @) respectivamente.

2q /1 1 1
Wip = m/t1 7 (2112) dt = imvg - imvf (1.11)



con v; = v(t;) para i = (1,2). Por lo tanto, observamos la aparicién de una cantidad
importante llamada energia cinética

L

T = gm (1.12)

lo que implica que el trabajo entre los dos puntos es Wiy = T — T} es decir, depende
solamente de la diferencia entre la energia cinética que posee la particula en @) y la
energia cinética que posee en (D). Cuando esta diferencia no depende del camino tomado,
se llama una fuerza conservativa. Deducimos automaticamente que para una fuerza
conservativa la integral de la fuerza sobre un camino cerrado es nula.

éth—o (1.13)

Usando el teorema de Stokes, obtenemos

féF-dr://S(VxF)-dS:O (1.14)

con C un contorno cerrado y S el area encerrado por C. Dado que esta relacién se aplica
a cualquier trayectoria cerrada y, por ende, a cualquier superficie, podemos inferir que

VxF=0 (1.15)
es decir,
F=-VV (1.16)

con V la energia potencial, el signo es por convenciéon. En el caso de una fuerza
conservativa,

2 2 2 2 2
Wio :/ F .dr = —/ VV.dr=— a—vdx— a—Valy— (‘9le (1.17)
1 1 1 Oz 1 0y 1 0z

2
:—/dV=V1—V2 (1.18)
1

Pero como Wiy = Ty — T para una fuerza conservativa, obtenemos que

Ty + Vi =T+ Vs (1.19)



lo que corresponde a la conservacion de la energia total de una particula

E=T+V (1.20)



2. Oscilaciones

2.1. Resorte

Cuando se obliga a un cuerpo a cambiar de forma, la fuerza deformadora es proporcional
a la deformacién. Esta fuerza puede consistir en:

- aumento de longitud (resorte helicoidal)
- en una flexién (resorte plano)

- torsiéon de una banda alrededor de su eje

La ley de elasticidad de Hooke nos dice que: La fuerza es proporcional a la extension.

Es una ley empirica por lo tanto no tiene fundamentos ni demostraciéon pero funciona.
Fue publicado en el afio 1678 : ut tensio, sic vis (como la extension, asi la fuerza), es
decir la extension es proporcional a la fuerza.

con k un factor de
proporcionalidad
que depende del resorte

i
—

2]
=]
3
o
7]
9
=
<+

- 0y

I

—
F k= k X
m
para una masa m 3m
la elongation es de x
para una masa 3m
la elongation es de 3x -

— —_—
g=mg

La ley de Hooke funciona solamente en un régimen de pequenas elongaciones
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A Fuerza

desplazamiento
(elongacion)

1
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I
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I
I
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I
I
I
I
I
I
I
l -
~— ley de Hooke *‘ L

ruptura

l«———— regién elastica @ ——»

deformacion
permanente

Consideramos una masa puntual, m, obligada a moverse segiin una recta fija, por medio
de un resorte elastico, de constante k. El resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
que se opone a la elongacion.

F=—k(x— ) (2.1)
con xy la longitud natural del resorte (sin tension).

Imaginamos una elongacién en la direcciéon x, es decir x — xg > 0, pero como la fuerza
se opone a la elongacién, la fuerza debe estar en la direccion —e,, lo que corresponde a
la forma de la ley

F = —k(z —x)e, (2.2)

El mismo razonamiento se puede hacer en el caso de una compresion, es decir cuando
x—x9 <O0.
El movimiento de la masa m, después de la elongacion, es solucion de

ma = F (2.3)
& mie, = —k(r—x0) e,
.k

Como z( es una constante, definimos £ = x — z¢, lo que transforma la ecuacion en la
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ecuacion de un oscilador armaonico
E+w=0 (2.6)
donde se ha definido w? = k/m > 0. La solucién puede ser escrita de la forma
£(t) = acos(wt + B) (2.7)

es decir tenemos
x(t) = xo + acos(wt + ) (2.8)

Observamos que la particula oscila alrededor de la posicion de equilibrio xg con periodo

2 k
T="1 =42 (2.9)
w m

La energia cinética de la masa es

1 1
T = §m$2 = ikQQ sin?(wt + f3) (2.10)
La energia potencial puede ser obtenida calculando el trabajo necesario para desplazar

la masa m a una distancia z. Como

W = /F.dw (2.11)
obtenemos
dW = F -dx =k (z — x¢) de = k&dE (2.12)
lo que nos permite obtener
W = ;k&Q + constante (2.13)

de lo cual identificamos la energia potencial
1 s 1 5
V= §k (x — )" = §ka cos” (wt + ) (2.14)
Es ahora facil verificar que la energia total es constante

E=T+V = ;kOéQ [sin2(wt + ) + cos®(wt + ﬁ)} = ;koﬂ (2.15)

— 12 —



Hay dos maneras de representar la solucién.

-xA

v
v

7N
&

En la primera representacion, consideramos la evolucion de la posicion en el tiempo o en
la segunda tenemos una representacion paramétrica en el cual el parametro es el tiempo.
Tenemos

x(t) = acos(wt + B) (2.16)
i(t) = —awsin(wt + ) (2.17)

por lo tanto

()

pero como E = ka?/2, tenemos

2B/ T 2Ejm (219)
lo que representa una familia de elipses, llamadas curvas de Lissajous. Este espacio es
llamado el espacio de configuracion, y se reemplazamos la velocidad por el momento, lo
que es trivial en nuestro caso, hablamos de espacio de fase. Cada trayectoria del espacio
de fase corresponde a un valor de la energia del oscilador. Por lo tanto, dos trayectorias
del espacio de fase no pueden cortarse.

2.2. Péndulo simple

Consideramos un péndulo simple (a diferencia de un péndulo
fisico) definido por una masa puntual m, suspendida mediante
un hilo inextensible y sin peso de longitud L.

La masa m esta sujeta a dos fuerzas:

~13 -



- La gravitacion
F, = mg(cosfe, — sinfey)

- La tensién del hilo
T=-Te,

lo que nos permite obtener a partir de la ley de Newton
ma = —Te, + mg (cos e, — sin Hey) (2.20)

Para obtener la aceleracion en el sistema de coordenadas polares, consideramos las
derivadas del vector OM que conecta el centro O de la masa en el punto M.

OM = Le, (2.21)
= v =Lley (2.22)
= a = Lley — Lo, (2.23)

lo que implica

mLl = —mgsin 0
- (2.24)
—mL6* = =T 4+ mgcos@
La segunda ecuacion nos permite calcular la tension del hilo sobre la masa
T = mg cos 0 + mL6> (2.25)
Aunque la segunda ecuaciéon nos da la dinamica de la masa m.
. g . B
0 + T sinf =0 (2.26)

Es interesante observar que la ecuacion es independiente de la masa m. Es una ecuacion
no-lineal, se puede resolver numéricamente. Pero si consideramos pequenas oscilaciones
alrededor de 6 = 0 es decir § < 1 podemos hacer una expansién en serie

sinf ~ 6 (2.27)
lo que implica
i+20=0 (2.28)
L

— 14 —



es decir un oscilador arménico de frecuencia w? = g/L. La solucién es
0(t) = Acos(wt + ¢) (2.29)

de la cual podemos obtener el periodo de oscilaciones

2 L
7=" 2o /= (2.30)
w g

Observamos que cuando L aumenta, el periodo aumenta.

2.3. Osciladores acoplados

Consideramos tres resortes con con-

stantes (ki, ko, k3) y dos masas (mq, ms). k k, i ky
Queremos estudiar las oscilaciones (el |
movimiento) de las dos masas. Llamemos (z1, x2) los desplazamientos de cada una de las
masas a partir de su posicién de equilibrio. Las variables (x1, z5) son positivas cuando
se mueven hacia la derecha.

Si 1 y w9 se mueven hacia la derecha

- el resorte ky se estira de x;
- el resorte ky se deforma de x5 — 23
- el resorte k3 se comprima de o

Se considera que los resortes tienen una masa despreciable. Por lo tanto, las tinicas
masas son m; y ms. Ocupamos la ley de Newton para estas dos masas. Para la masa
my, hay dos fuerzas

— klxlew (231)

+ k’g (.1'2 — 1‘1) €, (232)
y las fuerzas sobre la masa my son

— kngez (233)

— ]{32 (ZL‘Q — ZEl) €, (234)

~15 —



Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de las dos particulas obtenemos:

dQl’l

mq dt2 = —k’lfL'l + k‘g (ZL’Q - Zlfl) (235)
d*z

mQW; = —]C3ZL'2 - kfg (372 - ZL‘l) (236)

Hemos obtenido dos ecuaciones diferenciales acopladas. Para el estudio, consideramos
un caso particular, cuando m; =me =my ky = k3 =k

Py + ks (29 — 21) (2.37)
m di2 = T PR T .
d*x
m dt22 = —kl’g - kz (513'2 — .1’1) (238)

Sumando y restando las dos ecuaciones, tenemos

d2
m@ (l’l + ]32) = -k (.Tl + $2) (239)
d2

Son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, desacopladas. Definimos

/ 2
w1 = E s Wy = K + k2 (241)
m m

La solucién es

x1 + x9 = Acos (wit + ¢1) (2.42)
T1 — Tg = Bcos (wat + ¢2) (2.43)
es decir
A B
T = 5 cos (it + @) + - cos (wat + ¢2) (2.44)
A B
Ty = - CO8 (wit + ¢1) — - cos (wat + ¢2) (2.45)

(A, B, ¢1, ¢2) son constantes de integracion y representan las condiciones iniciales. Por

ejemplo, imaginamos que inicialmente se desplazan las masas de x§°) y xéo) y las
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velocidades iniciales son nulas, obtenemos

x1(t) = W cos (wit) + o —ay” cos (wat) (2.46)
2o(t) = W cos (wnt) — "1 T2 o ) (2.47)
Si :L‘(O) = xéo), obtenemos
z1(t) = 21" cos (wit) (2.48)
xo(t) = 2 cos (w1t) (2.49)

lo que implica z1(t) = x2(t) es decir se mueven en fase. El resorte central no sufre
ninguna deformacioén y por lo tanto, no ejerce ninguna fuerza sobre las particulas, se
mueven como si no estuvieran acoplados

Se llama un modo normal (movimiento asociado a una sola frecuencia, en este caso wy).

Hay un segundo modo normal, asociado a la segunda frecuencia. Se encuentro por

(0) xé ), lo que implica

21 = —ai¥ cos (wat) (2.50)
2y = 25 cos (wst) (2.51)
es decir z1(t) = —x2(t), lo que corresponde a un movimiento en oposicién de fase

Estos dos modos normales son los modos fundamentales del sistema. Cualquier otro
movimiento es una combinacién de estos modos. Por ejemplo

(0) (0) 0) _ (0
x(t) = —;—x cos (wit) + % cos (wat) (2.52)
modo normal 1 modo normal 2

—17 -
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Otro caso interesante que podemos ver es cuando xé ) =0

(0)
Z1
2
(0)
-1
2

8

T = [cos (wit) + cos (wat)] (2.53)

8

To = [cos (wqt) — cos (wat)] (2.54)

Es una cierta combinacion lineal de los dos modos normales. Usando las relaciones de
los coseno y seno, obtenemos

21 = 2% cos <w1 ;WQ t) cos (w1 ; 2 t) (2.55)
29 = —2\" sin (wl T t) sin (w1 _ t) (2.56)
2 2
Por la ilustracion, consideramos :1350) =lw=1y .
1
Wy = 2 \

De hecho, si la energia total es constante, podemos

0.5 A
Observamos una diferencia de fase entre los dos /
. . . . Ve 00‘ t
movimientos y por lo tanto un intercambio de energia. ‘ /\ \/ /\
-05
10

identificar una energia de intercambio 14

0 2 4 6 8 10
1 1 . 1 1 1 9
E = imx% + §m$§ + ikazf + 5/{3:% + 5]{ (X9 — 1) (2.57)
1 0)\2 ste
=m (:pg )) (w% + wg) = ¢ (2.58)
Podemos escribir
1 1 1
ik (.’152 — LU1>2 = 5]6133% + 5]4]23}3 — kgxll’g (259)
~—— ~—— .
, . , . energia de
energia potencial energia potencial
. ) intercambio
asociada al asociada al
oscilador 1 oscilador 2
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energia total

0

energia asociada ' a
al oscilador 1
IV AN t
‘2“4‘;\ g 10

Una segunda manera para estudiar estos problemas es de usar matrices. Tenemos las
ecuaciones siguientes

)
)

Para simplificar aiin més, consideramos k1 = ko = ks = k

m:’él = —k’l’l + kz(l’g — I
m.ig = —kl’g — I{JQ(IQ — T

mil = —2]{3371 + k!EQ
mi’g = k‘l’l — 2/€$2

x m
Podemos definir un vector X = ( ! ), una matriz M = (
)

0 ) y uma matriz
2k —k
K pu—
-y

MX =-KX (2.60)

Buscamos soluciones de la forma X () = Ae™ con A un vector constante. Obtenemos

~PMA=-KA = (®M-K) A =0 (2.61)

matriz

Hay una solucién trivial A = 0 es decir x;(t) = x2(t) = 0. Una solucién mas interesante

~19 —



es cuando
det (Q*M — K) =0 (2.62)
es decir

det (M — K) = det ( mil — 2k K )

. 0o :(2k—m92)2—k2=0

+./k
S2%-—mP =4k o 92_{k/m o 0= /m z{iwl
3k/m +,/3k/m +ws

con (wy,ws) los modos normales. Los vectores propios corresponden al vector A. Es
facil verificar que el vector propio asociado a wy es

A—oéc) (2.63)

con « una constante. Mientras que para el segundo valor propio, ws, tenemos

A= 3 ( _11 ) (2.64)

con 3 otra constante. La solucién final es una combinacién lineal de estas soluciones

1 ; 1 . 1 : 1 ,
X(t) = ( . ) e+ ay ( ) ) e+ By < 1 ) e + By ( 1 ) e ™2t (2.65)

lo que podemos escribir

X(t) =« ( 1 ) cos(wit + ¢1) + ( _11 ) cos(wat + ¢2) (2.66)
Pero como X (t) = ( ?g; >, obtenemos
2
x1(t) = acos (wit + ¢1) + B cos (wat + ¢9) (2.67)
T2(t) = acos (wit + ¢1) — B cos (wat + ¢2) (2.68)

—90 —



Si queremos resolver el problema genérico, podemos calcular el determinante

k‘l + kQ — le2 —k‘g
det = 2.
¢ ( —kz kg + kg — m2§22 0 ( 69)

es decir los dos modos normales del sistema son

QQ _ml(k2+k3)+m2(l€1—|—k2):|:\/z
1=

(2.70)

2m1m2

con

A = [my (ky + ks) + ma (k1 + k2)]> — dmamy (kyks + kiks + koks) (2.71)
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CAPITULO

Relatividad especial

3. La velocidad de la luz

Durante muchos siglos, la tradicién aristotélica dominante no consider6 la luz como un
cuerpo que se desplaza a través del espacio, sino mas bien como una propiedad de un
medio transparente, como el aire o el agua. En consecuencia, la propagacion de la luz
en el sentido moderno no era la forma natural de plantear el problema. Sin embargo, ya
en el siglo V a.C., a Empédocles (=494, —434) se le atribuye la idea de que la luz es
algo que estd en movimiento y que, por tanto, requiere tiempo para recorrer el espacio,
aunque ese tiempo sea demasiado pequeno para ser detectado por los sentidos. Esta
propuesta fue puramente deductiva y no se basd en experimentos.

A comienzos del siglo XI, Ibn al-Haytham (Alhacén, 965-1040) rechazé de manera
decisiva la idea, sostenida por muchos pensadores griegos, incluido Empédocles, de que
la luz es emitida por el ojo. En su lugar, sostuvo que el ojo es un receptor pasivo de la
luz emitida por los objetos luminosos. Respaldé esta afirmaciéon mediante experimentos
sistematicos y un analisis cuidadoso, en particular utilizando argumentos basados en
una habitacion oscura y una abertura (la cdmara oscura) para demostrar la propagacién
rectilinea de la luz. Asimismo, llevé a cabo un estudio sistematico de la desviacion de
la luz en medios mas densos, fenémeno que hoy llamamos refraccion, a partir del cual
infirié que la luz se propaga més lentamente en medios mas densos, un efecto que, por
supuesto, no pudo medir cuantitativamente en su época.

En 1638, Galileo (1564-1642) publicé Dos nuevas ciencias, en la que describié un
intento de medir la velocidad de la luz. El dispositivo experimental involucraba a dos
observadores, A y B, cada uno equipado con una farola que podia cubrirse y descubrirse
rapidamente. Situados a gran distancia uno del otro, el procedimiento era el siguiente:
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A descubria su farola; tan pronto como B percibia la luz de A, B descubria la suya; A
media entonces el tiempo transcurrido entre descubrir su farola y observar la respuesta
de B. Galileo senala que solo intenté el experimento a una distancia corta y que no
pudo detectar ningtin retardo, concluyendo tinicamente que, si la luz no es instantéanea,
entonces es extraordinariamente rapida. Un experimento similar con farolas fue realizado
posteriormente por la Accademia del Cimento en Florencia (reportado en 1667), con
las farolas separadas por alrededor de ~ 1.6 km, nuevamente sin observarse un retardo
medible.

3.1. El satélite Io de Jupiter

En la década de 1670, los astréonomos del Observatorio de Paris cronometraban de
manera sistematica las inmersiones y emersiones de los satélites de Jupiter con el fin
de construir efemérides precisas, que podian servir como un reloj universal para la
navegacion y la determinacion de la longitud. lo era particularmente adecuado para
este proposito: su periodo orbital es ligeramente inferior a 42.5 horas, por lo que los
eclipses ocurren con frecuencia y pueden observarse con buena regularidad.

Durante una visita al Observatorio, Ole Rgmer (1644 -1710) observ6 un patrén claro
y sistematico en los tiempos medidos de los eclipses. Cuando la Tierra se desplazaba
hacia Jupiter, los eclipses de Io ocurrian ligeramente antes de lo previsto por las tablas;
cuando la Tierra se alejaba de Jupiter, los eclipses se retrasaban progresivamente. Rgmer
interpreto correctamente este efecto como consecuencia del tiempo finito que requiere la
luz para recorrer la distancia variable entre la Tierra y Jupiter. Propuso la relacion

Drrierra-sapiter

lobps = ———— 1
b . (3.1)

donde t,1,s es el tiempo observado del eclipse ¥ Drierra—sipiter 1a distancia recorrida por la
luz.

Orbita de la Tierra

Jupiter

Jupiter

Orbita de la Tierra

En 1676, Remer anuncio que el eclipse de Io esperado para el 9 de noviembre ocurriria
aproximadamente diez minutos mas tarde de lo predicho a partir de observaciones
anteriores del mismo satélite. Cuando el evento se desarrolld exactamente como él
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habia anticipado, Rgmer concluyé que la luz requiere unos 22 minutos para atravesar el
diametro de la orbita terrestre, o de manera equivalente, unos 11 minutos para recorrer
la distancia entre la Tierra y el Sol.

Posteriormente, el matematico neerlandés Christiaan Huygens (1629 -1695), en su Traité
de la lumiére (1690), utilizé el razonamiento de Rgmer para obtener una estimacién
numérica de la velocidad de la luz. Suponiendo que la distancia Tierra—Sol es 11 000
veces el radio de la Tierra, obtuvo

¢ =33.3 Ry [km]/s. (3.2)

Este valor era notablemente cercano al aceptado en la actualidad, aunque todavia
inexacto debido a una sobreestimacion del retardo temporal y a las incertidumbres
existentes entonces sobre el tamano de la 6rbita terrestre. Utilizando el valor actualmente
conocido del radio de la orbita de la Tierra, el mismo razonamiento conduce a

c~212 x 10° km/s. (3.3)

Utilizando el método de Rgmer, Newton concluyé en 1704 que, en lugar de tardar 11
minutos, la luz emplea entre 7 y 8 minutos en llegar desde el Sol hasta nosotros. Tras
mas de un siglo de observaciones, Delambre (1749-1822) lleg6 en 1809 a la conclusién
de que la luz tarda 8 minutos y 12 segundos en llegar del Sol hasta nosotros.

3.2. Aberracién estelar y la velocidad de la luz

En 1729, James Bradley (1692—-1762) descubri6 la aberracion de la luz y dedujo que la
velocidad de la luz es aproximadamente 10 210 veces la velocidad de la Tierra en su
orbita.

Para entenderlo, necesitamos introducir la nocién de distancia cenital. Sea Z la direccién
cenital unitaria en el observador, es decir la direccién directamente encima y sea n’(t)
la direccion unitaria de la estrella inferida a partir de la observacion en el instante t. La
distancia cenital z(t) se define como el angulo entre estos dos vectores unitarios:

cosz(t) =n'(t) - Z (3.4)

Bradley estudi6 la estrella v Draconis porque pasa casi por el cenit a la latitud de su
observatorio. Cerca del cenit, la refraccion atmosférica es minima y estable, por lo que
la astrometria a nivel de segundos de arco estd mucho menos contaminada. Midi6 la
distancia cenital de la estrella en el transito meridiano, es decir, cuando la estrella cruza
la linea norte —sur. Repitié la medicién a lo largo del ano y encontrd que z(t) varia de
forma sinusoidal con un periodo de 1 ano. Para v Draconis la variacion total fue de
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aproximadamente ~ 40.4” es decir, una amplitud ~ 20.2".

Como Z es fijo, la variacién de la ecuacién (3.4) da

—dz sinz =én’ - Z (3.5)
lo que implica
om' -7
§r=_04 (3.6)
sin z

Para conectar esto con la aberracién, necesitamos calcular la relacién entre én’ y la
velocidad de la luz. Sea la luz propagéandose en un sistema inercial S con velocidad
v = c¢n, donde n es un vector unitario en la direccién real de propagacion. El sistema
del observador (la Tierra) S’ se mueve con velocidad u respecto de S, con v < ¢. La
velocidad observada es

vV =v—-—u=cn-u, n=—=—— (3.7)

El denominador, para u/c pequeno, es

De donde se obtiene

n = <n—:)(1+n'u>+0<§> (3.10)

:n—u+n(n'u)+0<“2>. (3.11)

Por tanto, el cambio de primer orden en la direccién entre la posiciéon aparente de la
estrella y la posicion real es

n'=n'—n= —(u —(n- u)n). (3.12)
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En consecuencia,

5Z:_5n’-Z:u-Z—(n-u)(n-Z)' (3.13)

sin z csin z

Si definimos localmente el cenit en la direccion Z y la direccién norte como N, se tiene
n = coszZ +sinzN. (3.14)

El signo £ depende de si la estrella transita al norte del cenit (+) o al sur (—). Como
~ Draconis transita al norte en el lugar de observacion de Bradley, elegimos el signo +,
lo que da

sin z Cos 2
0z = u-7Z—

C C

u-N. (3.15)

Para valores pequenios de z (cerca del cenit),

u-N
pant

0z ~ —

(3.16)
Como el vector velocidad orbital de la Tierra u(t) rota una vez por afio, se obtiene
u
0z ~ ——cos(t), (3.17)
c
donde () es el dngulo entre u y N. Por tanto, §z(¢) es una sinusoide en el tiempo

con periodo de 1 ano, tal como observé Bradley. En la configuraciéon de Bradley para
~ Draconis se tiene

max | cos (t)] ~ 1, (3.18)
por lo que, con buena aproximacion, la amplitude de oscilacién es ~ u/c.

Como se menciond, para 7 Draconis Bradley encontrd

92202,,_ 202
c

_ o — 10210, 1
60xg6o1z0 = ¢~ 10210u (3.19)

Bradley no tenia un conocimiento preciso de la velocidad de la Tierra, por lo que obtuvo

una relacion entre la velocidad de la luz y la velocidad terrestre.
Hoy sabemos que la velocidad media orbital de la Tierra es 29.78km - s=! y que
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c =299792.458km - s7!, lo que da

€ —10067. (3.20)
u

Esto implica que Bradley cometi6 solo un error del 1.4%.

3.3. Experimento de Fizeau

Los previos experimentos eran de naturaleza astrondémica. En 1849, Fizeau (1819-1896)
realizé el primer experimento de laboratorio para medir la velocidad de la luz, utilizando
un disco dentado. La luz atravesaba una ranura del disco, se reflejaba en un espejo
distante y, al regresar, podia ser bloqueada por el disco si este giraba con la velocidad
adecuada.

Espejo

Rueda dentada
giratoria

Fuente de luz

En el montaje de Fizeau, la rueda dentada acttia como un obturador periddico: tiene
N ranuras y N dientes alternados, es decir, 2N sectores igualmente espaciados. Un
rayo pasa por una ranura, recorre la distancia hasta un espejo lejano y vuelve por el
mismo eje. El punto clave es que, durante el tiempo de ida y vuelta t,,e10, la Tueda gira
un cierto angulo; por tanto, cuando el rayo regresa ya no encuentra necesariamente la
misma ranura alineada.

Si la rueda gira lentamente, el avance angular durante t,,0, €s pequeno y el rayo vuelve
a atravesar la misma ranura: se observa luz. Al aumentar la velocidad de giro, la
rueda avanza més durante el mismo t,.0, v una fraccién creciente del rayo de retorno
es interceptada por el diente que entra en la trayectoria, de modo que la intensidad
observada disminuye. Para una velocidad particular, el avance durante t,,e, coincide
exactamente con el paso de una ranura al diente adyacente; entonces el rayo que salid
por una ranura regresa justo cuando esa abertura ha sido reemplazada por el diente
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siguiente y la luz desaparece por completo: esta es la primera extincion. Al aumentar la
velocidad, aparecen otras extinciones.

En términos de tiempos, si la rueda gira a f rotaciones por segundo, el tiempo para
pasar de una ranura al diente siguiente (medio “paso” ranura—diente) es

1
T = —. 3.21
%paso 2Nf ( )
El tiempo de vuelo es el tiempo de ida y vuelta,
2d
tvuelo = (322)
c

donde d es la distancia rueda—espejo.
La condicién de extincion es que, durante t,ue0, 1a rueda avance un nimero impar de
medios pasos (ranura—diente, o ranura—diente tras varias alternancias):

2m+1
t = (2 INNA = — =0,1,2.... 2
vuelo (m+ ) %paso 2Nf ) m Oa 3 4y (3 3)
de donde
2d B 4dN f

= (3.24)

tvuelo 2m + 1

El caso m = 0 es la primera extincién; m = 1 es la siguiente extincion, etc.
La condicién de reaparicion (maximo) es que la rueda avance un niimero entero de pasos
completos ranura—ranura (un nimero par de medios pasos):

m
tvuelo =2m Tl

= — =1,2,... 3.25
5 Paso Nf’ m » ( )

lo que explica por qué, si la primera extincion ocurre a fi, la primera reapariciéon ocurre
aproximadamente a 2f; (y la siguiente extincién a 3 f1, etc.).

Fizeau utilizé una rueda con N = 720 dientes (y 720 ranuras). La primera extincién
se producia para f ~ 12.6 rotaciones por segundo, y la distancia entre la rueda y el
espejo era d ~ 8.633 km, entre Suresnes y Montmartre, de modo que el recorrido total
era 2d ~ 17.266 km.
En la primera extincion, el tiempo de vuelo coincide con el tiempo que tarda la rueda
en girar desde una ranura hasta el diente siguiente:

1 2d

tonelo = ———, - — 4dN f. 3.26
1 2Nf tvuelo f ( )

o
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Con N =720, f =12.65"! y d = 8.633 km se obtiene
¢~ 4 % 8.633 x 720 x 12.6 ~ 3.13 x 10° km/s. (3.27)

Esta medicién fue mejorada por Foucault (1819-1868) en 1862 mediante un experimento
distinto (el método del espejo giratorio), obteniendo

c~298 x 10°kms™". (3.28)

En conclusion, tras siglos de estudios, no solo se establecié que la luz se propaga, sino
también que su velocidad es finita y medible. Sin embargo, durante mucho tiempo se
asumio que todo aquello que se propaga debe hacerlo necesariamente en un medio.

3.4. El éter luminifero y su no deteccién

La palabra éter es antigua: en la tradicion aristotélica designaba una sustancia celeste
(el quinto elemento) que llenaria la regién supralunar. Esta idea, sin embargo, no es
todavia el éter luminifero de la fisica moderna. El éter luminifero aparece cuando la luz
empieza a pensarse como un fenémeno ondulatorio. En ese marco, por analogia con el
sonido o las ondas en el agua, se asumia que toda onda requiere un soporte material;
como la luz se propaga en el vacio, se postulé entonces un medio extremadamente sutil,
transparente y omnipresente que llenaria todo el espacio: el éter.

En el siglo XVII, Huygens formulé explicitamente una teoria ondulatoria en la que la luz
es una perturbacién que se transmite a gran velocidad (finita) a través del éter. Newton,
aunque defendia una teoria corpuscular, también especulé con un medio etéreo para
explicar fendmenos 6pticos como refraccion e inflexion, lo que muestra que la nocién de
un medio sutil estaba muy extendida incluso con fisicos que no pensaban la luz como una
onda. Ya en el siglo XIX, los trabajos de Thomas Young (1773 -1829) en interferencia y,
sobre todo, Augustin-Jean Fresnel (1788 —1827) en difraccion y polarizacién, consolidaron
la 6ptica ondulatoria; la polarizaciéon empujoé a interpretar la luz como una vibracion
transversal, y eso llevo a atribuir al éter propiedades mecanicas muy exigentes, capaz
de sostener esfuerzos transversales y, a la vez, no frenar el movimiento de los cuerpos
celestes. El éter, por tanto, nace histoéricamente como el soporte hipotético de las ondas
luminosas en el vacio, heredando el nombre antiguo pero con una funcién fisica distinta.

3.4.1. Fizeau

Diversos experimentos fueron diseniados para poner a prueba la hipotesis del éter. En
1851, Fizeau estudié la propagacion de la luz en agua en movimiento mediante un
interferometro: dos haces recorrian la misma longitud L dentro de tubos con agua que
fluia, uno a favor de la corriente y el otro en contra, y luego se recombinaban para medir
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el desfase.

—=
ﬂ v * il
)2 =

Y
\Y
« 7 .

En reposo respecto del agua, la luz se propaga con velocidad ¢/n (para el agua, n ~ 1.33).
Segun las transformaciones de Galileo, se esperaria

=—=+ 3.29
U4 n v, ( )

lo que darfa una diferencia de tiempos (a primer orden en v)

L L n\?2
Al = _ ~ 2L () | 3.30
Galil % o % s v . ( )
Sin embargo, Fizeau observé
n\?2 1 2Lv ,
AtFizeau ~ 2L'U (C) <1 — 7],2) = ? (n — 1) (331)

lo que corresponde a un arrastre parcial: las velocidades efectivas eran
c
ui:iv(1—>, (3.32)

Este resultado coincide con la hipétesis de Fresnel de arrastre parcial (coeficiente
k =1— ) y descarta los dos extremos: x = 1 (suma galileana c¢/n + v, arrastre total)
y k£ = 0 (sin dependencia en v, ausencia de arrastre). En particular, este resultado
muestra que el arrastre total, es decir considerando la suma galileana uL = = + v es
incorrecto.
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3.4.2. Michelson y Morley

En 1887, Michelson (1852-1931) y Morley (1838 -1923) realizaron su famoso experimento
interferométrico. El interferémetro de Michelson divide un haz luminoso mediante una
lamina semirreflectora en dos haces coherentes que recorren dos brazos perpendiculares
de longitud L, se reflejan en espejos al final de cada brazo y regresan para recombinarse.

Espejo

Divisor de haz

- .............. rovoeocclal — — ____ - oo Espejo

Interferencias

/1|
[ s e s e . i s Tt

.|
Pantalla

La interferencia depende de la diferencia de tiempos de ida y vuelta en ambos brazos.
En la hipdtesis clasica de un éter estacionario, si la Tierra se mueve con velocidad v
respecto del éter, la luz deberia propagarse con velocidad efectiva distinta segin la
orientacion del brazo con respecto a v. Al rotar el aparato, la diferencia de tiempos
cambiaria, lo que produciria un corrimiento observable de las franjas.

Para el brazo paralelo a v, el haz va a favor del viento en un trayecto y en contra en el
retorno, de modo que

L L °oLe 2L 1 2L 2
‘ (1 42 ) , (3.33)

ty = —+ = = — 7~ —
== ct+v 22— c1-% c

donde en la tltima igualdad se expandié a orden (v/c)?.

Para el brazo perpendicular, en el marco del éter el rayo debe tener un componente
transversal que compense el movimiento del aparato; el modulo de la velocidad de la
luz es ¢, pero la componente efectiva a lo largo del brazo es v/¢? — v2.
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¢ —v?
C
Por tanto,
S o
La diferencia (a orden (v/c)?) es
AtEt”—tL:QCLCCf—;Zj) _LCU;. (3.35)

Al rotar el interferémetro 90°, los brazos intercambian sus papeles (el que era paralelo
pasa a ser perpendicular y viceversa), por lo que la diferencia cambia de signo. El
cambio total esperado al rotar es entonces

2Lv?
3

Atyor ~ 2 At = (3.36)
La diferencia de camino 6ptico asociada es Asyo; = ¢ Atyor, v €l nimero de franjas (ver
curso de ondas y éptica) que deberfan desplazarse es

~ Asir Aty 2L v?

AN = ~——,
A A A c?

(3.37)

Michelson y Morley buscaron este corrimiento al rotar el aparato (a distintas horas y
estaciones), y encontraron un resultado esencialmente nulo dentro de su sensibilidad
experimental: no aparecié el corrimiento peridédico esperado por un wviento de éter
estacionario.

Para explicar el resultado nulo de Michelson y Morley dentro de una teoria con éter
estacionario, George Francis FitzGerald (1851-1901) en el afio 1889 y Hendrik Lorentz
(1853 -1928) en 1892 propusieron la hipétesis de una contraccién de los cuerpos en
movimiento respecto del éter. En particular, si el brazo paralelo al viento de éter se
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contrae segin

V2

Ly = Lol - —, L, = Ly, (3.38)
C

entonces los tiempos de ida y vuelta resultan iguales,
Ty =1, (3.39)
y no se espera corrimiento de franjas al rotar el interferémetro.

En medio de esta confusion sobre la velocidad de la luz y la posible existencia del éter,
Albert Einstein (1879-1955) formuld, a partir de dos postulados, una nueva teoria.

— 33 —



4. Invariancia de las leyes fisicas

4.1. Transformacion de Galileo

En mecéanica clasica sabemos que existen sistemas de referencia especiales, llamados
sistemas inerciales. En un sistema de referencia inercial, las distancias son euclidianas
y existe un tiempo universal, en el sentido de que las particulas libres permanecen en
reposo o se mueven con velocidad constante en lineas rectas. Se asume ademas que
todo sistema de referencia que se mueve con velocidad uniforme respecto de un sistema
inercial también es inercial.

El principio de relatividad de Galileo establece que las leyes de la mecanica son invariantes
bajo cambios de sistema de referencia inercial. En otras palabras, no existe ningin
experimento puramente mecanico capaz de distinguir entre dos sistemas de referencia
inerciales. Por lo tanto, no existe un sistema inercial privilegiado: todos son equivalentes
y las transformaciones que permiten pasar de uno a otro son simetrias de la teoria. En
este contexto, el tiempo es absoluto.

Bajo una transformacion de Galileo,

x =x—vyt.

Las velocidades y aceleraciones se transforman como

dx'  dx
- = 4.
adt (4:3)
d*x' d*x
= —. 4.4
dt'? dt? (44)
De aqui se sigue inmediatamente que
d*x’' d*x
m dt’Q = mﬁ = :F7 (45)

es decir, la masa no cambia de un sistema inercial a otro y la ley de Newton es invariante
bajo transformaciones galileanas.
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4.2. Distancia invariante

También puede verificarse que las distancias euclidianas permanecen invariantes. De
hecho, en un sistema (R'), la distancia entre dos puntos x/; y x5 es

(x5 —x4)° = (a5 — 24)* + (Y — ¥a)* + (25 — 20)%, (4.6)
= (x5 —x4)° + (yp —ya)* + (25 — 24)°,
= (xp — X4a) 8

lo que muestra que la distancia no cambia bajo una transformacion de Galileo.

Este resultado es equivalente a la invariancia del intervalo infinitesimal. Para una
separacion infinitesimal entre los puntos 2 y o' + dx?, la distancia cuadrada es

3
ds* = da® + dy* + d2* = D 6;;da’ da’, (4.9)
ij=1
donde ¢;; es el delta de Kronecker. Como
=0 — (v)'t = di''=da’, (4.10)

se obtiene

ds'? = ds*. (4.11)

Convencién de suma de Einstein: si un indice aparece exactamente dos veces

en un mismo término, una vez como subindice y una vez como superindice, se en-

tiende que se suma sobre todos sus valores; un indice no debe aparecer mas de dos
veces en un mismo término.

Usando la convencion de suma de Einstein, la distancia infinitesimal se escribe de manera
compacta como

ds® = 0,5 dx' dx?, (4.12)

en lugar de expresar explicitamente la suma doble

3
ds* = > 8 da’ da’. (4.13)

ij=1
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4.3. Calculo de Ricci

En la seccién previa introdujimos la notacion de Einstein, que forma parte de un marco
mas amplio conocido como el calculo de Ricci, es decir, el conjunto de notaciones y
convenciones empleadas en el estudio de tensores. En este curso adoptaremos un punto
de vista simple: un tensor serd, esencialmente, un objeto con indices. Para una discusion
mas formal y general, se remite al curso de métodos matemadticos.

La primera convencion se refiere al tipo de indices utilizados. Los indices latinos
i,7,a,b,--- se emplean para describir componentes espaciales. Por ejemplo, v denota
la componente i de un vector tridimensional (o bidimensional ...). Mas adelante intro-
duciremos vectores de espacio—tiempo, es decir, objetos que no poseen tres componentes
sino cuatro. En ese caso utilizaremos indices griegos p, v, - - -, escribiendo por ejemplo v*.
Con esta notaciéon se sobreentiende que el vector es cuadridimensional y que sus com-

0

ponentes son (v°, v!, v? v?), donde v° representa la componente temporal y (v!, v?, v?)

las componentes espaciales. Cabe senalar que en algunos libros la componente tempo-
ral se denota como v* en lugar de v%; se trata simplemente de una convencién alternativa.

Podemos introducir la nocién de vector, es decir un objeto con componentes. En una
base dada podemos escribir

v (i=1,...,n), (4.14)

donde el indice arriba indica un componente contravariante. Un covector se escribe con
indice abajo, es decir componente covariante,

y actia sobre un vector para dar un escalar:
w;v’ (4.16)

es decir el producto escalar entre v y w. De hecho, podemos subir y bajar indices con
la delta de Kronecker

1 e )
s,=4 T s, (4.17)
j 0 it J
y satisface
8ij 09F = 6,". (4.18)

— 36 —



Con esto, se bajan y suben indices asi:

V; = 51']' ’Uj, (419)
w' = Y w;. (4.20)

En particular,
wv' = d v’ (4.21)

lo que corresponde al producto escalar entre los 2 vectores

3 3
Swv' =33 dwivt = wh + wPe® + vt =wev (4.22)
=1 j=1

Podemos notar que el indice de suma puede cambiarse por otra letra sin que el resultado
se modifique; a este tipo de indice se le llama indice mudo. En efecto,

wv' = wv' + wev? + wav? = win. (4.23)
Por lo tanto, la letra utilizada para un indice de suma es irrelevante.

Ademas de la delta de Kronecker que ya hemos introducido, para definir otro tipo de
producto, el producto vectorial en lugar del producto escalar, se introduce el simbolo de
Levi-Civita €;j5, definido por

€123 = +1, (424)
y €ijr cambia de signo bajo el intercambio de dos indices. Ademds,
gijk =0 si dos Indices son iguales. (4.25)

De forma equivalente, €;j, = +1 para permutaciones pares de (1,2,3) y €;; = —1 para
permutaciones impares. Obtenemos

(a X b)z = Eijk Cijk, (426)
Por ejemplo, sabemos que

(a x b)! = a?b® — a*b? (4.27)
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Usando (4.26)

(a x b)! = (a x b);0" = (a x b),

= €1k AV = 195 a%0° + £135 30 = a®b® — °V? (4.28)
Se puede facilmente demostrar que en 3 dimensiones

Eijp €M = 0;70, " — 0,M0,™. (4.29)
De aqui se obtiene, por ejemplo,

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (4.30)
De hecho,
(axb)-(cxd)=6(axb)(cxd);=0epnmab™ e, Fd"
= €ipm €7 akbmcpdn = (04P0m"™ — 01" 07) akbmcpdn

= a"b"crd,, — a0 epdy = (aFe) (6™dy) — (aFdy) (D™ cp)

=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (4.31)

4.4. FEcuaciones de Maxwell

Hemos visto que las transformaciones de Galileo dejan invariantes las distancias y las
aceleraciones y, en consecuencia, también las fuerzas. Sin embargo, ya era conocido
que las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo transformaciones galileanas. De
hecho, en un sistema inercial, las ecuaciones de Maxwell se escriben como

V-B=0, (4.32)
v E=", (4.33)
€o
0B
E=_-" 4.34
1 OE

Pero, de las transformaciones (4.1,4.2) obtenemos

o oo ox _, 0 ,
o 02’9 oo 0

52 0w " owar — ow (4.37)
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es decir

o 0 ,
a_%_\,o.v’ (4.38)
vV=V. (4.39)

Ademaés, como la masa y la carga ¢ no cambian de un marco inercial a otro (hecho
experimental), y dado que las distancias no cambian entre dos sistemas de referencias
inerciales (R) y (R'), el volumen tampoco cambia. En consecuencia, la densidad de
carga es la misma en ambos marcos

p=ry. (4.40)
es decir
p(t,x)=p'(t',x) (4.41)

con la transformacién (4.1,4.2), es decir, la densidad es la misma, cuando se evaliia en el
mismo evento usando 2 sistemas de coordenadas diferentes.
Ademas, si J = pv, entonces bajo una transformacion de Galileo

J=pv=pv—vy)=J—pvy. (4.42)

Finalmente, para las fuerzas, usando la ley de Lorentz y la invariancia de la ley de
Newton,

F=¢gE+vxB)=¢qE +v' xB), (4.43)
obtenemos
E+vxB=E+(v—v)) xB' =E —vgxB +vxB (4.44)
y como deben ser iguales para cualquier velocidad v, obtenemos
B'=B, E =E+v,xB. (4.45)
lo que nos da en el nuevo sistema de referencia
V-B'=V-B=0, (4.46)

por lo tanto, la ley de Gauss para el campo magnético es invariante. De forma similar,
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la ley de Faraday es invariante

oB’ 0B
V' x E' + 50 :Vx(E+v0xB)+E+(vo-V)B,
=Vx(voxB)+(vp-V)B. (4.47)

Pero
(V X (VO X B))z = Eijkvj (VO X B)lC = Eijkvj kan(vo)mBn = eijkekm"(vo)mvj Bn

= ekijekm”(vo)mvj Bn = ((Zm 5]'” — 5Zn 5]771) (Uo)mvj Bn
= (Uo)ivn Bn - (Uo)jvj B,L = —<'U0)jvj Bl

— —((vo-V)B), (4.48)
Hemos usado V" B, =V - B = 0 y la notaciéon
0
V, = B (4.49)
lo que se escribe también 0;. En conclusién
0B’
"x E =0 4.50
VX E 4 o (4.50)
Finalmente las leyes de Gauss y de Ampere no son invariantes
/
V-E-2 V. (E+voxB) =L =V - (vgxB) = —vo- (V' xB) £0, (4.51)
€0 €0

donde hemos usado que

V- (Vo X B) = V’ (V() X B)z = VZ Eijk(Vo)jBk = (Vo)jéijkvi BlC = —(Vo)jEjikvi Bk

= —<V0)j(v X B)J = —Vgo- (V X B) (452)
y finalmente
, , 1 OE , 1 (0
V'x B _TW_“OJ ZVXB_E (w—I—Vo-V) (E+ vy xB) — g (J — pvy)
1 oB 1
= Vo X E——Q(VWV) (E 4+ vo x B) + popvo
£0 (4.53)
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Las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo transformaciones galileanas.

Esto significa que, mediante un experimento electromagnético, seria posible distinguir
entre distintos sistemas inerciales. En consecuencia, deberia existir un sistema inercial
privilegiado con respecto al cual los deméas se mueven con velocidad constante: el éter.
Pero, como hemos visto, ningtin tipo de éter era observable.
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5. Fundamentos de la Relatividad Especial

5.1. Postulados de la Relatividad Especial

Hemos visto que las leyes de Newton son invariantes bajo transformaciones de Galileo,
mientras que las ecuaciones de Maxwell no lo son. Ademas, la teoria electromagnética
predice la propagacién de ondas electromagnéticas que no parecen requerir un medio
material de soporte como el éter, cuya existencia nunca fue observada experimentalmente.
En este contexto de confusién y contradicciones tedricas, Einstein postulo:

1. Principio de relatividad: todas las leyes de la fisica tienen la misma forma
en todos los sistemas de referencia inerciales. Todos los observadores
inerciales son equivalentes.

2. Constancia de la velocidad de la luz: la velocidad de la luz en el vacio
tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia inerciales.

El primer postulado implica que no existe un movimiento absoluto observable; por tanto,
un éter entendido como marco inercial privilegiado no tiene contenido fisico operacional.
El segundo postulado es consistente con el primero: si la rapidez de la luz en el vacio
dependiera del marco inercial, se introduciria un criterio experimental para distinguir
observadores inerciales. Este postulado explica el resultado nulo de Michelson y Morley
y afirma que, en cada sistema inercial, la luz en el vacio se propaga con la misma rapidez
en todas las direcciones.

Finalmente, estos postulados invalidan las transformaciones de Galileo. En efecto, si
en (R') un rayo de luz tiene velocidad ¢’ con |¢/| = ¢, entonces bajo suma galileana
se tendrfa ¢ = ¢’ + 'V, de modo que en general |c| # ¢ (por ejemplo ¢y = c£ V), en
contradiccion directa con el segundo postulado.

5.2. Cinematica relativista

5.2.1. Espacio-tiempo

Hemos visto que ¢ desempena un papel fundamental: su valor constante modifica de
manera radical los conceptos de espacio y tiempo. De hecho, como es una constante,
podemos introducir una coordenada temporal con dimensiones de longitud como ct.
Esto conduce naturalmente a la nocién de espacio-tiempo, cuyas coordenadas son

(ct,z,y,2), (5.1)

Un punto del espacio-tiempo es conocido como un evento. En consecuencia, al enviar
un rayo de luz entre dos eventos, es posible medir una distancia a partir del tiempo de
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propagaciéon o a partid de la distancia espacial.

Dados dos eventos (cty,x1,y1,21) ¥ (cta, T2, Y2, 22), la distancia espacial entre ellos es

\/(% —21)2 4+ (Yo —y1)? + (220 — 21)2 (5.2)

Pero la distancia recorrida también puede escribirse como

cty —t1). (5.3)
Por lo tanto,
ety —t) = /(@ — 21)2 + (y2 — 91)? + (22 — 21)2, (5.4)
es decir
—Fta—t1)*+ (2 — 1) + (o —1)* + (22— 21)2 = 0. (5.5)

Dado que c tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia inerciales, esta
relacién se cumple en cualquiera de ellos. Es un invariante.

—PA + Ar? + Ay? + A2 =0. (5.6)

5.2.2. Simultaneidad

Dos eventos simultéaneos en un sistema de referencia inercial no lo son necesariamente
en otro: la simultaneidad es relativa.

v
t=0 4 t=0 ’ _—
Ay A\ S : S

t=1 > t=1 >
A J J Ay
t=2 . t=2 e ——
. N A\ \J

Consideremos un tren que se desplaza con velocidad constante v. Desde el punto medio
del tren se emiten dos rayos de luz en direcciones opuestas. Para un observador situado
en el tren, ambos rayos alcanzan simultaneamente los extremos, ya que recorren la
misma distancia y, por hipétesis, la luz se propaga con la misma velocidad ¢ en ambas
direcciones.
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Para un observador externo, en cambio, la situacién es distinta. Aunque la velocidad de
la luz es la misma para ambos rayos, el tren estd en movimiento: el extremo trasero se
acerca al punto de emisiéon mientras que el extremo delantero se aleja. En consecuencia,
el rayo que se dirige hacia la parte trasera recorre una distancia menor y llega antes que
el rayo que se dirige hacia la parte delantera.

A diferencia, si el andlisis galileano fuese correcto, ambos observadores deberian estar
de acuerdo. En efecto, consideremos que c es la velocidad de la luz medida por el
observador en el suelo. En el sistema de referencia del suelo 9, la luz se propaga con
velocidad ¢ en ambas direcciones. Por adicion galileana de velocidades, las velocidades
de la luz medidas en el sistema del tren S’ son

U, =c—v (hacia el frente) , (5.7)

v = —(c+wv) (hacia la parte trasera) .

Por lo tanto, en el sistema del tren la propagacion de la luz es anisoétropa.

El evento de emisién ocurre en

El frente y la parte trasera del tren se encuentran en

L

L
CCi“rente = +§ ) x;rasera - _E : (510)

Los tiempos de recorrido de las dos senales luminosas en el sistema del tren son entonces

L2 L/2

tgrente = E ) ttrasera - c+v . (511)

Asi, dentro de la fisica galileana, un observador situado en el tren predice que la luz
alcanza primero la parte trasera y luego el frente del tren.

En el sistema de referencia del suelo S, la luz se propaga con velocidad ¢ en ambas
direcciones. En el instante de emision ¢ = 0, el punto medio del tren se encuentra
en x = 0y, dado que la cinemética galileana asume invariancia de las longitudes, los
extremos del tren estan en

L

—. 5.12
- (512

L
xfrente(o) =+ xtrasera@) = -

5 )
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Su movimiento posterior esta descrito por

L L
'Tfrente(t) = 5 + Ut, xtrasera@) = _5 + vt (513)
Las trayectorias de los rayos de luz emitidos desde el punto medio son

d D) =ct, 2)(t)=—ct. (5.14)

lu

Los tiempos de llegada se obtienen al intersectar estas trayectorias con las de los extremos
del tren. Para el frente,

L L/2
ct=—=4+vt = thente = , (5.15)
2 c—v
y para la parte trasera,
p— L o L/2 (5.16)
—Cl = —— v rasera — . :
2 ' c+v

Estos tiempos coinciden exactamente con los obtenidos en el sistema del tren (5.11).
Dado que en la fisica galileana el tiempo es absoluto, t' = t, todos los observadores
concuerdan en el orden temporal de los eventos.

5.2.3. Dilatacién del tiempo

Bl _ B
2L |A
) =
Ar'= c Y L
Al - A

Consideremos ahora un rayo de luz dentro del mismo tren, emitido hacia arriba y
reflejado de vuelta hacia abajo. Para un observador en reposo dentro del tren, el tiempo
entre dos rebotes consecutivos es

2L
At =22 (5.17)

C
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Para un observador externo que ve el experimento moverse con velocidad v, la trayectoria
del rayo es oblicua y satisface

At\° At\°
I (g) o <°’2> , (5.18)
de donde se obtiene
2L
At= 2. (5.19)
cy/1 — Z—Q

Esto conduce a la dilatacion temporal,

At=7At, y=-—F—= (5.20)

Si v < ¢, entonces v ~ 1 y se recupera el limite newtoniano, es decir la universalidad
del tiempo. En cambio, si v # 0, se tiene v > 1 y por lo tanto

At > At (5.21)

El intervalo At’ se denomina tiempo propio: es el intervalo medido en el sistema donde
los dos eventos ocurren en el mismo punto del espacio. El tiempo propio es el intervalo
de tiempo mas corto. En otras palabras, en un experimento local, el tiempo medido
por el reloj que acompaiia al experimento es siempre menor que el tiempo asignado por
cualquier observador que se mueva con respecto a él.

5.2.4. Contraccién de longitud

Las distancias tampoco son absolutas. Sea Ly la distancia entre dos puntos fijos A y
B medida en el sistema donde ambos estan en reposo (longitud propia). Un viajero se
desplaza de A a B con rapidez v segin ese sistema, de modo que el tiempo transcurrido
alli es

L

At =2 (5.22)

v
En el sistema del viajero el intervalo temporal correspondiente (tiempo propio del reloj
que lo acomparia) es

At 1

At = — v =

- —— (5.23)
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Desde el sistema del viajero, el punto A esta en reposo y el punto B se aproxima con
rapidez v. Por lo tanto, durante el intervalo At’' la separacién disminuye en vAt’, lo
que implica que la separacion inicial (la distancia entre A y B medida en el sistema del
viajero) es

L=vAt' =v— = —. (5.24)

Como v > 1, se tiene L < Ly. Este efecto se conoce como contraccion de longitud.

5.3. Transformaciones de Lorentz

Hemos visto que la nocién de tiempo absoluto es incorrecta; en consecuencia, las trans-
formaciones de Galileo no pueden ser exactas. Necesitamos transformaciones entre
marcos de referencia inerciales en las que el tiempo no sea universal.

Consideremos dos sistemas de referencia inerciales (S) y (S’), con S’ un sistema de
referencia a velocidad constante v con respecto a S, y busquemos transformaciones que
relacionen sus coordenadas. En general,

t'=f(t,x,y,2), 2 =gt,z,y,2), o =h(tzyz2), 2Z=ktzyz). (525)

Pero una particula libre en (S) también es libre en (S’), ya que ambos son marcos
inerciales. Por lo tanto, como la trayectoria de una particula libre es una recta; la
transformacién entre (S) y (S”) debe llevar rectas en rectas, es decir, debe ser lineal. En
consecuencia,

t' = gt + 61 + doy + 032, (5.26)
= oot + o + oy + asz, (5.27)
y' = Bot + prx + Bay + B3z, (5.28)
2=t + x4+ Y2y + 132 (5.29)

Supongamos ahora que (S”) se mueve con velocidad v respecto de (S) a lo largo del eje
x. Por simetria, las coordenadas transversales no deben cambiar:

y =y, (5.30)
2=z (5.31)
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Las transformaciones se reducen entonces a

¥ = Sot + 612, (5.32)
¥’ = apt + oy . (5.33)

El origen O’ de (') satisface 2’ = 0, y en (5) se mueve como z = vt. De aqui,
0=apt +aq(vt) = «ay=—av, (5.34)
y por tanto
¥ = ay(x — vt). (5.35)
El coeficiente a; puede depender de v.

Por el principio de relatividad, la transformacion inversa debe tener la misma forma al
intercambiar x <> 2/, t <> t' y v — —u:

z = aq(z' +ot'). (5.36)
Sustituyendo z/,
r = ajfoq(z — vt) +ot'] = afz + av (¥ — aqt), (5.37)
de donde se obtiene
t'= ot + L-af x. (5.38)
a1V

Si se impusiera t' = ¢, se tendria a1 = 1y
¥ =x — ut, (5.39)

que corresponde a las transformaciones de Galileo. Sin embargo, exigimos ahora que
la velocidad de la luz sea la misma en todos los marcos inerciales. Si x = ¢t en (S5),
entonces 2’ = ct’ en (S’). Esto implica

ct" = aq (e — ), (5.40)
ct = ai(c+ o)t (5.41)
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Eliminando ¢ y t/,

2 C
aj = = ) 5.42
Y (e—v)(c+) — ”é—; (542)
y por tanto
1 —_—
T2
donde v es el factor de Lorentz.
Las transformaciones quedan entonces
t’zv(t— Um) r=xyx—vt), Y=y, ==z (5.44)
02 Y ) Y Y *
o, de forma equivalente,
ct’ = fy<ct — U:U) : (5.45)
c

La transformacién de Lorentz entre dos sistemas de referencia inerciales (S) y (S’)

ct’ = ’y(ct - Ux) ,
c

€S

i =i = ut), (5.46)
Yy =y,
o =

Para v < ¢, se tiene v >~ 1 y se recupera el limite galileano:
t~t, x>~z — ot (5.47)

Estas transformaciones se denominan boosts de Lorentz. La transformacién inversa se
obtiene reemplazando v — —v:

ct = 7(075' + vx’) : (5.48)
c

=y +vt'), (5.49)

y=y, (5.50)

=z (5.51)
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Con estas ecuaciones, la velocidad de la luz es la misma en todas las direcciones. Por
ejemplo, si x = ct en (5), entonces

ct' = ~(ct — vt), (5.52)
' =~(ct —vt), (5.53)

lo que implica 2’ = ct’.

De manera anéloga, si en el sistema .S, un rayo de luz se propaga en la direcciéon y. Su
trayectoria estd dada por

r=0, y=ct. (5.54)

Aplicamos ahora un boost de Lorentz en la direccién z, bajo el cual las coordenadas
transforman como

ct' =~ <ct — vj) : (5.55)
¥ =y(x —vt), (5.56)
y=v. (5.57)

Dado que para el rayo x = 0, se obtiene inmediatamente

t'=nt, (5.58)
lo que implica
t = i . (5.59)
Ademés,
¥ = —yvt = —ot’, (5.60)
Y = ct = st’. (5.61)

Por tanto, en el sistema S’ la trayectoria del rayo puede escribirse como
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Las componentes de la velocidad medidas en S’ son

v, = CZ; = —v, (5.64)
o = fg; - f; (5.65)

La rapidez en S’ resulta
VI = O+ ) = o+ & = J e (1 - ) Ce. (5.66)

Asi, aunque las componentes de la velocidad cambian, la rapidez de la luz sigue siendo
¢ también en el sistema S’

Finalmente, las transformaciones de Lorentz permiten recuperar los resultados discutidos
anteriormente. En particular, dos eventos simultdneos en (),

(t1,z1) vy (t1,22), (5.67)

satisfacen en (5”)
, v

cty = 7<Ct1 - C$1> ) (5.68)

cty = 7<Ct1 - z$2> ; (5.69)
de donde

! ! v

oty —ty) = _VE(Iz — 1), (5.70)

mostrando que no son simultdneos en (S”).

Asimismo, la dilatacién del tiempo se obtiene de manera inmediata a partir de las
transformaciones de Lorentz. Para incrementos entre dos eventos,

Az’ = y(Az — v At), (5.71)
Al = 7<At - UQAI) , (5.72)
c

cony=1/ %
Si en el sistema S los dos eventos ocurren en el mismo punto del espacio, entonces
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Az = 0, y la transformacion temporal da
At =~y At. (5.73)

Por tanto, el observador para el cual ese reloj estd en movimiento mide un intervalo
mayor entre los mismos dos eventos: concluye que el reloj en movimiento corre mas
lentamente.

Reciprocamente, si los dos eventos ocurren en el mismo punto del sistema S’, entonces
Az’ = 0. Usando la transformacién inversa,

At = 7<At' + ;Af) : (5.74)
y como Ax’ = 0 se obtiene
At =y At (5.75)

Cada observador inercial encuentra que los relojes que se mueven respecto de él corren
mas lentamente.

La contraccion de longitudes se obtiene de forma analoga. Consideremos una barra en
reposo en el sistema S’, cuya longitud propia es Az’ (medida en S’ con simultaneidad
At =0).

Toda medicién de una distancia (longitud) requiere registrar simultdneamente las
posiciones de sus extremos, es decir, imponer At = 0 en el sistema donde se realiza
la medida.

Para relacionarla con una medicién en S, usamos
Ar' = y(Az — v At). (5.76)

La longitud en S debe medirse con simultaneidad en S, es decir At = 0. Entonces

A /
Ar' =vAx =  Ax= f (5.77)

Asi, la longitud medida por el observador respecto del cual la barra esta en movimiento
es menor que la longitud propia.
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Finalmente, las transformaciones de Lorentz implican necesariamente v < ¢, pues

1
v = = (5.78)
T2
solo es real si 1 — Z—; > 0, es decir,
v < = wv<e (5.79)

La velocidad de la luz constituye asi una velocidad limite.

5.4. Espacio de Minkowski

Sabemos que una transformacion de Galileo no modifica la distancia entre dos puntos
del espacio. En efecto,

(Az)* + (Ay)* + (Az)* = (A2)* + (Ay)* + (AZ)% (5.80)
Esto se debe a que, bajo una transformaciéon galileana,
¥=zx—vt = Ar=Az (At =0), (5.81)

ya que la distancia se mide a un mismo instante de tiempo. Esta invariancia define la
geometria euclidea del espacio clasico.

Las transformaciones de Lorentz, en cambio, no dejan invariante esta distancia euclidea,
sino otra combinacion distinta, lo que implica una geometria diferente. Consideremos
dos eventos tales que

At =0, Az, Ay, Az #0. (5.82)

Bajo una transformacion de Lorentz en la direccion z, se tiene

Ar' =~ Ax, (5.83)
Ay' = Ay, (5.84)
A = Az, (5.85)
cAt' = — % Azx. (5.86)
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Al evaluar la combinaciéon

—A(AV)? + (A2)? + (AY)? + (AY)?, (5.87)
se obtiene
A B+ (B (A =7 (12 1) (B (B (25
= (Az)? + (Ay)* + (Az2)? = —A(AL)? + (Az)? + (Ay)* + (Az)?, (5.88)

donde en el ultimo paso hemos usado que At = 0.
Parece entonces que la combinacion
—(At)? 4 (Az)* + (Ay)? + (Az)? (5.89)

es invariante bajo transformaciones de Lorentz.
En forma general, para un boost de Lorentz en la direccion x, los intervalos transforman

como
c At =~ (c At -2 Ax) : (5.90)
c

Az =~ (Ax —v At), (5.91)
Ay = Ay, (5.92)
A2 = Acz. (5.93)

Al evaluar la combinacién
—(AV) + (A2 + (AY)E + (A2, (5.94)

se obtiene
— 2 (cQ(At)2 + Zj(Am)Q — 20 At Ax) + 92 ((Ax)Q +v*(At)? — 20 At Am) + (Ay)* + (Az)?
= —2(At)? + (Ax)* + (Ay)® + (Az)* (5.95)

Esto define una nueva nocién de distancia en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones.
El intervalo infinitesimal se escribe como

ds* = —c® dt? + da® + dy? + d2?, (5.96)
y recibe el nombre de elemento de linea.
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En resumen, en la mecanica clasica, las transformaciones de Galileo dejan invariante
ds* = dx* + dy* + d2?, (5.97)

lo que corresponde a un espacio euclideo. En relatividad especial, las transformaciones
de Lorentz dejan invariante

ds®> = —cdt* + dr* + dy® + dz2?, (5.98)

lo que define el espacio-tiempo de Minkowski. Aunque se denota ds?, esta cantidad no
es necesariamente positiva.

Este intervalo infinitesimal puede ser escrito como

3 3
ds* = =2dt* + da* + dy* + dz° = > Y n datda” =y, datda”, (5.99)
pn=0v=0
donde
-1 0 0 O
0O 1 0O
= 5.100
) =15 0 1 0 (5.100)
0O 0 0 1

1 es conocida como la métrica del espacio-tiempo de Minkowski. Anéloga a la delta de
Kronecker, esta métrica permite bajar o subir indices:

Ay = nwA, (5.101)
es decir
Ay =—A, A =AY Ay = A% Az = A% (5.102)
También define el producto escalar (producto de Minkowski):
Xy = Nurty”. (5.103)
Sabemos que para un rayo de luz se cumple

Adt* = da® + dy® + d2?, (5.104)
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es decir,

ds* = 0. (5.105)

Por lo tanto, existen intervalos nulos.

Para un objeto que se desplaza con velocidad v,

vidt? = da® + dy® + d2?, (5.106)

y entonces
ds* = —c*dt* + v*dt? (5.107)
= (v? — )dt*. (5.108)

Si v < ¢, se tiene ds? < 0. Si v > ¢, se tendria ds? > 0, lo que corresponderia a un
movimiento superluminal, el cual es imposible. Dado que siempre v < ¢, se concluye que

ds® < 0. (5.109)

Se dice que el intervalo es de tipo tiempo, ya que en ese caso tiene el mismo signo que
la componente temporal del espacio-tiempo. Por el contrario, si ds? > 0, el intervalo es
de tipo espacio.

5.5. Diagrama de espacio-tiempo

Una herramienta fundamental para entender la estructura del espacio-tiempo, es el
diagrama de espacio-tiempo. Como no es posible representar cuatro dimensiones, se
utilizan diagramas bidimensionales o tridimensionales. Se eliminan algunas dimensiones
espaciales por simplicidad. En ellos, la propagaciéon de la luz define el llamado cono de
luz.
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ct ct

cono de luz pasado cono de luz pasado

- El cono de luz corresponde a las trayectorias de los rayos de luz. Son trayectorias
nulas, es decir ds? = 0.

- Un objeto que permanece en reposo espacial tiene una trayectoria vertical en el
diagrama de espacio-tiempo. Corresponde a una trayectoria de tipo tiempo, para
la cual ds? < 0.

- Un objeto que se desplazara de manera instantanea corresponderia a una trayectoria
horizontal, lo que implicaria una velocidad infinita, lo cual es imposible. Esto
corresponde a una trayectoria de tipo espacio, para la cual ds? > 0.

- Las particulas libres tienen velocidad constante; por lo tanto, su trayectoria es
una recta en el diagrama de espacio-tiempo.

- Para una linea recta de la forma ct = ax, la velocidad es v = ¢/a. Por lo tanto,
una trayectoria subluminal corresponde a a > 1, es decir, a una recta situada
dentro del cono de luz.

- La trayectoria de una particula en el espacio-tiempo se denomina su linea de
universo.

En resumen, el cono de luz separa lo fisicamente posible de lo imposible en el
espacio-tiempo.

— 57 —



&V

Las coordenadas (ct,x) corresponden a un observador dado. Para otro observador
inercial que se desplaza con velocidad v, las coordenadas se relacionan mediante (5.46)

ct' =~ <ct — Ux) , ' =v(x —ot). (5.110)
c

La recta ct’ = 0 corresponde a

v

t = 5.111
C Cx, ( )

es decir, corresponde al eje ' en el sistema de referencia (ct’, '), mientras que la recta
2’ =0, es decir el eje ct’, corresponde a

c
t = —x. 5.112
c vx ( )

ct’
cty

En los dos proximos diagramas, podemos ver fiacilmente que la simultaneidad es un
concepto relativo.
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ct

ct’

ct,

ct’

Para comparar escalas espaciales y temporales entre distintos observadores, utilizamos

la invariancia del intervalo:

—? 2t = AP+ 2

(5.113)

Los puntos de coordenadas constantes en un sistema se transforman en hipérbolas en el

otro, lo que refleja la geometria del espacio-tiempo de Minkowski.

La dilatacion del tiempo se interpreta geométricamente comparando las lineas de

universo.
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ct’

cty
Az’ 4B
B
!
cAt o '
A -
T

El tiempo propio medido por un observador en reposo es medido a lo largo de la linea
(AB) aunque el tiempo medido por el observador en movimiento es definido a partir de
(AB’). Observamos facilmente que el tiempo medido por un observador en reposo en
menor al de un observador en movimiento,

At < At (5.114)

De manera andloga, la contraccion de longitudes se obtiene al medir distancias entre
puntos simultaneos en un sistema de referencia

ct’

ct, A X

B/
A /
= cAt
A N B o
/
Lo C:

Tomando en cuenta las diferencias de escalas dibujadas por las hipérbolas en azul,
observamos que

L < Ly. (5.115)
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Finalmente, ya hemos visto una razén fundamental por la cual no es posible viajar a
una velocidad mayor que la de la luz. En el diagrama de espacio-tiempo observamos,
en el dibujo izquierdo, que un viajero superluminal (en azul) parece desplazarse hacia
el futuro. Sin embargo, en el dibujo derecho, ese mismo viajero es descrito desde un
sistema de referencia que se mueve con velocidad v; en este caso, el viajero azul se
desplaza hacia el pasado (ver las lineas verde).

En conclusion, si existieran senales superluminales, siempre seria posible encontrar un
marco inercial en el que dichas senales se propagaran hacia el pasado. Esto violaria la
causalidad. Para evitar paradojas causales, es necesario que v < c.

ct

Ct A Ct A

5.6. El grupo de Lorentz

Hemos visto las transformaciones de Galileo y de Lorentz en las secciones anteriores.
Podemos entenderlas también desde otro punto de vista: definimos una distancia entre
dos puntos y exigimos que las transformaciones entre observadores la dejen invariante.

5.6.1. Caso euclideo en 3D

Consideremos dos puntos del espacio representados por los vectores x y y. La distancia
al cuadrado entre ellos es

Ix-yl*=(x~-y) (x-y) (5.116)
= 02’ —y") (@ — o). (5.117)

Bajo una traslacién espacial
" =2’ +a, y' =y +d, (5.118)
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se tiene
Gy (2" — y") (27 —y7) = 6y(a* — ') (a? — ), (5.119)

por lo que la distancia no cambia. De manera andloga, una traslacion temporal t — t+a
tampoco afecta distancias puramente espaciales.

Analogamente, bajo una rotacion
2" = R, aF, Y= Ry, (5.120)
con (R) una matriz de rotacion, obtenemos
0y (2" = y") (@7 —y7) = 0y R R (2 — yF) (2 — o). (5.121)
Como las rotaciones satisfacen
§ij R R = O, (5.122)
se concluye que
0 (2" = y") (@7 — ) = b(a® — ) (2" — o)), (5.123)

es decir, la distancia euclidea es invariante.

La relacién §inikRj ; = 0y, puede ser escrita de otra forma

0 R\ RYy = Oy
= (5@'j(RT)kile = Opl

o (RT)uR = b4 (5.124)
& R'R=1
lo que corresponde a una matrix ortogonal.
Finalmente, para un cambio galileano de velocidad v en la direcciéon x,
2t =zt — ot z"? = a2, '3 = a3, (5.125)

y de manera andloga para y°. Si medimos distancias a tiempo fijo At = 0, entonces
Az = Ax' y resulta trivial que la distancia euclidea entre puntos simultdneos es
invariante.
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5.6.2. Caso de Minkowski en 4D

De forma similar , podemos preguntarnos, cuales son las transformaciones que dejan
la distancia en 4D invariante. Para el espacio-tiempo, el intervalo (cuadrado) entre el
origen y un punto x* es

z? = n,ata”, (5.126)
y entre dos eventos z* y y* es
(x —¥)* = nu (2 —y") (& —y"). (5.127)
Las traslaciones espaciales o temporales
o =t + ¥ (5.128)
dejan invariante (x —y)?.

Queremos determinar las otras transformaciones que dejan invariante esta distancia, es
decir, aquellas que juegan un papel andlogo al de las rotaciones o al de las transforma-
ciones de Galileo en el espacio euclideo. Por esta razén, consideramos la busqueda a
transformaciones lineales de la forma

' = AF, ¥ (5.129)
tales que el intervalo sea invariante:
N = 1,37 2". (5.130)
Sustituyendo z'* = A*,x®,
T]u,,A'uaAVgiL'alﬁ = nagzcaxﬁ. (5.131)

Como esto debe valer para todo x*, se obtiene la condicién fundamental:

nuuAMaAV,B = Nag- (5132)

A son matrices 4 x 4 (16 componentes) y la condicién anterior impone 10 restricciones in-
dependientes, por lo que quedan 6 parametros libre que describen estas transformaciones.
Esta expresion puede ser escrita de forma matricial
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Nu oA g = Nag
And (AT)OAM N Ayﬁ = Tap (5133)
s AnpA=n

Dentro de las 6 transformaciones posible, tenemos las 3 rotaciones espacial

1 0
A= (0 R), (5.134)

donde R € SO(3) es una matriz de rotacién 3 x 3. Por ejemplo, una rotacién en el
plano yz es

10 0 0
A= 8 (1) (2029 —s(i]n9 (5.135)
0 0 sinf cos#d
Se verifica directamente que satisface
NN o N g = Tag. (5.136)
Las 2 otras rotaciones, son las rotaciones en los planes (zy) y (x2)
1 0 0 0 1 0 0 0
| N S B
0 0 0 1 0 —sinf 0 cos#d

Las otras 3 transformaciones fundamentales son los boosts, es decir rotaciones entre
una coordenada espacial y otra temporal. Un boost puede interpretarse formalmente
como una rotacién con funciones hiperbélicas, en contraste con las rotaciones euclideas
que involucran cosf y sin . Esta es la razéon matematica de que el angulo asociado a
un boost sea la rapidez ¢. Un boost en la direccién z se escribe convenientemente en
términos de la rapidez ¢:

cosh¢ —sinh¢ 0 0O
—sinh¢ coshg 0 0
A(p) = 1
(9= | oo e DO (5.138)
0 0 0 1
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La identidad hiperbdlica
cosh?  —sinh? ¢ = 1 (5.139)

garantiza automéaticamente la invariancia del intervalo o de forma equivalente la relacién

(5.133).

02\~ 1/2 .
Como v = (1 — 0—2) > 1, podemos parametrizar

cosh ¢ = 7, sinh¢p = /72 — 1. (5.140)

Ademas,

1 =2
Jrr-l= | — 1= =" =43 (5.141)
1—% -5 c
por lo que el boost se reescribe como

v =B 00

-5 v 00
Alv) = 5.142

0 0 01

que corresponde exactamente a la transformacion de Lorentz para movimiento relativo
en la direccién x (5.46). Para las 2 otras direcciones, tenemos

coshg 0 —sinhg O coshg 0 0 —sinho
0 1 0 0 0 10 0
A(o) = A(o) = 14
(9) —sinh¢ 0 coshg Of° () 0 01 0 (5.143)
0 0 0 1 —sinh¢ 0 0 cosho.

Las 3 rotaciones y los 3 boosts forman el grupo de Lorentz. Al incluir las 4 traslaciones
del espaciotiempo se obtiene el grupo de Poincaré, es decir el grupo que deja invariante,
la distancia entre 2 eventos del espacio-tiempo.

Como hemos visto, un boost en Minkowski es, geométricamente, una rotacion hiperbolica

en el plano (ct,x): preserva el intervalo —c?t* + x2. Sin embargo, de manera formal,
mediante una continuacion analitica puede relacionarse con una rotacion euclidea
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introduciendo un tiempo imaginario. Para ello, definimos

T =1ict, (5.144)
de modo que
ct —1T
xt=|"1=]" (5.145)
Y Y
z z

Consideremos un boost en la direccién x, cuya matriz es (5.138). Si ahora tomamos un
parametro puramente imaginario,

¢ = 10, (5.146)
y usamos
cosh(if) = cos 0, sinh(if) = isin 0, (5.147)

la transformacion actia sobre el cuadrivector como

—iT —iTcosf —ixsinf
! —7sinf cos @
x/ _ Tsinb +x . (5.148)
Yy Yy
2 z
Multiplicando la primera componente por i, obtenemos
7! T cosf + xsinf
x’ —78inf + x cosf
B . (5.149)
Yy Yy
Z z

Esta ultima transformacion es exactamente una rotacion ordinaria en el plano (7, z).
En resumen, un boost es una rotaciéon hiperbélica en (ct, z), y mediante la sustitucién
formal 7 = i ¢t junto con ¢ = if se obtiene una rotacién euclidea en (7, x).

5.7. Ley de adicion relativista de velocidades

En relatividad las velocidades no se suman de manera galileana. Supongamos que un
objeto se mueve con velocidad u’ en (S”), y que (S’) se mueve con velocidad v respecto de
(), todo en la misma direccién x. La velocidad en (S) no es ' +v. Las transformaciones
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inversas de (5') a () son

ct =~ (ct' + U:E’) : (5.150)
c
x = ~y(z' + vt'). (5.151)
Derivando,
cdt =~ <cdt' +2 da:’) : (5.152)
c
de = ~y(dz" + v dt'). (5.153)
Definiendo
dx ,dr
= — = — 154
T R (5.154)
obtenemos

_dr  y(dx +odt’) W 4w

U= — = = . 5.155
dt ~ (dt’ + C%dx/) 1+ c%u/ ( )
Esta es la ley de adicién relativista de velocidades:
/
P (5.156)
I == L
En el limite v'v < ¢? se recupera u ~ v’ +v. Si v/ = ¢, entonces
c+v
- = 5.157
= -e (5.157)

mostrando que la velocidad de la luz permanece invariante.

Es importante notar que, aunque las velocidades no se suman, para boosts en una misma
direccion las rapidez si se suman. Es decir

A1) A(da) = A1+ d2) ,  Afvr)A(vz) # A(vr +v2) (5.158)
Usando (5.140,5.141), tenemos tanh ¢ = v/c =  lo que implica

Hﬁ) (5.159)

¢ = arctanh(f) = ;ln <1 —5
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Como bajo 2 boosts, tenemos ¢ = ¢1 + o, tenemos
1+ 1+61> <1+ﬁz>
In{f—— ) =1In +In
(1—5> (1—51 1 =5,

1L+8  (1+p 14 o
= 1—B_<1—61><1—52>

+
o gl Dith
L+ 152
Finalmente, considerando 8 = v/c, obtenemos
U1 + VU2
v =
14 232

c2

lo que corresponde a (5.156).
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6. Cinematica relativista

6.1. Cuadrivelocidad y cuadraceleraciéon

La ecuacion de Newton es invariante bajo transformaciones de Galileo. Pero si queremos
una formulacién invariante bajo transformaciones de Lorentz, debemos pasar al lenguaje
de 4 dimensiones. Uno podria intentar definir, a partir de las coordenadas de Minkowski
x#, un cuadrivector velocidad como dx* /dt. El problema es que esto no es un cuadrivector
de Lorentz, porque el pardmetro ¢ no es invariante. En efecto, si

't = A", 2, (6.1)
entonces
da™ = A", dz”, (6.2)

pero el tiempo también cambia. Por ejemplo, para un boost en la direccion x,

di' = ~ (dt _ ;dx> , (6.3)
de modo que, en general,
dx'* dx”
p # A", - (6.4)

La raiz del problema es precisamente que el tiempo es relativo.

La forma correcta de resolverlo es parametrizar la linea de universo con un parametro
invariante: el tiempo propio. Se define en el sistema instantdneamente comoévil, donde
dx' = 0. En ese sistema el intervalo cumple

ds® = —c*dr’. (6.5)
Como ds? es invariante, en un sistema arbitrario tenemos
ds? = —c*dt* + dx?,  dx?=da® + dy? + d2°, (6.6)
y por lo tanto

—dr? = —dt* + dx*. (6.7)
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Dividiendo por (—02)>

d 2 2
dr? = dt* — % = dt? (1 . ‘;) , (6.8)
donde v = dx/dt. Asi,
1
dr = @, v = =. (6.9)
v 12

Definimos la cuadrivelocidad como

B dxt

=— (6.10)

ut
Ahora si, u* es un verdadero cuadrivector: bajo una transformacion de Lorentz satisface
u™ = A", u”, porque dx* transforma linealmente y d7 es invariante. Sus componentes
se obtienen directamente. Para p = 0, con 2° = ¢t,

da® dt
0
- —Cc— = cn. 6.11
“ dr ¢ dr 7 ( )
Para p=1=1,2,3,
. dxt dat dt ,
T — — =t 12
dr — dt dr ' (6.12)
y por tanto
ut = (ye,yv). (6.13)

Obtenemos por lo tanto que la norma de Minkowski de la cuadrivelocidad es constante

(u')? (6.14)

1

1% _ o v (,,0)2
v
uuy, = nuutun’ = —(u')” +

3
1=

2
v
= -2 +vEi= -2 (1 - 2) = —c (6.15)
c
Esto muestra que las cuatro componentes de u* no son independientes: la condicion
utu,, = —c? fija una relacion, dejando 3 grados de libertad, como en la mecdnica newto-
niana, con sus 3 componentes de la velocidad.
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De manera analoga, la cuadriaceleracion se define como

%
at = dl
dr
6.2. Cuadrimomento y energia
Definimos el cuadrimomento como
' =mut.
Entonces
b o2 2 2
p'py = m ufu, = —m°c”.

Sus componentes son

p'=mu' = ymv’,
que es el momento relativisto p = ymv, y

p’ = mu’® = yme.

Para velocidades pequenas, usando v ~ 1 +

2 1
p0:7m62m0<1+v+--->:(m02+mv2—|—---
c c

Esto sugiere la identificacién

c
La relacién invariante p*p, = —m?c? se convierte en
E2
_E it _m22
2
es decir,

E = \/m?c* + p2c2,
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(6.19)
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tomando la raiz positiva. En el sistema propio p = 0 obtenemos
E =mc. (6.25)

Esta ecuacion significa que incluso una particula en reposo posee energia asociada a su
masa; la masa puede convertirse en energia, con un factor enorme c2.

Para particulas sin masa, m = 0, la relacién da
E=pc,  p'p.=0, (6.26)

o sea, el cuadrimomento es nulo: la particula se mueve sobre el cono de luz y por tanto
siempre a velocidad c.

Una particula sin masa se desplaza siempre a la velocidad de la luz.

6.3. Ley de Newton relativista

La generalizacion relativista de la segunda ley de Newton es
dp”
L (6.27)
dt

donde f* es la cuadrifuerza. Sus componentes se relacionan con las cantidades tridimen-
sionales usuales. Definiendo la fuerza 3D como

d
F = dflt)’ p = ymv, (6.28)
se tiene
- dpt dpt dt ,
' = = — =~ F". 6.29
r=a~wa (6.29)
Ademés, como p° = E/c,
4 1dE  ~dE
e == —, 6.30
/ dr cdr c dt ( )
Por tanto,
o (V9 g 6.31
= (29 F). (631
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Por lo tanto, la ecuacién (6.27) corresponde a una generalizacién de la ley de Newton
ademéas de una ley de conservaciéon de la energia.

Podemos también recuperar la relacién trabajo, energfa. Como ptp, = —m?*c? es
constante,
d dp*
Usando % = f# y separando componentes,
_pod L de (6.33)
Prar TP ar = ’
Multiplicando por d7/dt = 1/v y usando p°® = E/cy dp/dt = F,
EdE
——— -F=0. 6.34
2 dt P (6.34)
Con p = ymv y E = ymc?, esto equivale a
dFE
— =v-F 6.35
a (6.35)

que es la potencia (tasa de trabajo) realizada por la fuerza F sobre la particula.

Por 1ltimo, podemos ver una tercera razén de por qué no se puede alcanzar v = c¢. En
tres dimensiones,

dp d

Considerando que tenemos un movimiento en una sola direccién, tenemos

d dv dry dvy\ dv
FemLe) = m (4% @) @) dv. 6.37
mg ) m(%t”dt) m<7+vdu> dt (6.37)
Como
v\ dy v/c? 3
=(m5) - Eepgmte o
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obtenemos

dt

d 2\ d
F:m<7+v73:2>vzm7<1+720 ) v.

Usando 7276’—; =% — 1, resulta

dv dv
F = 1+92—1) = =my*—.
my (149 )dt T
Por tanto,
dv F
a=—=—
dt  my3’

(6.39)

(6.40)

(6.41)

y no a = F'/m. Si queremos mantener una aceleracion finita mientras v crece, la fuerza

requerida crece como 2. En el limite v — ¢, v — 00, v se necesitarfa una fuerza infinita

para alcanzar v = c¢. Por eso ninguna particula masiva puede llegar a la velocidad de la

luz.

De otra forma, sabemos que la energia relativista satisface la relacién

E = \/m2c* + p2¢2,

y el momento lineal es

mv
p=ymv = =
c2

Por lo tanto, para una particula masiva,
2
mc
— 2 _

E =~ymc® = =

(6.42)

(6.43)

(6.44)

Lo que implica, cuando v — ¢, se tiene v — oo y la energia requerida crece sin limite.
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7. Dinamica relativista

En esta seccién queremos ver algunas aplicaciones, en particular en fisica de particulas.
Consideremos un proceso sin fuerzas externas, es decir f#* = 0. Entonces

" _

B _
/ dr

0 = p" = constante. (7.1)
En una colisiéon entre particulas, la conservacion del cuadrimomento se escribe como

pgntes = pgespués' (72)

Equivalentemente, se obtiene a partir de (6.22) la conservacion de la energia y del
momento lineal

Eantes = Edespués; (73)

Pantes = Pdespués-

A partir de la conservacién de la energia y del momento, se pueden analizar y calcular
numerosos procesos de colision y decaimiento. Por ejemplo, se puede obtener la dispersion
de Compton'. Un fotén de longitud de onda A incide sobre un electrén inicialmente en
reposo. Tras el choque, el fotén sale con longitud de onda N formando un angulo # con
la direccién incidente.

Antes Después

El 4-momento del fotén incidente es

hv hv

serd estudiado en el curso de fisica moderna.

1
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y el del electrén inicialmente (en reposo) es

Py = (mec, 0).
Después del choque,
Py = <W, p/> , pl= hfyl,
y para el electréon
= (Top). B e

La conservaciéon del 4-momento se escribe

phApl =ph b
Separando componentes temporal y espacial:

hv +mec® = h/' + E,
P=p +pe
De (7.11) se obtiene
Pe=P— P,
y por tanto, usando que el angulo entre p y p’ es 6,
2

P> =[p —P')* = |p|* + |P'|* — 2|p||p’| cos b

CRCRCICE

Insertando (7.13) en la relacion relativista del electron,

E? = w2 + [p.c?

= m2c* + 2% + 2% — 2h%00 cos 6.
Por otra parte, de (7.10):

E =m. +h(v—1).
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Elevando al cuadrado (7.15) y comparando con (7.14):
(mec2 + h(v — 1/))2 = m2c* + 2% + B2 — 2% cos 6.

Desarrollando el lado izquierdo,

m2ct + B2 (v — V)2 4 2hmo (v — V') = m2c* + W% + b2/ — 2h0) cos 0.

Usando h2(v — /)% = h2v% + h2/'* — 2h%u1/ | se cancela todo salvo
—2h*vV + 2hmA(v — V') = —2h*v1/ cos ),
y por tanto
2hm.c*(v — V') = 2h*v1/ (1 — cosf).
Dividiendo por 2hvt/,

mec? (1, - 1) = h(1 — cosf).

14 14

Finalmente, usando A = ¢/vy X = ¢/v":

v v c c c

se obtiene
N =
Wes = h(1 — cosf),
c

es decir

N == h (1 —cos#),

MeC

que es la formula de Compton.
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CAPITULO

Mecanica lagrangiana

8. Formalismo

8.1. Motivacion

Se suele preferir la mecanica lagrangiana a la newtoniana por:

Generalizacion a distintos sistemas de coordenadas: El formalismo la-
grangiano ofrece un marco mas general que puede aplicarse a una gran variedad
de sistemas de coordenadas, incluidas coordenadas generalizadas que resultan mas
naturales en muchos problemas (por ejemplo, coordenadas polares en movimientos
de rotacién). Esto es especialmente util en mecénica celeste, donde se emplean
con frecuencia coordenadas no cartesianas.

Simetrias y leyes de conservaciéon: La formulacién lagrangiana esta ligada
al principio de minima accién, del cual se leen las simetrias del sistema. Estas
simetrias se traducen en leyes de conservacién mediante el teorema de Noether, lo
que facilita identificar y explotar invariancias en sistemas complejos.

Tratamiento de restricciones: El formalismo lagrangiano es particularmente
adecuado para sistemas con restricciones (ligaduras). Estas pueden incorporarse
mediante multiplicadores de Lagrange, obteniendo ecuaciones de movimiento que
satisfacen automaticamente las condiciones impuestas.

Puente natural hacia la mecanica cuantica: Este formalismo encaja de
manera directa con la mecanica cuantica y la teoria cuantica de campos, y por eso
es el lenguaje estandar para describir particulas e interacciones de campos.

Elegancia y economia matematica: En muchos sistemas, el formalismo la-
grangiano produce expresiones mas compactas y estructuradas que la formulacion
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newtoniana, sobre todo en dindmica con varios grados de libertad o en espacios de
mayor dimension.
8.2. Principio de Fermat

El principio de Fermat afirma que, entre dos puntos A y B, la trayectoria seguida por
la luz es aquella para la cual es extremo el tiempo de propagacion a lo largo del camino.
En un medio isotropico y estacionario, la rapidez local de la luz es

u(x) = —— (8.1)

dt = o(x) = ds. (8.2)

Por tanto, el tiempo total de viaje a lo largo de una curva v que une A con B es

Tl = l it = i [y n(x) ds, (8.3)

y el principio de Fermat se escribe como

ST=0 o 5<£n(x) ds> 0. (8.4)

Esta forma es la que se usa en la practica: la trayectoria real es aquella para la cual una
pequena deformacion del camino no cambia el tiempo a primer orden, considerando los
puntos extremos fijos.

Un ejemplo inmediato es la ley de Snell. Consideremos dos medios homogéneos con
indices constantes n; (arriba) y ny (abajo), separados por una interfaz plana. Sean
A = (xa,ya) conys >0y B = (zp,yg) con yp < 0. El rayo cruza la interfaz en un
punto P = (z,0), que es el unico grado de libertad geométrico. El tiempo de viaje en
funcién de z es

T(a) ===z + 93 + = \/(op —2) + 33 (8.5)

La condicién de Fermat impone dT'/dx = 0, es decir

dl' ny T — T Ny Ip—Z

= — = - — . 8.6
v e Jw—wa?+vy ¢ s 2?14 i

0
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Si 61 y 65 son los angulos que forman los rayos incidente y transmitido con la normal a
la interfaz, entonces

T — Xq rp—

sin 01 = s sin 02 = s (87)
\/(ﬁ—IEA)QﬂLyEx \/($B—$)2+y129
y la condicién anterior se convierte en
ny sin 01 = ny sin y, (8.8)

que es precisamente la ley de Snell.

La interpretacion fisica se ve desde la 6ptica ondulatoria. Una onda monocromatica
acumula una fase proporcional al tiempo de propagacion:

o) =wTh] =2 [ nx)ds (8.9

El campo observado en B puede entenderse como una superposicién de contribuciones con
distintas fases; cuando la fase cambia rapidamente al variar el camino, las contribuciones
vecinas llegan desfasadas y se cancelan por interferencia. En cambio, alrededor de los
caminos para los cuales d¢ = 0 (equivalentemente 67" = 0), las fases de contribuciones
cercanas cambian muy poco y se refuerzan coherentemente. En el limite de longitud de
onda pequena, estos caminos dominantes son los rayos.

8.3. Principio de minima accién

Conociendo dos eventos A y B, queremos determinar cual es el camino seguido por la
particula. Para la luz, el principio de Fermat afirma que la trayectoria real hace extremo

5(/7 dt> —0, (8.10)

lo que en un medio isotrépico y estacionario equivale a (5( f,y n(x) ds) = 0. Para una

el tiempo de propagacion,

particula masiva, la magnitud fisicamente relevante no es dt, sino el tiempo propio dr
medido por un reloj que acompana a la particula. Por ello definimos la accién

B
= —mc2/ dr, (8.11)

A

y postulamos que el camino real es aquel que extremiza S. En efecto, el signo global
no tiene relevancia: si se hubiera definido S = +mc? ff dr se habria hablado de una
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maximizacion en lugar de una minimizacién. Por esta razén, en general se habla de
extremizar S. El tiempo propio 7 aparece como generalizacion relativista del tiempo
universal . Tenemos

B 1 (B 1 (B 1 [tB dzt dzv
dr = = vV—ds? =— \/ =N drtdz? = — -1,y ————dt . 8.12
/A T C/A ° C/A e GTGT c/tA T dt dt ( )

En coordenadas cartesianas,

dzt dz” 9 9
Ny = — V2. 1
77u dt dt ¢ v (8 3)

B tp 2 tp 1 2
/ dT_/ ,/1—V2dt:/ (1_V2> d. (8.14)
A ta c i 2c

En resumen, tenemos

Por lo tanto,

B ts q
S = —ch/ dr ~ —mc*(tp —ta) +/ imv2dt. (8.15)

A ta

El término mc?(tg — t4) es constante, de modo que el camino que extremiza el tiempo
9
propio es el que minimiza la energia cinética.

Este calculo considera relatividad especial en ausencia de fuerzas o potenciales, por
lo que aparece inicamente la energia cinética. La relatividad general incorpora estos
efectos y establece que, en presencia de materia, el espacio-tiempo se deforma, es decir,
la métrica se modifica. Cuando estos efectos son débiles, la métrica pasa de

2U
-1 0 0 0 -1-— 000
mc
0 100
0 o010l — 0 100 (8.16)
0 010
con U la energia potencial gravitacional. Entonces,
B ts 2U 2
—mCQ/ dT:—mc2/ \/1+2—V2dt (8.17)
A ta mc c
tB 1
~ —mc*(tp —ta) + / <2mv2 — U> dt. (8.18)
ta
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El camino real minimiza ahora la energia cinética menos la energia potencial gravita-

cional.

Este principio puede generalizarse a otras fuerzas. Definimos las coordenadas general-

izadas

G ={q1,G2,- - qnN Y,
que describen el estado del sistema, por ejemplo
(z,y,2), (r,0,0),...
Las velocidades generalizadas se definen como

_dg,
q; = T

A partir de estas cantidades se define el lagrangiano,

L(qgi, ¢i,t) =T (g, t) — Vg, t),

y la accion

to
t

1

El principio de accién estacionaria establece que

0S = 0.

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

Por ejemplo, para un solo grado de libertad es decir una sola coordenada ¢ en vez de g;

podemos obtener las ecuaciones facilmente.

~ 82 —



809 q(ty)

{
g (3q(t,) = 0)

q(®)

q(t;)
(6q(t) =0)

Si tenemos un camino ¢(t), podemos deformarlo ligeramente como
q(t) — q(t) +dq(t), (8.25)

para verificar si dicho camino corresponde a un extremo de la accién. Esto equivale a
imponer

§S =0, (8.26)

donde 4.5 representa una variaciéon infinitesimal de la acciéon

to to
o5 = [ L+ be q+ o 0~ [ L v (8.27)
t1 t1
con la condicion
es decir, se imponen los mismos puntos inicial y final para todas las trayectorias
consideradas.
& oL oL 2
08 ~ / [L(q,q,t) + —0q+ — 5q'] dt —/ L(q,q,t)dt (8.29)
t1 aq aq t1
2 (0L oL
~ —0q+ — 5q’) dt 8.30
/tl <0q 94 (8:30)
2 (OL oL d
= — 0q + — —dq | dt. 8.31
/tl (8(1 1+ 55 dt q) (8.31)
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0q, podemos integrar por partes el segundo término:

oL oL d (0L
5= [ Srn (G o) - o (5 ) o)

7oL oL oL _ |®
AR

Como g = 7

t1

Con la condicién dq(t1) = 0q(t2) = 0, el término de borde se anula y queda

oL
o —_— - = dqdt =
=], 5 (5] o
Con la condicién §S = 0, obtenemos la ecuacion de Euler-Lagrange
oL d (0L
dq 5’q

Para N coordenadas, obtenemos facilmente una generalizacion

L L
viete my, o d(2).

8.4. Resorte

Como primer ejemplo, consideramos un resorte de constante k
y una masa m. Llamamos la posicién de la masa x, de lo cual

definimos la energia cinética por %m:’tQ y su energia potencial

(8.32)

(8.33)

(8.34)

(8.35)

(8.36)

%ka, lo que nos permite definir el lagrangiano

1 1
L= -mi®>— ~ka?
2 2

lo que implica

oL_ oL . d(ony_ .
ar 0 ar @ at\oi )~ ™

y la ecuacién de Euler-Lagrange (8.36) nos da

mi=—kr = F+wizr=0 con wy=/k/m
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con solucién
x(t) = Acos (wot + @) (8.39)

8.5. Cambio de coordenadas

Las ecuaciones de Euler-Lagrange conservan su forma bajo un cambio invertible de
coordenadas generalizadas, incluso si el cambio depende explicitamente del tiempo. Sea

Qi = Qilqr, - -, qn, 1), (8.40)

con jacobiano det(0Q);/0q;) # 0, de modo que existe la transformacién inversa

Derivando respecto del tiempo,
L 00  LoQ; .
Qi = +> a4 (8.42)
82& j 1 an J
an aQ'L '
+ ; 8.43
> (8.49

Partimos de un lagrangiano L(q, ¢,t) y definimos el lagrangiano expresado en las nuevas
coordenadas como

L'(Q,Q.t) = L(¢(Q,1), 4(Q, Q. 1), t). (8.44)
Aplicando la regla de la cadena (y usando que t no depende de @);) obtenemos
L oL 0 N 0L 9q;
— — . 8.45
%, =350 90, " X 07, 00, (845)
A partir de
0 N9
Ty g, (8.46)

U= T & 0Q,

y tomando derivada parcial respecto de Q; a t v @ fijos, se sigue

(9q'j 82qj N 82 an
= . 4
50. = 00,0t 2= 90,00, % = @\ 9q, (8.47)

— 85 —



Por otra parte,

oL’ X oL o
. Z— (8.48)
60 ~ 2= 94, 00,
Pero de
8 N 8 .
qf + qf Q. (8.49)
se obtiene inmediatamente
dq; _ 9y
2 = : 8.50
00 ~ 90, (8:50)
y por tanto
oL’ X oL o
: — . 8.51
%G, ~ X 7, 50, (851
Derivando respecto del tiempo,
Ll N ) )
a (o Z 04; , OL d (04, (8.52)
dt \ 0Q); = dt aq] 0Q; 04, dt\ 90,
En cambio,
L X TOL 9q; L
0 _ Z [8 0q; L oL oL d <0q]>] (8.53)
0Q; = |0¢; 0Q;  04; dt\ 9Q;
Restando ambas expresiones se cancelan los términos con (8qj /0Q);) y queda
oL d (oL N [oL d (OL\] 9q
S e I S e el | e N (8.54)
6QZ dt a@l j=1 8qj dt 6%‘ 6@1
En particular, si en las coordenadas ¢; se satisfacen las ecuaciones de Euler—Lagrange,
oL oL
— - = 0 Vi 8.55
Jdg; dt (8%) ’ /> (8.55)

entonces también en las coordenadas @;
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oL d (9L ,
6Qi_dt<6Qi> =0, Vi (8.56)

Es decir, las ecuaciones de Euler—Lagrange conservan su forma bajo cambios invertibles

de coordenadas generalizadas, aun cuando dependan explicitamente del tiempo.

8.6. Sistema de referencia en rotacién

Como ejemplo, estudiaremos una particula libre en un sistema de referencia en rotacion.
En las coordenadas cartesianas

L= ;m (4% + 57 + 22) (8.57)

Consideramos un sistema de coordenadas (2,4, 2') en rotacién a velocidad angular
constante alrededor del eje z, es decir

x' = x cos(wt) + ysin(wt)
Yy = —xsin(wt) + y cos(wt) (8.58)
2=z

o al revés

x = 2’ cos(wt) — y sin(wt)
y = 2’ sin(wt) + v’ cos(wt) (8.59)
z=2

lo que implica

i + % + 22 = [/ cos(wt) — ¢ sin(wt) — wa’ sin(wt) — wy' cos(wt)]” (8.60)
+ [ sin(wt) + 7' cos(wt) + wa’ cos(wt) — wy'sin(wt)]* + 22 (8.61)

— .I"Q 4 y/Q 4 LUQZL’/Q 4 w2y/2 _ Zwi’y’ 4 2wy'x’ + Z-/2 (862)

= (& —wy)’ + (§f +wa')* + 27 (8.63)

En conclusion en este sistema de coordenadas, el lagrangiano se escribe

1
L=3m (& = wy') + (7 +wa')” + 27| (8.64)
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Pero como las ecuaciones de Euler—Lagrange no cambian de forma, tenemos

oL d [OL S on) = Y

o0 i (&) = mwf fwr) =mz (@ —wy) (8.65)
= i —2wy —wl' =0 (8.66)

oL d (0L g

22 (ay) = o (i — wyf) = m Y (4 + ) (8.67)
= 4 2wi’ —w?y =0 (8.68)

oL d (0L d g

az’_dt((%’> = %Z =0 = =0 (8.69)

Lo que corresponde a las ecuaciones de Newton con fuerzas ficticias. Es decir, podemos
reescribir nuestras ecuaciones de la forma siguiente

Frwx (wxr)+2wxt'=0, con v’ =| ¢ (8.70)

Z/

El tercer término esta relacionado a la fuerza de Coriolis mientras que el segundo a la
fuerza centrifuga. Esta ecuacion podia ser obtenida directamente a partir del lagrangiano.
De hecho podemos ver que

1 1
L= 3 [(x’ —wy )+ (f +wa’) + 2’2} =gm (' +w xr') (8.71)

Por un lado, tenemos

oL
B =m(t'+wxr’) (8.72)
r
y nos falta calcular <= 0 en componente aaL,
1 ./ N2 ]' ./ / ./ !/
in m (¢ +w><r)—2m2<r+wxr)i><ri+(wxr)i) (8.73)
1
:2m< (wxr’) >< (wxr’) ) (8.74)
1
=gm (7 + €ijrw;iry) (7 4 Eitmwirh,) (8.75)
Obtenemos
8[/ ./ / ./ /
57 = MEiips (7 + €imwiry,) = m [ +w x 1) X W], (8.76)
p
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es decir

oL
0rz’)

:m<i"><w—i—(w><r’)><w) :—m<w><1"’—|—w><(w><r')) (8.77)
Lo que nos da

d Y N o iy /
%[m(r +wxr)]=m[-wx1it —wx (wxr)] (8.78)

y finalmente
mit' +2w X1t +wx (wxr)]=0 (8.79)

8.7. Unicidad del lagrangiano

El lagrangiano no es unico: siempre se puede agregar una derivada total respecto al
tiempo de una funcién sin modificar las ecuaciones de movimiento

, o d
L'=L+ 2 f(a.1) (8.80)

con f una funcién cualquiera.

! 2 / 2 df(q7 t)
S = L'dt =5+ Tdt =S+ f(q(t2),t2) — f(q(t1),t1) = S + constante
t1 t1

lo que implica trivialmente que 65" = §S. Lo podemos demostrar también al nivel de
las ecuaciones

oL’ d (0L'\ oL d (9L\ 0 (d d/orof of.
_ e L e Iy S I e 81
o dt (aq) oq  dt (aq) "9 (dtf> dt(@q{ﬁt * aqu (8.81)

af/9q

=0

De forma similar, L' = aL, con « constante, conduce a las mismas ecuaciones de
movimiento.

8.8. Multiplicadores de Lagrange

En algunas situaciones existen ecuaciones de ligadura. Por ejemplo, en un movimiento
circular las coordenadas (x,y) no son libres, ya que estan sujetas a la restriccién

z® + oyt =M (8.82)
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o, de forma mas general,

fla,y) =0, flo,y) =2 +y* = (8.83)

Las ligaduras de tipo f(¢;,t) = 0 se denominan ligaduras holonémicas, mientras que las
de tipo f(gi,Gi,t) = 0 se llaman no holonémicas. Nos restringiremos al caso de ligaduras
holonémicas. Si un sistema posee N variables {¢;},i=1,..., N,y P ligaduras

f](q“t) = 0, ] = 1, .. .,P, (884)

entonces el sistema tiene N — P grados de libertad.

En el caso ilustrado, tenemos dos variables (x,y) y una ligadura
22 +y? — 1% = 0, por lo que el sistema posee un solo grado de libertad.
Para ligaduras holonémicas, la restriccion puede satisfacerse mediante
un cambio de variables. En este ejemplo, podemos introducir

y = —{cos, x = {sind,

donde 6 es el tnico grado de libertad. El lagrangiano es L =T — V, con

1 1 .
T = 5m(:i:2 +9?) = §m€292, (8.86)
V =mgy = —mglcosb. (8.87)
Por lo tanto,
L2
L= §m€ 0 + mgl cos . (8.88)
Se obtiene
L L .
?}6 = —mglsin, g@ = mf?0, (8.89)
y finalmente la ecuaciéon de movimiento
. g . .
0+ =sinf = 0. (8.90)

14

En este caso fue sencillo encontrar una variable que satisfaga la ligadura. Sin embargo,
si la ecuaciéon de ligadura es complicada y no admite un cambio de variables simple, por
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ejemplo
3
W+ oyt —2=0, (8.91)
Y

existe un procedimiento sistematico en el formalismo lagrangiano.
Se introducen multiplicadores de Lagrange {);}. Si hay p ligaduras f;(¢;,t) = 0, se
definen p multiplicadores y un nuevo lagrangiano

L' = L(g;, 4, t +ZA fi(gi, t) (8.92)

Los A; se tratan como nuevas variables,

L/ = L/(Qza(Zz;)\ut) (893)
La variacién respecto de \; da
oL’ oL’
y por lo tanto se recuperan las ligaduras f;(q,t) = 0. La variacién respecto de ¢; conduce
a
8L d 0 f
+ 5\ 2 . 8.95

Como ejemplo, consideremos nuevamente el péndulo simple. El lagrangiano extendido
es

1
L' = om(@® + %) = mgy + Aa® + y* = ). (8.96)

De aqui se obtienen

2?4y -0 =0, (8.97)
mi — 2 x = 0, (8.98)
mij +mg — 2\y = 0. (8.99)

Para eliminar A, combinamos (8.98)xz y (8.99)xy,

\_ Ui+ g+ gy)

o (8.100)
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Derivando dos veces la ligadura,

ri 4y + 22 + 92 =0, (8.101)
obtenemos
m(gy — i* — 4°)
A= ) 8.102
Y2 ( )
Finalmente,
w—ﬁ(gy—ﬁ—@f) =0,
(8.103)

.. Y . .
i+9—ley—i*—9°)=0.

Estas son las mismas ecuaciones escritas en coordenadas cartesianas. Si tomamos
x =/sinf y y = —Fcosf, se recupera

i+ %sin& ~0. (8.104)

A partir de las ecuaciones (8.98) y (8.99) se identifica una fuerza de la forma
2 v e, +2\ye, = 2\re,, (8.105)

que corresponde a la fuerza de tension del hilo, responsable de la ligadura.

8.9. Variable ciclica

Si el lagrangiano no depende de una coordenada generalizada, esta se denomina variable
ciclica. En ese caso, la cantidad conjugada a la velocidad generalizada asociada es
constante. Por ejemplo, si el lagrangiano no depende de ¢,

L:L(Qla%,--~aCINaQIa427---7QN7t)> (8106)

la ecuacién de movimiento correspondiente se reduce a

oL d (oL
_ R ) Y 1
=" = @ ( aq'2> 0 (8.107)

Esto implica la existencia de una integral de movimiento,

oL
— =" 8.108
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9. Teorema de Noether

En muchas situaciones aparecen cantidades conservadas. Por ejemplo, para un resorte
cuya ecuacién de movimiento es & + %:U =0, la energia £/ = %m9b2 + %ka es conservada
porque

dE

%:mj:i—i-kmﬁc:i(mi‘—i—kx):(). (9.1)

El teorema de Noether explica el origen general de este tipo de conservaciones: una
simetria continua de la accién (o, de forma equivalente, del integrando L dt hasta una
derivada total) implica una cantidad conservada.

9.1. Formulacién

Sea L(q;, ¢;,t) un lagrangiano. Consideremos una familia de transformaciones

t'=t+ar(tq), (9.2)
g;(t') = a;(t) + ami(t, q),
donde « € R es un pardmetro (constante) y 7, 1; son funciones dadas. Supongamos que

la transformacion es una simetria de la accion, S, hasta un término de borde, es decir,
que existe una funcién F'(t, q) tal que, a primer orden en «, y para toda trayectoria q(t)

L{q/(#"), .(¢"), ¢') dt' = L(qi(t), Gi(t),t) dt + o ‘ZI; dt + O(a?). (9.4)
es decir
S[d) = Slal + o (F (t2, ¢ (t2)) — F (1, ¢ (1)) + O (a?) (9.5)

Entonces, para cualquier movimiento fisico descrito por ¢;(t) que satisface las ecuaciones
de Euler-Lagrange, la cantidad Q no cambia con el tiempo, es decir, es una constante
de movimiento

0L
Q=> py;—H7T—F, con piza—q, H=> pigi—L (9.6)

Q es la carga de Noether.
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9.2. Demostracion

Como t' =t + ar, se tiene

dat’
== 1+ a7+ 0(a?), dt’ = (1—1—&7") dt + O(a?), (9.7)

donde 7 es la derivada total a lo largo de la trayectoria:

dr 0Ot or
=Sy g 9.8
T at+;aqj% (98)
De manera analoga
e dq,’(t/> dq,’<t/)/dt QZ + 771 . . . 2
4 = L — i — — . (1 =
W)= =g dv'jdt 1+t (6 -+ am) (1 - at)+0(?)
= gi+ali—47) +0(a?), (9.9)
con
. dn; _ On; om; .
;= = . 9.10
LT 8t+;aqjq’ (9-10)
Expandimos L(¢'(t'), ¢ (t'),t') a primer orden:
L(q/(t), ("), ¢') = L(qi(t) + oms, 6i(t) + o — ;7). t + o7) (9.11)
: oL oL . . .\ OL )
= L(gi, Girt) + @ [;%nz+;a% (m —qn) + 81%71 + O(a”),
(9.12)
y multiplicamos por dt' usando (9.7):
Ligh ot dt = (L4 al-++]) (14 %) di + O(0?)
oL oL oL oL
= |L i =Ty i+ 7+ L7 || dt + O(a?).
[ —I—a(Zi:aqin +Zi:aq,in T;aqiq + 5T T)] + O(a?)
(9.13)
Definimos
oL _
pizafq., HEZPZ’QZ'_L (9.14)
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Entonces

—7 Y pig + Li = —H 7, (9.15)
y (9.13) queda

oL oL
L(¢,, ¢, ') dt' = [L +a (Z 2T D piti + 5T H%)] dt + O(a?).  (9.16)

i

Por tanto, la variacion del integrando es

o(Ldt) = L(q;, d;,t') dt' — L(g;, ¢, t) dt = o (Z gim + mez’ + aafT — HT') dt + O(a?).
Z Z (9.17)
Esta relacion puede ser escrita de otra manera. Por eso, escribimos
Zpﬂ?i = CC; (ZPM) - sz i (9.18)

y sustituimos en (9.17):
oL . d oL . 9
5(Ldt> = [Z (8% —p,) n; + % (;pmz> + ET — HT‘| dt + O(O{ ) (919)

i

Ahora usamos la identidad

. d _
H = % (;pi% - L)

. . oL . oL . OL
= ;piQi+;piQi _;%Qi —;%Q¢ o
oL oL
_ 5 — o — 9.20
zz:(p aq)q ot ( )
Multiplicando por 7 y reordenando,
oL . oL

= —Hrt— —pi | @ 9.21
o ' ;<3% p>qT (6:21)
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Sustituyendo (9.21) en (9.19) obtenemos

S(Ldt)=a|d (gé —pi> (m — q'ﬂ') +c;lt <sz771> — H1 — HT] dt +O(a?),

B (9.22)

[ (0L doL o d )
= Z(aqz _dt&h> (UZ—QZT)—F% (;pml—}h')] dt+O(Oé ) (923)

L 4

Esta expresion puede ser escrita de forma mas compacta, si definimos la variacion a
tiempo fijo ¢ (usamos (9.9))

£(t) = d(t' — ar) = ¢(F) — ar L g(t') + O(a?)

dt' ™
= (Qi + am) —aT g + O(oﬁ) . (9.24)
Por tanto,
8qi(t) = ¢.(t) — ¢:i(t) = a(m - Tq'i> + 0(a?), (9.25)

lo que nos permite escribir (9.23)

S(Ldt) =Y (g; _ Zg;) Sqi(t) + a ljt (;pm@- _ HTﬂ dt+ 0. (9.26)

7

La hipétesis de simetria (9.4) dice que §(Ldt) = oL dt + O(a?). Comparando con
(9.26) se sigue que

oL d oL d
— =) bt a— m; — Hr — F | = 0. 9.27
£ (i) i (Somoaror)eo
Por lo tanto, para cualquier movimiento fisico que satisface la ecuacién de Euler—
Lagrange,
d
p mei—HT—F =0, (9.28)

y queda probado que Q = >, p;n; — HT — F es constante.
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9.3. Homogeneidad del espacio

Consideramos el caso de un espacio homogéneo, y un sistema de N particulas interac-
tuando, descrito por el lagrangiano

1
L= §Zmii‘i2—V(|ri—rj|) (9.29)

Este lagrangiano es claramente invariante bajo traslaciones
r;— r;+an, con n un vector (9.30)
es decir, tenemos q; = r; + an. Podemos facilmente verificar que
L (r;,¥;,t) = L (r; + an, ¥, t) (9.31)
es decir, la carga de Noether es

Q N ZZ: 8[‘1 oo o

:th‘i-n:Zpi-n (9.32)
=0 % i
Es decir, el momento lineal total proyectado en la direccién n se conserva. Como n
es una direccion arbitraria, se deduce que el momento lineal total se conserva. En
conclusion, la homogeneidad del espacio implica la invariancia del lagrangiano L bajo
traslaciones y, por el teorema de Noether, la conservacién del momento lineal total.

9.4. Isotropia del espacio

La isotropia del espacio implica que el lagrangiano es invariante bajo rotaciones. Dado
que la carga de Noether se obtiene a partir de la variacién infinitesimal (equivalentemente,
derivando respecto del parametro de la transformacién y evaluando en o = 0), basta
considerar una rotacion de angulo pequeno .

Cuando realizamos una rotacion infinitesimal de angulo « alrededor de un eje unitario
n, la posicion de la particula i, r; = (24, s, 2;), se transforma como

r,—r.=r;+0r;, O0r;=anxr;. (9.33)
Por ejemplo, para una rotacién de angulo « alrededor del eje n = e,, se tiene
~—Yi

or,=ae, Xr;=o| (9.34)
0
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es decir
T =x; — ay;, Y; = yi + ax;, 7 = 2. (9.35)

lo que corresponde a una rotacion infinitesimal. De hecho

/

x cosa —sina 0 x
y |— |9 | =] sina cosa 0 Y (9.36)
z 2 0 0 1 z
es decir
2’ = xcosa — ysina
Yy = xsina+ycosa (9.37)
2=z
0 para o < 1
¥=rx—ay=x+a(e,xr),
Y=ytar=y+ale xr), (9.38)
2=z =z+4ale, xr),
Por lo tanto, para un lagrangiano que tiene esta simetria, tenemos
¢; =T +an X 1y (9.39)
lo que nos da una carga de Noether
oL
Q=> e (n X 1;) (9.40)
i OTi

pero como p; = %, obtenemos
Q=>pi-axr)=> n-(r;xp;)=n-L
i i
con L el momento angular. Como n es cualquier, tenemos conservacion del momento

angular total. En conclusién, la isotropia del espacio implica la invarianza por rotacion
de L y por lo tanto la conservaciéon del momento angular total.
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9.5. Homogeneidad en el tiempo

Finalmente, consideramos la homogeneidad en el tiempo, es decir, consideramos que

t — t 4+ « es una simetria. Segin nuestras definiciones (9.2), 7 =1y n; = 0 es decir

t'=t+a, J{)=ql),
lo que implica que (9.4) se transforma en

Llg(t),(t). 4+ 0) = L(g(t), (1), 1) + @ o + O(a?).

Expandiendo el lado izquierdo a primer orden en « se obtiene

Ela0), d(6),+ ) = Lla(0) 40), 1) + 0 5 +O(a?),

y, por tanto, la condicién de simetria queda

oL _dF
ot dt’

La carga de Noether asociada es

Q=Y py—Hr—F=-H-F

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)

(9.45)

En particular, para una homogeneidad temporal estricta, L no depende explicitamente

de t, de modo que

oL dF
_ —

— =0 — =0
ot dt

Por tanto, F' es constante; sin pérdida de generalidad se puede tomar
F =0,
y la cantidad conservada queda
Q =—H, podemos también tomar + H

lo que corresponde a la energia. Por ejemplo, si L = %va — %ka, tenemos

oL 1 1 1
Q:8—V-V—L:mv2—§mvg+§lm2:§mv2+§kx2
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El teorema de Noether no aplica a simetrias discretas como por ejemplo la
simetria de reflexién r; — —r;
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10. Problema de dos cuerpos

10.1. Descripcion del problema

Estudiamos el problema de dos cuerpos con un potencial de interaccién proporcional a

la distancia entre estos cuerpos.

—
Fl

—

F21
—
F12 -

Sobre cada una de estas particulas acttian las fuerzas exteriores al sistema y las fuerzas

de interaccion mutua entre las particulas del sistema.

dp

— =F,+F

pr 1+ Fio

dp2
—=F,+Fyy=F,—F
pr o+ Fop 2 12
d dp
— =F +F,=—
dt(p1+p2> 1+ ko pr

(10.1)
(10.2)

(10.3)

donde p es el momento lineal total del sistema y F; + Fy = Fo es la resultante de las
fuerzas exteriores. El movimiento del sistema de particulas viene determinado solamente
por las fuerzas exteriores. Estudiaremos un sistema aislado es decir cuando Fo = 0 o

dp _
i+ = 0.

Sea r = ry — r; el vector entre las dos particulas, es una coordenada conveniente para

nuestro estudio ademas de la posicién del centro de masa

A
o
- 7
r
e
ry
miry + Mmelo
reMm=—"—""—_—, I'=TIr;—nI

mi -+ Mo
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en términos de las cuales las coordenadas originales se escriben

ma my

r=rcy ————7r, Tro=rcy+——T 10.5
R (10.5
lo que implica

dp ; .. .

% = m1rq + Mmooy = (m1 + mg) rem = Fext = O (106)

En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se movera a velocidad constante, por
esa razon es un sistema de coordenadas interesante.

10.2. El lagrangiano

El lagrangiano del sistema se define por

1 1

L = 2mlr1 + 2mQrQ2 — U (Jrg —11]) (10.7)
1 . mo 12 1 . my 12
— - — _ - U 10.8
= 5" |Tou - +m21"} =+ 52 {I“CM + - +m2r (r) ( )
1 I mymy
2 (ml + mg) rCM + 2mr2 — U(T) (109)

Observamos que la energia cinética (") es la suma de la energia cinética del movimiento
del centro de masa mas la energia cinética del movimiento en torno al centro de masa

(7).

1 myme . 1 . 1 .
/ 2 2 2
— S Z 10.10
S +m2r 5 + 5ty ( )
con
’ mo ’ mq
ry=————m-r, ry=——Tr 10.11
! my + Mo y I my + Mo ( )
Definiendo la masa total del sistema, M = m; + my y la masa reducida p = . (
L— L 4 1) obtenemos
M mi1 m2
| 1 .,
L= §MrCM + SHE” = U(r) (10.12)

Los seis grados de libertad (tres para r; y tres para rs) se describen mediante las
componentes de los vectores r y roy. Pero las componentes de rey; son coordenadas
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ciclicas

d OL
dt 8rCM

=0 = Mrcy = constante (10.13)

El centro de masa se movera con velocidad constante (no hay fuerzas externas) y es
entonces posible describir el movimiento con respecto a un sistema inercial en el cual el
centro de masa es el centro, es decir rcyy = 0. En consecuencia de lo cual, el lagrangiano
se reduce a

1
L= §,u'~2 —U(r). (10.14)

Por lo tanto, hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema de un cuerpo
equivalente de masa p en el campo central U(r). Una vez que se ha obtenido r, podemos
obtener los movimientos individuales con (rgy = 0)

ma my

ry=———7r

, T9g=———r (10.15)
mi + Mo mi + mo

10.3. Propriedades del movimiento

Tenemos con este lagrangiano, varias simetrias y por lo tanto cantidades conservadas.
Como la energia potencial s6lo depende de la distancia de la particula al centro de
fuerzas, y no de la orientacién, este sistema posee simetria esférica, lo que implica que
el momento angular del sistema es conservado

L =r x p = constante (10.16)

Eso implica que el vector que una las dos particulas, r, permanece siempre en un
plano normal a L. Es decir, nuestro problema es planar y por lo tanto se reduce a dos
dimensiones (espacio ortogonal a L). Podemos usar las coordenadas polares, r = re,

P = re, + re, = e, + rfey (10.17)
2 =72 4 r26? (10.18)
El lagrangiano se escribe
1 .
L=p (7 +126%) = U(r) (10.19)
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Veamos que 6 es una coordenada ciclica

oL :
Py = 50 = constante = pr?0 (10.20)

Es el momento angular del sistema, ya que
L=rxp=(re,) X (u(fe,, + 7’969)) = pr*fe., (10.21)

Definimos ¢ = pir20, con ¢ la norma del vector momento angular. Por lo tanto, 3720 es

conservado. Es la velocidad areolar area barrida por el vector de posiciéon por unidad de
tiempo.

El area barrida en un tiempo dt es

1 1
dA = 5r(rde) = 5r?cle (10.22)

\rd@
= /[do
A

~

v

lo que implica

dA 1,
= = 57’ # = constante (10.23)

Es conocido como la segunda ley de Kepler (1609)

El radio vector que une un planeta y el Sol barre areas iguales en tiempos iguales

Encontramos que esta ley existe para cualquier potencial U(r) y no solamente para el po-
tencial de interaccién entre un planeta y el Sol, U o 1/r lo que generaliza la ley de Kepler.
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La variacion del lagrangiano (10.19) con respecto a las dos coordenadas (r, ) nos da

doL OL
- = 10.24
dt or  Or ( )
doL OL
— 7 10.25
at o6 00 ( )
es decir
it = prf? — U'(r) (10.26)
pr = ¢ (10.27)
lo que podemos reducir a una sola ecuaciéon
.~ ,
pi = i U'(r) (10.28)

Veamos que el problema de dos cuerpos, puede ser reducido de forma genérica a un
problema en una sola dimensiéon. Podemos interpretar esta ecuacion como el movimiento
de una particula de masa p en el potencial efectivo

€2
212
ui = —U.(r) (10.30)

Uu(r) = U(r) + (10.29)

10.4. Problema de Kepler

Consideramos el problema anterior en el caso de una fuerza de gravitacional entre un
planeta y el Sol, en este caso

U(r) = —l; (10.31)

con k una constante que depende de la masa del Sol y del planeta, k = GMm
(2 k
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Para muchos problemas de este tipo es mas interesante estudiar r(0) en vez de r(t).
Haciendo este cambio de variable, obtenemos

dr drdf ., ¢,

= BE 0r' () = WT (9) (10.33)
d*r 2 /r"(0) ' (0)?

— = -2 10.34
a2 u27‘2(7"(9)2 7’(0)3> (10:34)

lo que transforma la ec.(10.32)

AORC

el problema es atin més interesante si usamos la variable v = 1/r y obtenemos
u'(0) +ud) ——==0 (10.36)

cuya solucion es

3

u(0) ku + Acos(0 — 6y) = al (1 + ecos(f — 90)) (10.37)

2 2

con e = Al*/pk una constante, lo que implica

_ Ok
1+ ecos(f — )

r(0)

(10.38)

La constante 6y corresponde solamente al angulo desde cuando empezamos a medir
nuestro angulo #, por lo tanto lo podemos fijar a #; = 0. También podemos ver que si
tomamos 6y = m, es similar al reemplazo e — —e. Por lo tanto, podemos considerar
e > 0. Aparecen 4 casos

. . £2
- e =0, en este caso la trayectoria es circular r(6) = o

0 < e < 1, la trayectoria es un elipse, en este caso e se llama la excentricidad.
- e =1, la trayectoria no es acotada, tenemos una parabola.
- e > 1, la trayectoria es una hipérbola.

En el caso de un elipse, sabemos que 6 = ¢ /pur?, es decir

g2
0= T?:u(l + ecosf)? (10.39)
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lo que implica que

2 2 2
de k* k*
= dt = —-T 10.40
/0 (1+ecosh)? (3 / 3 ( )
con T el periodo de nuestro movimiento. Como
2m do 2m
= 10.41
/0 (1+ecosf)? (1—e2)3/2 ( )
obtenemos
A 27
T = K2 (1= ) (10.42)
A y
. O
a X

Sabemos que el semieje mayor, a, es obtenido con la relacién 2a = r(0 = 0) + (0 = 7),

es decir
C/kp
= 10.43
lo que nos permite concluir que
T = 27r\/za3/2 & T = 47r2%a3 (10.44)

es decir la tercera ley de Kepler (1618)

Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente propor-
cional al cubo de la longitud del semieje mayor de su érbita eliptica.
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11. Sistema de referencia no inercial

11.1. Descripcion del problema

Consideramos dos sistemas de referencia, (/) un sistema inercial y (M) un sistema en
rotacién alrededor de un eje comin entre (1) y (M), en este caso el eje 2.

5 @ ; [0}
M) w < an
19 > Y&
) ¢ I P

Se define la velocidad angular w = ¢ e,. Este vector mide el cambio del dngulo ¢(t) con
una direccién definida por la regla de la mano derecha.

Un vector r, fijo en (M), se desplaza en (I) por la rotacién de (M). Para un desplaza-
miento infinitesimal d¢, el vector se transforma en r + dr con dr = rsinfd¢ y una
direccién indicada en el grafico, dr es ortogonal al plano (w,r)

dr=d¢ xr, con d¢=dope, (11.1)

De hecho,
dop xr=dpe, x <rcos€ez + rsinfcos e, + Tsin@singbey> (11.2)
= rsinfd¢(cos pe, —singpe,) (11.3)

ortogonal a w y r

De esta relacion, concluimos que

d .
&« =wXr, con w=ape, (11.4)
dt ) o

De manera mas genérica, consideramos el caso con

W= wi€, + wre, + wse, (11.5)

- 108 —



v <

Estudiamos primero el efecto de la rotacion w; sobre los vectores unitarios. Obviamente,
en este caso, e, no cambia. El vector e, cambia de de, lo que corresponde a una rotacion
de dngulo dby, (w = b1e,).

e, + de, = cos (db,) e, + sin (dbh) e, ~ e, + db;e, (11.6)
= de, = db,e, (11.7)
e, +de, = —sin (db,) e, + cos (db) e, ~ —db,e, + e, (11.8)
= de, = —dbe, (11.9)

De manera similar, considerando una rotacién por w, = se,. El vector e, no cambia
mientras que el vector e, se transforma en

e, + de, = —sin (dfy) e, + cos (dbs) e, (

= de, = —dbse, (11.11
e, + de, = cos (dfy) e, + sin (dfs) e, (

= de, = dbse, (

Finalmente considerando la rotaciéon con respecto a ws, tenemos

dex = dbze, (11.14)
de, = —dbse, (11.15)

Considerando el efecto infinitesimal, de las tres rotaciones, tenemos

de, = dbse, — dbse, €, = W3e, — wWre,
de, = db e, — dbze, = €, = wie, — wse, (11.16)
de, = dbye, — dbe, €, = Woe, — W€,
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es decir

dei
dt

=wxe;, con i={xvyz} (11.17)

Consideramos ahora un vector r = ze, + ye, + ze,, en un sistema de referencia no
inercial, es decir, (e,,e,,e,) son los vectores unitarios de este sistema de referencia.
Queremos conocer su variacién en el sistema de referencia fijo (inercial)

dr dx dy dz de, de, de,
— = —e,+ — —e, — —= 11.18
(dt>ﬁjo A A I T (11.18)
velocidad en el sistema v
de referencia en rotacion
_ <d)
= \dt -
rotacion
es decir
dr dr
— =|— 11.1
(@), = (&) e g
jo rotacion
Aunque hemos obtenido esta relacion para el vector posiciéon r, es valida para cualquier
vector Q
dQ dQ
— =|— X 11.20
( dt >ﬁj0 < dt )rotacién e Q ( )

En particular, si consideramos Q = w, tenemos

dw dw
jo rotacion

Es decir, la aceleracion angular w es la misma en ambos sistemas de referencia.
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R(t)

!

X

Ahora consideramos dos sistemas de referencias sin centro O en comun, con (R') =

(O'z'y'2") un sistema de referencia inercial aunque (R) = (Oxyz) no es inercial. De

rp = R(t) + r, obtenemos

(), (), (&)
dt fijo dt fijo dt fijo
<dr> (dr) o
—_ = | — w r
dt fijo dt rotacion

dp) o (dRY O fdry
dt fijo B dt fijo dt rotacién
Definimos

- vp = (‘Z—f)ﬁ_o, la velocidad de P en (R')

]

pero

lo que implica

&.‘&

( ;>r0taci(’)n’ la velocidad de P en (R)

- v
- V(t) = (%)ﬁjo, la velocidad de O en (R)

es decir
vp=V({)+Vv+wxr
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11.2. Dinamica

Con esta relacion podemos ahora armar el lagrangiano. En el sistema inercial (R’),

tenemos L = imv2 — U para una particula con masa m, velocidad vp y bajo un

2
potencial U. Sabemos que vp = V() + v4+w Xrcon v+w X r = (%)ﬁ. , es decir
jo

VE=V{)2+vi+(wxr)+2V(H)- (V4w xr)+2v- (W x 1) (11.26)

(%)
dt ) fijo

lo que nos permite obtener

1 1 1 d
L= imV(t)2 +-mv? + im(w xr)2+ mV(t)- < r) +mv - (wxr)—U
fijo

2 dt
—
_dF(t)
o ; dV(t)
= (mV(t)-r> - a T
=A(t)

(11.27)

El primero termino depende solamente del tiempo y es conocido, por lo tanto se puede
escribir usando una cierta funcién, como F’(t).

1 1 d
L= imv2+§m(w xr)2+mv-(wxr)—mr-Alt) —U—l—%[F(t)%—mV(t) - 1]
puede ser eliminado
(11.28)
Lo 1 2
= 5mv + §m(w Xr)*4+mv-(wxr)—mr-A(t)—-U (11.29)

En conclusion, el lagrangiano en el sistema de referencia no inercial es

1 1
L(r,v,t) = imv2 i §m(w xr)’+mv-(wxr)—mr-At)—-U (11.30)

Sabemos que la ecuacién de Euler-Lagrange es

d (0L oL
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Obtenemos

v =V +mw X r (11.32)
L
jt(gv) =ma+mwXT+mwxv (11.33)

Para calcular g—f, tenemos que usar las formulas

(wxr)P?=wi?—(w-r)? = gr(w xr)? = 2w — 2(w - r)w (11.34)

también tenemos v - (w xr) =r - (Vv X w) lo que implica

0
81‘<V (w X r)> =V XWw (11.35)
es decir
oL ou
B = mw?r —m(w-r)w+mv x w —mA(t) — B (11.36)
lo que implica
: 9 ou
ma—+mw Xr+mw X v=mwr—mw- r)w+mvxw—mA(t) — —
— or
—mrXw —mv Xw
2 : ou
ma = mw r—m(w-r)w+2mvxw+mr><w—mA(t)—a—
r
m(wXr)Xw
y finalmente
: ou
ma:m(wxr)><w+2mv><w—|—mr><w—mA(t)—a— (11.37)
r

Los términos de la parte derecha pueden ser interpretado en el formalismo newtoniano
como fuerzas (ficticias), con m(w X r) x w la fuerza centrifuga, 2mv x w la fuerza de
Coriolis y finalmente mr x w la fuerza de Euler.

Para finalizar esta seccion, demostraremos las formules ocupadas previamente
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(wx 1) =(wxT1) (WX T); = E4pW TR ilmWiTm (11.38)

= Eijk€ilm  WjWITETm (11.39)
——
0510km—0jmOki
=01 0km Wk m — Ojm O WjWIT KT m (11.40)
SW W TET R — WiTWT (11.41)
=(w)*(r)* = (w-r) (11.42)

V- (wX 1) =0;(w XT); = 06,W;Tk (11.43)
= €,jRViW;T] (11.44)

= EjkiliwjTp = wj(r X V); =w - (r X v) (11.45)

= egiliw;TE = (VX w) =1+ (V X w) (11.46)

wWir — (W rw = wiwr — wirw (11.47)
= WiWiTrj€j — WiTW;e,; (11.48)

= (wiwiTj — wiw;r;) €; (11.49)

= (001 — 0qOr;) WiwrT1€) (11.50)

= EmijEmkIWiWET1€; (11.51)

= Emijwi(w X T)me; (11.52)

= EjmiWi(W X T);me; (11.53)
=((wxr)xw);-e; (11.54)
=(wxr)Xw (11.55)

11.3. Péndulo de Foucault

Como aplicacion, estudiamos el péndulo de Foucault. El objetivo es analizar la dindmica
de un péndulo simple descrito en el sistema de referencia del laboratorio, que es un
sistema no inercial debido a la rotacién de la Tierra.
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v

(Ro)

(Ro) es un sistema fija (con direcciones hacia estrellas lejanas) y (R) es el sistema de
referencia no inercial asociado al laboratorio. Tenemos

w = w (—sin ae, + cos ae,) (11.56)

Estudiaremos el movimiento de este péndulo con una masa que se encuentra en la
posicién r = (z,y, z), por lo tanto v = (2,9, 2).

A

v

/ x
Sabemos que
1L 5 1 2
L= 5mv + im(w Xr) +mv-(wxr)—mr-A(t)—U (11.57)
La energia potencial de gravitacion es
U=-mg-r=—m(—ge,)- (ve, +ye, + ze,) = mygz (11.58)
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y también tenemos

1
—mv?=

2

1 .9 .9 .9

M (4% + 97 + 22 (11.59)
wXxr=uw(—sinae, + cosae,) x (re, + ye, + ze,)

w

(—ysin ae, + zsin ae, + x cos e, — y cos ae,) (11.60)
(wx1)? =w? (y2 cos? o + (zsin o + x cos a)? 4 y* sin? a)
= w? <y2+ (zsina+xcosa)2) (11.61)
v (wxr)=uw(ie, +ye, + ze,) - <—y cosae, + (zsina + x cosa)e, — ysin an>
:w(—yy‘ccos&+yzsina+y’xcosa—2ysina> (11.62)
Nos queda calcular A(t), es decir la aceleracion de O en (Ry)
0’0 = Rae. (11.63)
con Ry el radio de la Tierra y
e, = cosae] + sin o cos ¢e, + sin asin ge, (11.64)
lo que implica

V(t) = Ryd|—sinasinge’ +sinacosge’|, con ¢=w 11.65
(2] x Y

lo que implica

A(t) = Rew|—sinasinwt e, +sinacoswt e | — Ryw? |sinacoswt e, +sinasinwt e
(11.66)
La rotacién de la Tierra es casi uniforme & ~ 0 y w? < 1 de hecho w = 1207{{3 =
0,000073 rad/s por lo tanto podemos aproximar
At)~0 y (wxr)>~0 (11.67)

El lagrangiano de una particula libre se reduce a

1
L~ §m (x'Q + 92 + 2”2) + mw(—yx'cosa + yzsina + yxr cosa — z"ysinoz) —mgz
(11.68)
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pero estudiamos un péndulo, es decir, (z,y, z) no son independiente

(=2 +a*+y* =1

(11.69)
2 2
(:)z:l<1— 1—x;y) (11.70)

Esta expresion de z es una ecuacion de ligadura y la podemos reemplazar en el lagrangiano.
Pero también queremos estudiar las pequenas oscilaciones es decir x < £,y < /.

2 2 2 2 2 2
z:l<1— 1-2 ;y):l<1—<1—m +y>>:x 1y

11.71
202 21 (11.71)

es decir, z es de orden dos. Para evaluar el orden de cada termino del lagrangiano,
obtenemos
1 .9 ) .9 . . . . . .
L~—_-m| 2° + vy + 2 +mw| —yr cosa+ Yz sina+ yr cosa— zy Sl
2 ~~ ~— ~~ ~—— ~~ ~— ~—
orden 2 4rden 2  orden 4 orden 2 orden 3 orden 2 orden 3
—mg _z
9
orden 2
= 1m (iQ + y'2) +mwcosa(xy —yi) — =m g (m2 + y2) + términos de orden superior
2 — 21
=4 ~—~
=2
lo que nos da finalmente

1
L=L(z,y ,9) = Em

. . . . 1
<x2 + y2) +mpB(xy — yi) — gmwg (x2 + y2>
Tenemos 2 ecuaciones de Lagrange

(11.72)
d (OL\ oL _d, . . >
=i — 2By +wir =0 (11.74)
d (OL\ oL _d, . _ : 5
= §j+ 264 + wpy = 0

(11.76)
Son dos osciladores acoplados, con el acoplamiento = w cos a. Se observa que no hay
acoplamiento en el ecuador (a = 7/2).
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Para resolver estas ecuaciones, se define £ = x + 1y
£+ 2iBE+wie=0 (11.77)
Podemos buscar soluciones de la forma et

E(t) = e (Aei\/m t | BemiVEHg t) (11.78)

con A y B las condiciones iniciales. Podemos considerar que el péndulo se encuentra en
una posicion sin velocidad inicial £(0) =0

£(t) = —ife Pt (Aei\/ BHest L Beiv 52+”3t> + i/ B2 + wie Pt (Aei\/ FHwit _ Bemiv BQ*‘”(Q)t)

(11.79)

£(0) = —iB(A+ B) +i\/3? +wi(A—B) =0 (11.80)

es decir

2 _
P (11.81)
VB Wi+ B

lo que implica

£(t) = \/BQTQAWG_W {\/52 + w3 cos (\/52 + wd t) + i3 sin (y/ﬁz + w? tﬂ

ecuacion de un elipse en el espacio complejo

(11.82)

De hecho para un elipse x = acosf, y = bsin€ es decir z = x + iy = acosf + ibsin 0,
lo que nos permite concluir que /32 + wg es el eje mayor y 3 el eje menor. El factor
e~ es un factor de rotacién, hace que el elipse tiene rotacién en el tiempo.

Durante un dia, wt = 27 por lo tanto, el péndulo gira de

[t = wtcosa = 27 cos «

El péndulo gira de 27 cos o cada dia.
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Movimiento del péndulo en el plano (z,y) para o = 45° y ¢ = {1000 km, 100 km, 100 m}
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12. Sdlido rigido

12.1. Definicién

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas cuyas distancias mutuas son fijas, es decir,
no varian en el tiempo. La descripcién del movimiento se puede hacer en términos de la
posicién de su centro de masa y de la orientacion relativa del cuerpo en el espacio. Esto
requiere de dos sistemas de coordenadas:

A

- Un sistema inercial (laboratorio) denotado por (z,y, 2).

- Un sistema en movimiento, fijo en el cuerpo, con origen en el centro de masa,
identificado por (x1, 22, x3).

La posicién R de cualquier punto P del cuerpo rigido en un instante dado con respecto
al sistema de referencia del laboratorio (z,y,t) es

R=Rcy+r (12.1)

con r la posiciéon de P con respecto al sistema fijo en el cuerpo. Considerando un
desplazamiento infinitesimal de P en el laboratorio,

dR = dR¢y; + dr (12.2)

Un cambio infinitesimal dr en las coordenadas (x1, s, x3) sélo puede deberse a un
cambio de direccién del vector r no a un cambio de su magnitud (puesto que la distancia
de P al centro de masa es fija). Es decir, un cambio dr debe ser el resultado de una
rotacion infinitesimal alrededor de un eje dado instantaneo que pasa por el centro de
masa. Como lo hemos obtenido en la ec.(11.19)

dr dr
— = 12.
(dt)H <dt> | hexr (12:3)
jo rotacion
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pero en un sélido rigido, los puntos no se mueven dentro del solido, es decir

d
(r> -0
dt rotacion
(dr) "
—_ =w r
dt fijo

V=Voy +wXTr

lo que implica

es decir, a partir (12.2)

(12.4)

(12.5)

(12.6)

con w la velocidad angular instantédnea de rotacién, v = dR/dt la velocidad de P en el

laboratorio (z,y,x), voar = dRea/dt la velocidad del centro de masa en el laboratorio

(z,y,2).

En un instante dado, todos los puntos del cuerpo estan girando con la misma velocidad

angular w. Obviamente, la direcciéon y la magnitud de w pueden cambiar durante el

movimiento.

12.2. Angulos de Euler

La direccién de r esta dada por la orientacion relativa de los
ejes (x1, z9,x3) con respecto a los ejes (x,y, z). La descripcién
de la orientacién relativa entre dos sistemas de coordenadas
cartesianas requiere de tres angulos entre los respectivos ejes

de cada sistema.

- Precesion: rotaciéon alrededor de un eje fijo en el labora-

torio
- Nutacién: inclinaciéon con respecto al eje fijo
- Rotacion: rotacion del cuerpo sobre si mismo

Necesitamos por lo tanto tres rotaciones.
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Tenemos 3 rotaciones, que descomponemos en 3 angulos (¢, 6,1). La primera rotacion,
nos permite pasar de (z,vy,z) a (2/,y/, 2’)

x x cos¢ sing 0
vy | =M vy |, conAy=]| —sing cos¢p 0 (12.7)
2 z 0 0 1

en la segunda rotacion, pasamos de (2/,y/, 2') a (2", y", 2")

" x 1 0 0
v | =N vV |, conApg=]| 0 cosf sind (12.8)
2" z 0 —sinf cos6

y finalmente la rotacién para pasar de (z”,y",2") a (z1,y1, 21) es

X x” costy siny 0
yi | =AMy | v |, conAy=]| —siny cosyp 0 (12.9)
2 2" 0 0 1

lo que implica la transformacién

T x x
y1 | =AMy | y | =A| y (12.10)
2 z z
con
cos 1) cos ¢ — cos f sin ¢ sin ¥ cos 1 sin ¢ + cos 0 cos ¢ sin sin 1) sin 6
A= | —sinycos¢ —cosfsinpcosyy  —sinysing + cosfcospcosy  cospsinb
sin 6 sin ¢ —sin 6 cos ¢ cos ¢
(12.11)
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12.3. Velocidad angular mediante los angulos de Euler

Podemos definir la velocidad angular en el sistema de coordenadas (&1, 91, 21). Sabemos
que

w = ¢+ 02" + 3" (12.12)

Por ejemplo, tenemos 2” = 2, lo que implica que

0
v=1|0 (12.13)
(0
De forma similar
1 x
1 | =ApNo | Y (12.14)
21 Z

lo que implica &' = cosy 2 — sin{;, es decir

écos¢
6=\ —Osiny (12.15)
0

y finalmente

¢ sin 0 sin ¢
d=| ¢sinfcosy (12.16)
dcosh

La velocidad angular instantdanea w de un cuerpo rigido es por lo tanto w = (wy,ws, ws)
con

wy = ¢sinfsin ) + 0 cos Y
wy = ¢sin b cos ) — Osin (12.17)
w3 =1 + pcosf

12.4. Energia cinética

A partir de la velocidad angular, podemos deducir la energia cinética

1
T=3 > miv} (12.18)
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con m; la masa de cada particula y v; la velocidad de cada particula ”:” del solido. Pero
sabemos que

v, =Vou +wXxr; (12.19)

lo que implica

1 1
T= 5277% (Vo +w x1;)° = QZmi{VgM+2VCM~ (w X ri) + (w X ri)z}

(12.20)
Descomponiendo el calculo, obtenemos
1 2 Lo 1 2
3 > miViy, = 5VCM > my = 5MVCM =Ton, (12.21)

con M la masa del solido. Es la energia cinética del centro de masa con la masa total
del cuerpo. Para el segundo termino, ocupamos la relacion

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb) (12.22)
ZmiVCM (wxr)=(Veu Xw) Zmiri =0 (12.23)

porque el origen es el centro de masa. Finalmente, para el iltimo calculo, usamos la

relacion

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)-(b-c) (12.24)
lo que implica

;mi (x 1)’ = ;Zmi w2 = (- 1)?] = T (12.25)

Es la energia de rotacion ya que depende de w. En conclusion, tenemos

T = Tom + Tror (12.26)
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Le energia cinética de rotacion puede ser expresada de otra forma. Definimos las

2999

coordenadas de una particula ”2” en el punto P; como

r = (xl(P) 22(P), xg(p)) (12.27)
lo que implica

r; = ija;j (P) (12.28)

y por lo tanto

(w - ri>2 = {Z wjx; (P,

[Zwk:ﬁk ] Zw]wkw] ) ik (P;) (12.29)

y también
=Y wjw; = ) wjwkdj (12.30)
J Jik
lo que implica
Trot = Zml {Z (ijkéjkrf — wjwxj () zy, (R)) (12.31)
gk
=3 Z wiwr > m; (v — x5 (P) i (P)) (12.32)
gk i
1
=03 Luwjon (12.33)

donde hemos definido el tensor de inercia del cuerpo rigido

Este objeto puede ser expresado como una matriz

Iy Ly Iis Simg (23 +x3) =X mm s — 22 MiT1x3
I'=| Iy Iyn Iy |= —Yimiraxy  Yym (x4 x3)  — X mzaxs
I3y I3p I3 — 22 MiT3ly — S imixsry > m (a3 + x3)
(12.35)
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I es simétrico [ = Ij; lo que conduce a tenemos 6 componentes independientes. Cada
componente del tensor expresa la resistencia o inercia de un cuerpo a ser rotado en torno
a un eje dado. Por ejemplo, 33 mide la resistencia del cuerpo a ser rotado alrededor del
eje 3. Para una distribucién continua de masa, pasamos al limite continuo es decir,
reemplazamos la suma por una integral.

> m; — /pd3x (12.36)

con p la densidad de masa del cuerpo.

I = /p(r) (r25j - xjxk)d?’:r (12.37)
4 3
) ‘ .
X2
X

Por ejemplo, si queremos calcular el momento de inercia asociado a un cubo homogéneo.
Es decir, p constante

b b b
2 2
I = /p (m% + m%) d’r = ,0/ dxg/ dxs (x% + :Eg) / dry = ~pb® = ZMb* (12.38)
0 0 0 3 3
b b b 1 1
Ly = —,0/ a:ldxl/ xzdxg/ drs = ——pb° = —= Mb* (12.39)
0 0 0 4 4

las deméas componentes se calculan de la misma forma

25 1 1

3 4 4
I=| -1 2 -2 con = Mb? (12.40)

_1 1 2

1 4 3

a partir de lo cual podemos calcular la energia cinética de rotaciéon. Es importante
entender que el tensor depende del centro con respecto a lo cual lo calculamos. De
hecho, tomando como centro, el centro del cubo obtenemos
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b/2 b/2 b/2
[12 = /p <’/’2(512 — iL'll'Q) dgl' = p/ l‘ldl'l/ xgdl‘g/ de‘g =0 (1241)
-b/2 —b/2 —b/2

b/2 b/2 b/2 3
—b/2 —b/2 —b/2

de lo cual obtenemos

I =

o™

100
010 (12.43)
00 1

S = O

Notemos que existe una relacion entre los 2 tensores, es el teorema de los ejes paralelos.

Sea [ el tensor de inercia de un cuerpo rigido expresado en el sistema de coorde-
nadas (x1, z2,x3) con origen en el centro de masa del solido. En un sistema difer-

ente de coordenadas fijas (2, z, x%) cuyo origen 0’ se encuentra en una posicién a
con respecto al centro de masa del cuerpo, el tensor de inercia es

i =L+ Zmi [a25jk — ajag (12.44)

Se demuestra considerando r; =a +r;- -

Por ejemplo para el cubo

27 27 2

A <_9 b _9> (12.45)
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Vimos por ejemplo que I1; = /6, lo que implica

, —_— — —_—
]11——6+p (a a1>dx—6—|—M2 —36 (12.46)
§b2_fbf:fb;

En termino de clasificacién, cuando tenemos I1; = Iy = I3y I;; = 0 para ¢ # j se llama
el trompo esférico (como la esfera). Los cuerpos como la varilla tienen 17 = Ios # I35 se
llaman trompo simétrico y aquellos como la caja de cerillas, que cumplen la condicion
111 # Iy # I33 se denominan trompo asimétrico.

Obviamente esta clasificacion depende del punto que se considere en el solido. Una
esfera homogénea es un trompo esférico en el centro de masa y un trompo simétrico en
otro punto.

12.5. Momento angular

Hemos visto que el tensor de inercia nos permite calcular la energia cinética de rotacion.
Nos permite también calcular el momento angular. Calculamos L con origen en el centro
de masa

L= Zri X p; = Zm X (myv;) = Zri X (mw X 1;) (12.47)

usando a X (b x ¢) = (a-c)b — (a- b)c tenemos
L=Ym (r2w = (ri-w)r;) (12.48)

La componente k es
Ly = Zml (r2wi = (r; - w) i () (12.49)
= Zmz Zr w;0jk — ij ) wizy (B;) (12.50)
=Y w; Z m; (ri Si — xjxk) =Y Tyw; (12.51)
PR J

donde zy (F;) es la coordenada k de la posicién de la particula i. La relacion previa se
escribe de forma vectorial

L=/w (12.52)
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Lo que nos permite reescribir la energia de rotacion

1 1 1
Trot = §ZIJ]€CUJW]€ = §ZLkUJk = §L W
7k k

(12.53)

Las ecuaciones pueden plantearse en términos de los angulos de Euler, que describen los

grados de libertad

S 1
L=T-V = L(9:¢,¢79:¢,”¢7t)7 con Czj1F0t = izjijwiwj
ihj

12.6. Trompo de Lagrange

Consideramos un trompo de masa m en el campo gravitacional
y cuyo punto inferior O esta fijo. Es un trompo simétrico con
respecto al centro de masa, I1; = Iy # I33 con (z,y,z) las
coordenadas del laboratorio y (x1, 22, x3) las coordenadas fijas
con el cuerpo. Ambos sistemas de referencia tienen origen en
el punto O, lo que implica que

ﬂraslacién =0

(12.54)

En el sistema de coordenadas (x1, 22, x3), el centro de masa es fijo, por lo tanto, no hay

energia cinética asociada, excepto la energia cinética de rotacion
T—T—EI2I2IQ—EI22EI2
= frot = 5 nwy + Ipwsy + 33wz | = gt (Wi twy )+ 51333
con

wy = ¢ sinfsin ) + 0 cos
wy = ¢sinf cos ) — Osinyh
ws = 1) + ¢cos b

lo que implica
1 . . 1 .
T = §III(¢2 sin? 0 + 6%) + 5[33<¢ + ¢ cos )’
aunque la energia potencial del trompo, con respecto a 0 es

V =mgz = mgacos@
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Lo que nos permite armar el lagrangiano del sistema

. . . . 2
L= ;In (¢2 sin? 6 + 92> + ;1'33 (w + ¢ cos 9) — mga cos ¢

No vamos a derivar todas las ecuaciones. Observamos en particular que las coordenadas
(1, ¢) son ciclicas lo que nos permite obtener
oL

87¢ = constante < I53(¢) + pcosf) = I3ws = constante = Lg (12.61)

lo que corresponde a la conservacion del momento angular alrededor del eje 3.

oL . .

2 — constante < I;,¢sin? 6 + I35 cosO(1) + ¢ cosh) (12.62)
En las coordenadas (x, y, ), corresponde a la conservacién de L. Lo podemos facilmente
demostrar a partir de las relaciones

wy = ¢sinfsin ) + 0 cos Y (12.63)
wy = ¢sinb cos ) — Osinyp (12.64)
w3 = 1 + dcosh (12.65)
y de L = [.w, tenemos
Ly =1y (sin 0 sin ¢ + cos wﬁ) (12.66)
Ly =1 (sin@ cos ¢ — sin ¢9) (12.67)
Ly = I3 <¢ + cos 0¢3> (12.68)
lo que nos permite obtener
L, Ly
L, =AML, (12.69)
Lz Ld

de lo cual podemos obtener L, con A la matriz de rotaciéon. Finalmente, en vez de
obtener la ecuacion para 6, usaremos la conservacion de la energia como tercera ecuacioén

1 . . 1 .
E = 5111 (92 + ¢*sin® 0) + 5]33(1/1 + ¢ cos0)? + mga cos § (12.70)
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Pero tenemos

Q-S:LZ—Lg(ZOS(g ﬁzﬁ_(Lz—Lgcosﬁ)cosﬁ (12.71)

Ill sin2 0 ’ 133 Ill sin2 0

lo que nos permite escribir una expresion con solamente 6
(L, — Ly cos 6)” N L3

2[11 sin2 0 2[33
= 11,07+ V,4(0) (12.72)

+ mgacos = constante

con V¢ el potencial efectivo. Observamos a partir del grafico de V.; que siempre 6 oscila
entre dos valores excepto cuando la energia es minima.

30

20\ b- 0.

De la expresién de 0(t) se pueden obtener las otras coordenadas, en particular podemos
observar que el signo de & depende de L,—Ls cos . Es obvio que tenemos L,— L3 cos _ <
L,—Lscosf,,loqueimplica quesi L,—Lzcosf_ > 0, gzﬁ > (0, aunquesi L,—Lzcosf_ < 0,
¢ no tiene una evoluciéon monotona y finalmente existe el caso extremo L, — L3 cosf_ = 0.
Estos 3 casos estan ilustrado en los graficos siguientes en los cuales observamos la punta
del trompo proyectado sobre una esfera.

0. 0. 0.
0, 0, 0,

Observamos ademés de la nutacién (variacién de €), una precesion es decir la variacién

- 131 —



de ¢. El fenémeno de precesion ocurre por la Tierra que podemos representar como una
esfera achatada por los polos es decir un trompo simétrico. El periodo de precesion es
de aproximadamente 26000 anos.

La nutacién puede ser eliminada, es decir si = 6 es decir si V/;(6p) = 0.

L3(L, — Lycosty) (L. — Lscosby)? cos by

— - — infy =0 12.73
]11 sin 90 IH Sin5 (90 mgasiio ( )
Definimos X = L, — L3 cos 8,
cos 0y X? — Lysin® 6y X + mgaly; sin 6y = 0 (12.74)

Esta ecuacién tiene una solucién si el discriminante es positivo es decir
L% > 4dmgaly; cos by (12.75)

pero como L3 = [33w3, tenemos

2 =
w3 > T mga[n COS 90 (1276)

33

Puede ocurrir un movimiento con 6 fijo (sin nutacién) si ws es suficientemente grande.
Usualmente no se cumple esta condicién después de un cierto tiempo, por fricciéon, lo
que empieza a producir nutacion.
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CAPITULO

Mecanica hamiltoniana

13. Formalismo

El formalismo hamiltoniano se usa menos que el formalismo lagrangiano para resolver
problemas de forma analitica, pero permite entender con mucha mas claridad la estruc-
tura de la mecanica clasica y constituye la base natural de la mecanica cuantica. En
mecanica lagrangiana trabajamos con n coordenadas generalizadas {¢;} y sus velocidades
{¢;}. La dindmica estd determinada por las ecuaciones de Euler-Lagrange,

d (0L oL
a _ 9z 13.1

Son n ecuaciones diferenciales de segundo orden, por lo que se requieren 2n condiciones
iniciales, por ejemplo {¢;(0),¢:(0)}.

La idea de Hamilton es reorganizar el problema de modo que la evolucién quede escrita
como un sistema de ecuaciones de primer orden en un espacio donde las variables sean
independientes. Para ello se introduce el momento generalizado

oL . oL

P = — y por Euler-Lagrange Di = )
94 i

(13.2)

de manera que las variables (g;, ¢;) se reemplazan por (g;, p;). En lugar de describir el
sistema en el espacio de configuracién (posiciones), pasamos a describirlo en el espacio
de fase (posiciones y momentos).

Como ejemplo, consideremos un péndulo simple con coordenada 6,

1 .
L= 5 me*0* + mgl cos 0 . (13.3)
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El momento conjugado es

Po = Z—g = ml*f. (13.4)

La ecuacién de Euler-Lagrange se puede escribir como

oL

o B . s
Do = 50 = —mgl sin 0 (: ml 9) ) (13.5)

Con estas ecuaciones podemos representar el espacio de fase: las curvas en el plano (6, py)
corresponden a soluciones con distintas condiciones iniciales. En el caso del péndulo, la
variable 6 es periddica, lo que implica que el espacio de fase tiene la topologia de un
cilindro.

L == g
-
=3 =2 -1 0 1 2 3

]

Cada punto del espacio de fase representa el estado del sistema en un instante t, es
decir la posicién 6 v el momento pg = ml20. Por eso, las curvas del espacio de fase no
se cruzan: dado un estado (6, py), la evolucion estd determinada de manera tnica.
Queremos entonces una funciéon definida en el espacio de fase, es decir una funcién
de (g, pi), que determine de forma tunica la evolucién del sistema. En otras palabras,
buscamos una funciéon que contenga la misma informacion dindmica que el lagrangiano
L(q:, gi, t), pero escrita en variables (g;, p;) en vez de (¢;, ¢;). El procedimiento que realiza
este cambio de variables se llama transformada de Legendre.
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13.1. Transformada de Legendre

Consideramos una funcion f(z,y) tal que, df = 8f ~dx + 8f dy y definimos una nueva
funcién g(z,y,u) = ur — f(x,y) tal que

_ of of ,
dg = udx + xdu a—dx a—y (13.6)

donde u es una variable independiente, pero vamos a considerar el caso particular u = %.
En ese caso

dg = xdu — ggdy (13.7)

es decir que g es una funcién de (u,y). En conclusion, hemos pasado de (z,y) a (u,y)
definiendo una funcion

g(u,y) =uxr — f(r,y) con u= gi (13.8)

Por ejemplo, en termodinamica se considera el cambio de energia
dU =TdS — PdV (13.9)

que esta relacionado con un cambio de entropia y de volumen, es decir U(S, V). Podemos
definir una funcién de (T V') por ejemplo F' = T'S — U (por razones histéricas, se define
F=U-TS)conT = 65, llamada la energia libre

dF = TdS + SdT — dU = TdS + SdT — TdS + PdV = SdT + PdV ~ (13.10)

13.2. El hamiltoniano

A partir de la secciéon anterior, definimos el hamiltoniano como la transformada de
Legendre del lagrangiano

oL

H=> pigi — L(gdt) conp; = % (13.11)
i 4
Por ejemplo si
|
L= S = V(r) (13.12)
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tenemos

oL
lo que nos permite definir el hamiltoniano
: p\ 1 /p\?
H=pr—L=p <) ——m <> +V(r) (13.14)
m 2 m
p?
- .y 13.15
P v (13.15)

Una vez conocido el hamiltoniano, necesitamos conocer la dindmica en el espacio de
fase. Sabemos que H =Y, pi¢; — L (¢i, Gi, t), 1o que implica

oL oL oL
dH = lidp; + pidg; — —dqg; — =——dg; | — —dt 13.16
E;lq pit pidds — 5 dgi = 5o 4 5 (13.16)
oL oL oL
Zi:[q P 9, q] ot <p aq) (13.17)
oL oL
Ei:[q pi = Pidai] — (p 0qi) (13.18)
pero sabemos también que H(gq;, pi,t), lo que implica
OH OH OH
dH = —dp; + —dq;| + —dt 13.19
;[ffpip+@qi q]+6’t 1519
lo que nos permite obtener las ecuaciones de Hamilton
. OH
qi =
Ipi
- oH (13.20)
pi = Ba;
también tenemos
OH oL
_— = 13.21
ot ot ( )
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En el ejemplo anterior, H = P2 V(7), obtenemos con las ecuaciones de Hamilton

2m
OH p
G 13.22
7 o~ m (13.22)
o0H
)= ——=-VV 13.23
p=-75, = VVr) (13.23)
lo que una vez combinado, nos da
myr = —-VV(r) (13.24)

es decir la ecuacion de Newton para este sistema. Con el formalismo hamiltoniano,
reemplazamos n ecuaciones diferenciales de segundo orden por 2n ecuaciones diferenciales
de primer orden.

Noétese que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir de forma tal que (g, p) aparecen
similares. Si definimos, el vector de dimensién 2n

qi

x=|"® (13.25)
4!
Pn

las ecuaciones de Hamilton se escriben
. oH

X =0— 13.26

0X ( )

con

0 ann
O = 13.27
( _Ian 0 ) ( )

Esta forma de escribir las ecuaciones de Hamilton es llamada la notaciéon simpléctica
(del griego oupmhextixde (symplektikos): entrelazado).

Con el hamiltoniano, las leyes de conservacién son mas faciles. Por ejemplo si %—If =0el

hamiltoniano H es conservado y es la energia. De hecho

dj_aﬂ+a£'+a£'—aj_“+"_a£ (1328)
dt ot gl T gpt T o PITIT '
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También, si una variable es ciclica es decir que ¢; no aparece en el lagrangiano, obtenemos

P = _?TZ = 0 es decir que p; es conservado.
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14. Aplicaciones

14.1. Teorema de Liouville

plk

El formalismo hamiltoniano nos permite también descubrir
el teorema de Liouville. Si consideramos una region del
espacio de fase a un tiempo t y lo dejamos evolucionar,
su forma puede cambiar pero su volumen nunca cambia. f

Consideramos el volumen infinitesimal V' = dqdp, después .

de un tiempo 0t, tenemos fo
H
qg— q+ 4ot =q (14.1)
p——>p+pit=p (14.2)

Por lo tanto el nuevo volumen es

B 07 07
V = dqdp = det (g% gg) dgdp  (usando el jacobiano)
dq  9p

1+ 25t D444
=det | 5,% .| dqdp
(a?t 1+£&

~ (1 + (8(] + gﬁ) ot + O(6t2)>dqdp

9q
O’H  0°H
~ (1 — 2 ) ~
( <8q8p 8p8q> ot + O(dt7) )dgdp ~ dqdp

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

De la misma forma para n variables (¢, p;), si V = dq; ...dg,dp; .. .dp,, obtenemos

V =detJ - V, con J el jacobiano

9G4 04

_ | 945 Opj
J=\o on
9q; Ip;

lo que corresponde a una matriz 2n x 2n. Como sabemos que

q, =q + aﬂét
' ' Op;
o OHy,
' ' dq;
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obtenemos

O + L5 PH g5y
det J = det ( ’ 62%635 5 i 5 (14.10)
 99,9q; t W 9qi0p; !
= det(I + 6tM) ~ 1 + 6t tr(M) +0 (6t*) = 1+ O (5¢?) (14.11)
——

=0

Repitiendo esta evoluciéon en N pasos de tamano 6t = % y componiendo los jacobianos,

det J (t) Hdetjk ﬂ(1+O(6t2))=1+O(N5t2):1+0<t2> — 1,

= el N | N—oo
(14.12)
lo que implica el teorema de Liouville
V(t) = det J(t)V(0) = V(0) (14.13)
14.2. Corchete de Poisson
La derivada temporal de cualquier cantidad f = f(q,p,t) tiene la forma
ar _of of . af
; 14.14
& ot Z ( T ol (14.14)
pero usando las ecuaciones de Hamilton (13.20), obtenemos
d H H
a_of (9198 070 (14.15)
dt ot dq; Op;  Op; Og;

lo que nos motiva a definir un objeto que nos indicara la evolucién temporal de una
funcion.

Sean, f(q,p) v g(q,p), dos funciones en el espacio de fase. El corchete de Poisson se
define como

_0f 0Og B af Odg
{f,g} B 0q; Op; Op; 0g;

(14.16)

Este corchete tiene varias propiedades:
- Anticonmutativa, {f,g} = —{g, f}

- Linealidad, {«f + 8g,h} = o{f,h} + 8{g,h} Va,f €R
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- Regla de Leibniz, {fg.h} = f{g,h} + {f. h}g
- Identidad de Jacobi, {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h.{f.g}} =0

Son relaciones facil de demostrar aunque pueden ser un poco largas. Podemos deducir

que
{gi,q;3 =0 (14.17)
{pi,p;} =0 (14.18)
{ai,pi} = dij (14.19)

Es también facil verificar que

; = 14.2
(0.1} = 5] (14.20)
y
9f(q)
is =— 14.21
{pi, f(@)} 34, (14.21)
Con este nuevo formalismo, para cualquier funcién f (g;, pi,t), tenemos
af of of .  Of . of oOfoH Of OH
Jd_Z4 : ;= —— — 14.22
= ot o on” T ot T ogon  op0g (1422)
es decir
a _of
%—E—i—{f,ﬂ} (14.23)
Por lo tanto si una funcién es independiente del tiempo, tenemos
daf
o = L H} (14.24)

lo que implica que f es una constante del movimiento si Poisson conmuta con el
hamiltoniano, es decir si {f, H} = 0. En particular si H es independiente del tiempo,
H es constante ya que {H, H} = 0.

También, si ¢; es una variable ciclica, tenemos

{pi,H}=-5—-=0 (14.25)
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lo que significa que dcﬁi = 0 es decir que p; es conservado.
Una vez identificadas cantidades conservadas (constantes del movimiento), se pueden
generar otras mediante los corchetes de Poisson. En particular, si I y J son constantes del
movimiento, entonces {I, J} también lo es. Para verlo, basta probar que {{I,J}, H} =0,
donde H es el hamiltoniano. Usando la identidad de Jacobi,

I, J},H} ={I,{J,H}}+{{[,H},J} =0 (14.26)

Por ejemplo, si dos momentos angulares son conservados, el tercero es una constante del
movimiento también. De hecho, como L = r X p, tenemos

Ly = rap3 — 13p2 (14.27)
Ly =r3p1 — r1p3 (14.28)
L3 =1r1p2 — rap1 (14.29)

lo que implica
{L1, Lo} = {rap3 — 73pa, 73p1 — 11p3} (14.30)
= {rops, rap1} — {72p3, T1ps} — {rap2, rap1} + {rspa2, rips} (14.31)

pero tenemos
{rops, rips} = ra {ps, rips} + {re, rip3} p3 (14.32)
=719 |r1 {ps, s} + {3, 7“1}]03} + {7“1 {r2,p3} +{re, 71} p3|p3 (14.33)
—0 (14.34)

lo que implica
{L1, Lo} =ra{ps,r3} p1 + p2 {73, ps} r1 = —rap1 + rip2 = L3 (14.35)

-1 +1

Es decir que si dos componentes de L son conservadas L es conservado. También,
tenemos

(L Li} =0 (14.36)
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con L? = L? + L3 + L%. Por ejemplo

{L? Ls} = {L} Ls} + {13 Ls} + {13 Ls} (14.37)
=0
= L1 {Ll, L3} —+ {Ll, L3} L1 -+ L2 {LQ, L3} -+ {LQ, L3} L2 (1438)
——— N——— ——— ———
—Lo —Lo L1 Ly
— —LyLy— LyLy + LyLy 4 L1 Ly = 0 (14.39)

Con este formalismo podemos ver facilmente que el momento angular es conservado
para un problema de fuerza central. Tenemos
2

H= ;’—m V() (14.40)

y debemos verificar que {L,, H} ={L,,H} ={L,,H} =0

{L,, H} = {Lx, W + V(r)} (14.41)
= oLk (L} + 0 A Laop | + L VO)} (14.42)
pero
{Le,pa} = {yp- — 20y, 02} = 0 (14.43)
{Le,py} = {yp: — 2y, 0y} = - (14.44)
{La,p:-} = {yp: — 20y, 2} = —py (14.45)
y
{Lz, V(r)} ={yp: — 2py, V(r)} = y{p=, V(r)} — 2 {py, V(r)} (14.46)
=y (—%Z) e (-‘2‘5) = —yV' (") + 2V ()% =0 (14.47)
lo que implica
{L., H} = 7711 (pyp= — p=py) =0 (14.48)

De forma similar, tenemos {L,, H} = {L., H} = 0, es decir

{L.H} =0 (14.49)
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lo que implica que el momento angular es conservado.

14.3. El vector de Laplace-Runge-Lenz-Hermann-Bernoulli-Hamilton-Gibbs

El formalismo permite buscar otras cantidades conservadas, es decir, observables cuyo
corchete de Poisson con el hamiltoniano se anula. Un ejemplo clasico es un vector que
fue redescubierto por numerosos autores sin saber que ya era conocido. Hoy se lo conoce
principalmente como el vector de Laplace-Runge-Lenz, aunque Laplace, Runge y Lenz
no fueron los primeros en descubrirlo
1 T L
A=—pxL—kr, con 7 = — el vector unitario (14.50)
m r
Podemos facilmente demostrar que este vector es conservado {4;, H} = 0. La conser-
vacion de A esta relacionada a la conservacion de la excentricidad de la trayectoria. Para
demostrarlo, usaremos la notacién con el tensor de Levi-Civita, el momento angular
puede ser escrito L; = €;mnTmpPn, 10 que nos permite escribir

1 1 -
A=—pxL—ki = A =—cjmpml, — k- (14.51)
m m T

lo que implica
1 i
(H A) = e {H,p,} Ly — k{H, T} (14.52)
m T

ya que el hamiltoniano conmuta con el momento angular

k 1 k T
oAy _Fo (Lo, F 21} 14,
tH, Ai} mgjk{r’pj} g Qm{p T (14.53)
k 1 k T
= —m&‘jk{rapj}Lk - mpj{pj> 7”} (14.54)
pero
T o [T 1 r; Or 1 T
R G )= = g 14.55
{p]’r} arj(r) r ]+T287"j P ( )
y también
1 0 /1 1or 1
U QY i S 14.56
{pj’ 7“} or; (r) r2or; ( )
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lo que implica que

k T k 1 i
{H, A} = Egijkré[/k o <_T5ij + 7”3]> (14.57)
k T ki pi rirp;
- Egijkekmnﬁrmpn - a <_7’ + 7,3 ) (1458)
_ k Ty k Di  TiTiD;
=0 (14.60)

es decir que A es conservado. La norma de A es facil de calcular, usando (10.38)
) 02 /km
0= mr*f yr= 1+e/fosﬁ’

excentricidad. El tipo de trayectoria permanece durante el movimiento.

encontramos A = kle|. Lo que implica la conservacién de la

Por ejemplo, no podemos pasar de una trayectoria eliptica a una trayectoria
parabdlica en un problema de fuerza central.

El sistema tiene varias propiedades interesantes, como por ejemplo las relaciones

{Li, Aj} = eijp Ay, (14.61)
2 2k
{Ai A} = o <2pm - 7’) Eijk Lk (14.62)

Por lo tanto si tenemos un hamiltoniano en un problema de fuerza central con potencial
. 2
V=—k/r ie. H=21-— k obtenemos
m T

{A;, A} = _;Hgijk[/k (14.63)
es decir que tenemos
{A,;, A} = —ZHLZ (14.64)
pero tenemos también que
{H,L,} =0 (14.65)

lo que nos permite concluir que
{H, {A;,A,}} =0 (14.66)

es decir que {A,, A,} es una constante de movimiento. Estas relaciones que hemos
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obtenido son

2
{Li, Lj} = 5ijkLka {Li, Aj} = 5ijkAk> {Ai, Aj} = _EHijLk (14-67)

Para una orbita dada, H es constante, es la energia E. Si es una orbita cerrada, sabemos
. . o A;
que F < 0, lo que nos permite definir D; Ay lo que nos da

{Li, Lj} = €ijili, {Li; D;} = cijuDy, {Di, Dj} = eijnly (14.68)

Lo que corresponde a una representacion de la algebra so(4) (matrices 4 x 4, anti-
simétricas, es decir que tienen 6 generadores). Es decir que tenemos dos tipos de
momentos angulares. Ha sido por ejemplo usado en mecanica cuantica para encon-
trar los niveles de energia del atomo de hidrégeno. Si £ > 0 se transforma en la
algebra so(1, 3).

Para terminar este capitulo, demostraremos las relaciones (14.61,14.62)

1 .
{Li, A} = —ejmn {Li, pmLn} — k {L ”} usando L; = EimnTmPn (14.69)
m T

1 .
= 75jmn |:pm {Lm Ln} + {Lupm} Ln] - keimn {Tmpna 7,]} (1470)
m —— — r
————

€insLs €ist{TsPty Pm} 5
N—— Tm {p”nyTJ}
ptdsm

pero para el tltimo termino, podemos demostrar de nuevo que

T 0 <rj> 15 r; Or 15 TnT;
b= —— (L) = =28, + L = =25, + — 14.71
{p 7’} or, \r r’ * r2 or, r’ + r3 ( )

lo que nos permite obtener que

{Li7 Aj} -

1
2
- 5jmn€ins mes + — ejmnsimt pth - Eeimnrm (Tjrn -r 6]' )
m S—— m s—— T
5im65j*6ij55m 5ij6nt*5jt6in
(14.72)

1 k k
= E (sz] - 5ijmem + 6ijmem - Png) - ﬁgimnrmrnrj + ;gimjrm (1473)

pero el penultimo termino es nulo porque es el producto de un termino antisimétrico

— 146 —



por un termino simétrico

1 k 1 k
{Li, A} = - (pil; — p;Li) — EigmTm = Eijm %SmkzlpkLl — . Tm

Am

Hemos bien demostrado la primera relaciéon
{Lia Aj} = Ez‘ijm

Para la segunda relacién, tenemos

{AiaAj} = {mgirsprLs - kl?;”Aj} = {mgirsprL&Aj} + {—k’:.,A]}

1 T
= —&irs {pr {Lsa Aj} + {pra A]} Ls} - k {7Aj}
m ——— T

esjkAk

Descomponiendo un poco este calculo, tenemos

1 T 1 T
A} = b el = K2 | = e (o 1}~k {pr 2}
{p j} b m JkIPk L , m Jklpk{p l} p -
Erlm Pm
1 1 T,
= —ElrmElkjPmPk — K <—5jr+ - )
m T r

1

m

(b = bp?) + 85— 2

r3

T; r; 1 T 1 T
{»Aj} = {a *%‘klpkLl - kfj} = 5jk:l{ apkLl}
r’'m r m

r T

1 T r;
= —Eju []%{J/z} + {apk} Ll}
m r r
—_——

Sik _TiTk
o 3

pero el primer corchete es

r; . T . T

) Ll =Emny HT"mPn ¢ = Elmn"™m { —H Pn

r r r
—_———

5 _rirn

k3
T 3
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lo que implica

i 1 Tm T 5zk Tk
{, AJ} = —Ejkl [5lmipk = EtmnTmln =Pk + —Li— —3 Ll} (14.84)
r m r %,—/_0 r r r

Juntando todo, obtenemos

1 1 k Ty
{Ai, AJ} = Eairs |f§jkAk])r + (m (pjpr — 5rjp2) -+ ;53'7" —k ;3 ) L;|
= —E&jkl [Qmirpk + kaz . Zk Lz] (14.85)
m r r r
1

1 1 k k
= |f2jA P — Azp] + 75irsprijs - 7€ijsp2Ls + *eists - 35irsTjTrLs]
m m m r r

k[r; T-p Ly 1
- [Tpi —0j—— + 8;417 - 73€jkl7”i7“kLl] (14.86)
Usando la definicion de A, obtenemos
k
A-p=—7r-p (14.87)
r
1 k
Aipj = —irsPrpiLls — Ti; (14.88)
que usamos en la expresion previa para obtener
k k p? k k
{4, A} = mr (ripj — 1jpi) + 2%5@'11—4 - ﬁgijl[/l + ﬁ%’kﬂ"ﬂ”k[d - W&Mﬂ”k[xl
(14.89)
El pentltimo termino se simplifica en
EiTiTh Ll = €5TiTkE T mPn = EjKEImnTiTkTmPn (14.90)
= (0jmOkn — 0jnOkm) TiTkTmDn = 15T - P — ripj'rQ (14.91)
y el dltimo
ikl = ;T - P — 7’]-101-?“2 (14.92)
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lo que nos permite obtener

k k. p?
{Aiy Aj} = % (Tipj —Tip; — Tip; + T’jpi) + €iji [QW - 7712] L, (14.93)
2 (p? k
= <2m - r) Eijila (14.94)
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15. Transformaciones canonicas

Hemos visto en el formalismo lagrangiano que para cualquier transformaciéon ¢; ——
Qi (g;) las ecuaciones de Lagrange guardan su forma. Queremos hacer lo mismo con las
variables (g;, p;) es decir considerando las transformaciones de las variables

¢ — Qi(q, p) (15.1)
pi — Pi(q,p) (15.2)

Pero una transformacién tan genérica de este tipo (mucho mas genérica que para el
lagrangiano) no deja siempre las ecuaciones de Hamilton idénticas. Las transformaciones
que dejan las ecuaciones de Hamilton similares se llaman transformaciones candnicas.
Hemos visto que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir

OH
ox
con x = (ql,...,qn,pl,...,pn)T (15.4)

=

y ) la matriz simpléctica. Por lo tanto, la transformacién de coordenadas, se escribe
x; — yi(x)

Ay . Oy 0OH OH  OH Oyn,

= - Q. 7 = 15.5
Y Oz & 0z ]kﬁxk oxy  OYm O ( )
Jy; oYy OH
— . 15.6
Oz, ik oz Y ( )
Si
Q= = Qi 15.7
Ox; gk oxy, ( )
la ecuacion de Hamilton serd
oOH
Ji = i — 15.8
U 0. (15.8)
es decir que guarda su forma. Por lo tanto,
una transformacién es canodnica si
Qip—— = Qim 15.9
ox; " o, (15.9)
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Sabiendo que ggf define una matriz, el jacobiano, J. Concluimos que la transformacién
J

es canonica si el jacobiano de la transformacién es simpléctico, i.e.
TIQTT =0 (15.10)
Por ejemplo, la transformacién siguiente es candnica
Qi=q, Qa=p, Pi=p, P=—q (15.11)

de hecho, el jacobiano es

Q1 0Q1 91 O

oo BB (o o o
2 2 2 2
Bz 002 B2 09 1
g=\w 2w wm wml=| " (15.12)
T I R A
A U N D
dq1  9dq2  Op1  Op2
lo que implica
1 0 00 0 0 1 0 1 00 O
0O 0 01 0 0 01 00 0 -1
Q" =
T 0O 0 1 0 -1 0 00 001 O
0 -1 0 0 0O -1 0 0 01 0 O
0 0O 1 0
0 0 01
= =0 15.13
-1 0 0 0 ( )
0 -1 0 0

El corchete de Poisson es invariante bajo transformaciones canoénicas, es decir que
tenemos con las nuevas variables

{Qi,Q;} =0, {P, P} =0, {QiPF} =27 (15.14)

Ademas de que cualquier transformacion que tiene estas relaciones, es candnica.
Las transformaciones que conservan las relaciones de conmutacién son canodnicas.

Lo que nos permite demostrar si una transformacién es canénica. Por ejemplo, con la
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transformacién previa, Q1 = q1, Q2 = p2, P = p1, P, = —¢o, obtenemos

{Q1,Q2} ={q1,p2} =0

{P, P} ={p1,—q2} =0

{Ql,Pl} = {Q1,p1} =1

{Q1, P2} ={q1,—q2} =0

{Q2, P} ={p2,p1} =0

{Q2, P2} = {p2, —@2} = —{p2, o} = —(—1) =1

Por lo tanto, es una transformacién candnica.

Para demostrar este teorema, consideramos dos funciones f(z) y g(x) con

2= (G, QP15 D) (15.21)

y queremos demostrar que el corchete de Poisson es invariante bajo transformaciones

candnicas.
of o0g 0f 9g _ Of , 9y
_ _ — 0 —— 15.22
{f’ g} dq; Op;  Op; Og; Ow; Ja%‘ ( )
Consideramos una transformacion x; — y;(z) es decir g i = %gﬁ’j = %jki
of . 09  Of dg _ of , Og
= —Qii— = ——TuiiiTi=— = — Qu—=—— 15.2
{f7g} 6@ i 8!Ej 8yk jk:z z]\7l] ayl ayk kl 3yz ( ) 3)

ya que Jii$i; Ji; = jkiQiij?l[’ = Q. Por lo tanto, es una transformacién canénica.

Queremos ahora demostrar la relacion inversa, es decir que si los corchetes de Poisson
no cambian, la transformacion es canénica. Considerando de nuevo la transformacion
¢ — Qi(q,p) y pi — Pi(q,p). El jacobiano de esta transformacion es

0Q;  9Qs
z-j:(z% 3%;) (15.24)
dq;  Op;
obtenemos
T (1@, Q;} {Qi, P}
i _<{Pi,czj} (P.P) (1525)
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Por lo tanto, si las variables conservan la estructura de corchete de Poisson, obtenemos

T O ]In><n -
JNT " = (—HW X ) =0 (15.26)

es decir que la transformacion es candnica, asumiendo que la transformacién es invertible,

det(J) # 0.

Por ejemplo la transformacion @) = e? y P = e 9p es canoénica. Lo podemos demostrar
de dos maneras, con los corchetes de Poisson o con el jacobiano. Usando los corchetes,

tenemos
{Q.Qt={pP,P}=0 (15.27)
R
{Q, P} = B o = 1 (15.28)

lo que implica que es una transformacién canénica. Por otro lado, usando el segundo

T= st ob]|= R (15.29)

dq  Op

método, obtenemos

lo que implica
T el 0 0 1 el —pe™1
JNT = < R ) < 10 0 et (15.30)

el 0 0 e 4 0 1
<—p6‘q 6‘q><—6q p@“’) (—1 0) e

Las transformaciones canodnicas significan que tenemos la misma fisica con 2 sistemas de
variables diferentes. Por lo tanto, podemos usar estas transformaciones, para escribir el
hamiltoniano de forma mas simple. Por ejemplo si

p2 1 2
H="—+-k 15.32
2m + 2 9 ( )
Las ecuaciones de Hamilton son
OH p
= - = 15.33
=5 = m ( )
oH
)= ———— = —k 15.34
P 9 q ( )



Con el nuevo sistema, tenemos () =e?y P =pe 9, es decir g =1InQ vy p = QP, lo que
transforma el hamiltoniano en

P - 1k;(ln Q)? (15.35)

H =
2m 2

con exactamente las mismas formas de las ecuaciones, es decir

. OH QP
_0H  QP*  InQ

Parecen muy diferentes pero son las mismas ecuaciones del oscilador arménico, lo que
se puede verificar muy simplemente. Algunas transformaciones canénicas pueden sim-
plificar mucho el problema aunque en este ejemplo las ecuaciones se han vuelto mas
complejas.

Para cerrar esta seccion, podemos ver como resolver un problema con un cambio de
coordenadas. Consideramos el oscilador arménico con el hamiltoniano

2

p L5 2k

2m+2qu, con w” = — (15.38)
podemos proponer el cambio de coordenadas (q,p) a (@, P) tal que

Q= arctan(qu) (15.39)

p
1
P=— <p2 + m2w2q2) (15.40)
2mw

Primero tenemos que verificar que es una transformacion canoénica. Es facil verificar que
{Q, P} = 1. Por lo tanto, sabemos que las ecuaciones de Hamilton guardan su forma
con el nuevo hamiltoniano escrito con estas coordenadas H = wP. Obtenemos

. of
OH
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lo que implica la solucién trivial

Q=wt+¢
P:P()E

€|

con E la energia del sistema y ¢ una constante de integracién.

transformacién inversa se escribe

| 2P
q=1/—sinQ
mw

p = V2mwP cos @

obtenemos la solucion en las coordenadas originales

qg= 5 sin(wt + ¢)
mw
p = V2mE cos(wt + ¢)

15.1. Transformaciones infinitesimales

(15.43)

(15.44)

Sabiendo que la

(15.45)

(15.46)

(15.47)

(15.48)

Dentro de todas las transformaciones canénicas posible, podemos estudiar les transfor-

maciones infinitesimales, es decir

¢ — ¢ +aQi(q,p) = G

pi — pi +aPi(q,p) = b

(15.49)
(15.50)

con o < 1. Buscamos las funciones @Q);, P; tal que la transformacion sea canénica. El

jacobiano de la transformacion es

0¢;  0q; iy 9Q; 9Q;
Ti= |94 00| — 0ij + d4; * Bp;
vy | 9p 0D | T oP; oP;

dq;  Opj a 0g; 5ij + aapj

(15.51)

para que la transformacién sea canénica, necesitamos JQJ T = € es decir

8Qi+8Pj_ 0Q;  0Q; _ or, op;
aqj Op; ’ 32%’ Ip; ’ a%‘ dq;
lo que significa que existe una funcién G(q, p) tal que
oG oG
b =- ) i
04 9 Ip;
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Se dice que GG genera la transformacion. Estas visiones nos permite ver las transforma-
ciones canodnicas de otra manera. Por el momento, hemos visto un espacio de fase con
coordenadas (g, p) y el cambio a (@, P) era similar a un cambio de coordenadas en el
mismo punto. Es una forma pasiva. Existe una visién activa en la cual consideramos

una familia de transformaciones

g — Qi(q,p, @) (15.54)
pi — Pi(q,p, ) (15.55)

2N
(Qi(qupj’ (Z), Pi(qk3 p]a a))
a
a=0
(qiapj)
/ »
se llama la 6rbita del punto
(4»p)

tal que sea una transformacién canénica para cualquier oy @Q;(q,p,0) = ¢;, Pi(q,p,0) =
pi- En ese caso, veamos un desplazamiento en el espacio de fase del punto (g;, p;) a

(Qi(q,p, a), Pi(q,p, a)). El vector tangente a estas lineas tiene coordenadas (‘;‘g, ‘2’2).

Pero, sabemos que alrededor de a = 0, tenemos

oG
i = G 15.56
Qi=q+« o, ( )
oG
P =p — 15.
P =pi o (15.57)
es decir
i 15.
do o, (15.58)
= — 15.
o a4, (15.59)

Por ejemplo, dado una funcién G(q,p) podemos obtener la orbita de un punto. Si
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consideramos G = % (¢* + p*), obtenemos

dq _

T =P (15.60)
52 =—q (15.61)
es decir
32; = —g (15.62)
lo que implica
q(a) = Acosa + Bsina (15.63)
p(a) = —Asina + Beosa (15.64)

pero cuando o = 0, tenemos ¢(0) = ¢ y p(0) =p

¢(a) =qcosa + psina (15.65)
p(a) = —gsina + pcosa (15.66)

lo que podemos escribir
q(2)* +p(x)® = ¢* + p (15.67)

es decir que las orbitas son circulos.

Estas ecuaciones (15.58,15.59) son muy parecidas a las ecuaciones de Hamilton. Por lo
tanto, cada familia de transformaciones canodnicas, con parametro «, puede ser visto
como un movimiento en el espacio de fase (un flujo) donde G juega el rol del hamiltoniano
y « el parametro de tiempo. De forma inversa, la evolucién en el tiempo puede ser visto
como una transformacion canénica de (g; (to) ,pi (to)) a (qi(t), pi(t)) con H el generador
de la evolucion temporal.

Por ejemplo, si G = p;

oG

¢ — ¢ + Oéap = ¢; + adyj (15.68)
oG

Di > Pi — Qo— =D; (15.69)

0¢;

lo que corresponde a una traslacién en el espacio de fase, es decir que la traslacion g;
esta generada por el momento p; (lo que parece al teorema de Noether).
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También el generador de las rotaciones es el momento angular. De hecho, considerando

la familia de transformaciones en el espacio de fase (1, g2, p1,p2) correspondiendo a una

rotacién de angulo «.

1CoSa + go sin a

(a)=g¢q

¢2(@0) = a2 cos @ — ¢ sin «
(a)
(a)

qa) = q + ag
@(a) = g — aq
pi(a) = p1 + apy
p2(a) = p2 — apy

lo que implica que el generador es G tal que

oG
Q2—8p1
. _9G
Q1—8p2

__9G
P2 = O
- 9G
pP1 = o

15.70
15.71
15.72
15.73

~—~~ I~ —~

15.74
15.75
15.76
15.77

~—~~ I~ —~
~— N

(15.78)
(15.79)
(15.80)

(15.81)

es decir que G = gap1—@q1p2, 1o que corresponde al momento angular —L, (L, = xp, — yp,

Eso nos motiva a ver el teorema de Noether de otra manera.

Consideramos una

transformacion canoénica infinitesimal generada por G. Bajo esta transformacion, el

hamiltoniano cambia de

oH oH
H = Z"6g; + —bp,
0H 0G 0H 0G

- 0q; Op; a aapz‘ 0g;

=o{H,G}

(15.82)

(15.83)

Este generador GG es una simetria si el hamiltoniano no cambia, es decir si 0H = 0 o si
{H,G} = 0. Pero hemos visto que G = {G, H} es decir G = 0 lo que implica que G es
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conservado. En resumen,

- Si G es una simetria, GG es conservado

- Si G es conservado, podemos siempre encontrar una transformaciéon candénica que
es una simetria.

15.2. Funciones generatrices

Una de las principales razones por las que el formalismo hamiltoniano es interesante es
que el conjunto de transformaciones de coordenadas que dejan invariante la forma de las
ecuaciones de Hamilton es mucho mas amplio que el conjunto de transformaciones de
coordenadas que dejan invariante la forma de las ecuaciones de Lagrange. En el caso de
transformaciones candnicas infinitesimales, hemos encontrado una manera de obtenerlas
con una funcién generatriz, G(q,p) tal que

g — g+« (15.84)

Ip;
oG
0g;

pi— i — (15.85)
Lo que seria bueno es tener una manera de obtener transformaciones canénicas (no
infinitesimales) a partir de funciones generatrices. Para eso, vamos a hacer una andlisis
general es decir que el hamiltoniano o el cambio de coordenadas puede depender
del tiempo. Para simplificar las notaciones, usaremos un sistema de un grado de
libertad es decir que tenemos H = H(q,p,t). Queremos encontrar transformaciones
Q = Q(q,p,t), P = P(q,p,t) que mantengan la forma de las ecuaciones de Hamilton.
Es decir de las ecuaciones

dg oH dp  9H

dt — o9p’ dt  9g’ (15.86)

llegaremos a las ecuaciones

@ _on - dP . o (15.87)
dt oP dt 0Q
con H el nuevo hamiltoniano que podria ser el hamiltoniano anterior con las nuevas
coordenadas o una nueva funcién. Suponiendo que la transformacion @ = Q(q, p,t),
P = P(q,p,t) es diferenciable y se puede invertir, es decir, es posible encontrar ¢ y p
en términos de Q, P, y t y, por lo tanto, H se puede ver también como una funcién de
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Q, P, y t. Haciendo uso repetidamente de la regla de la cadena, encontramos que

OH dQ 0Q0H 0QOH 0Q
_— = — = e — = 1 *
oP ~ dt  oq 0p  Op 0 @ ot (15.88)

-2 (35?3*3??5) o (ggaazhf;;?;) +22 0 ss9)
:g[; (%C;]?g];_ig(?g +aacf (15.90)
_ ZIZ{Q’P} N %Cf, (15.91)
De forma similar, tenemos
OH _ aﬂ{@p} - %]; (15.92)

9Q  aQ
Considerando que la transformacion es canénica, tenemos {Q, P} = 1 lo que implica

0H 0H  0Q

@ = (97P + ot (15.93)
OH OH 0P

Recubrimos el resultado anterior, es decir que en el caso de transformaciones que no
dependen del tiempo, tenemos H = H. El nuevo hamiltoniano esta obtenido a partir
del hamiltoniano original usando las nuevas coordenadas.

Es facil demostrar que la expresion pdg — PdQ) + (ﬁ — H)dt es una forma diferencial
exacta, es decir que (al menos localmente) existe una funcién F' tal que

dF = pdq — PAQ + (H — H)dt (15.95)

De forma genérica, una forma diferencial exacta dF = Y, A;dx’ se puede demostrar
usando que

0A; 0A;
drd  Or

*F __  9%F
Oxt0xI ~ OxIdx?

(15.96)

ya que las derivadas conmutan
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Por lo tanto, para demostrar que nuestra expresion es una diferencial exacta, reescribimos

pdq—PdQ—I—(ﬁ—H)dt:pdq—P<anq+aan +acfdt> (H — H)dt (15.97)
0Q 8@ 500 = >
<p Paq)dq ad+<P8t+H H)dt
(15.98)
Podemos facilmente verificar que
0Q 0 0Q
9 (Pf)t +H — H) En (Paq p) (15.99)
De hecho,
8@ - 0 0Q oPoQ 0PoQ  O(H — H)
—g) -2 (pZ 22 (151
aq< o H) at< aq ) ot otog T ag 15100
_ 8P8(H H) 8@8(1{ H)+8(H—H):0. (15.101)

dq oP dq 0Q dq

donde hemos usado las relaciones (15.93,15.94) y la relacién dp/0t = 0 ya que (¢, p,t)
son 3 variables independientes.

De forma similar tenemos las otras relaciones como por ejemplo

AGROREAG 110

que corresponde a la condicién de una transformaciéon canénica {@, P} = 1. Por lo
tanto, existe localmente una funcion de (g, @, t) tal que

dF = pdq — PAQ + (H — H)dt (15.103)

lo que implica las ecuaciones

OF oF - OF
P =_ ———— H—-—H=— 15.104
00" P~ o ot ( )

Esta funcion es llamada una funcién generatriz de primera categoria, y se denota
Fi(q,Q,t). En conclusion:
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~ 0F;
H=H+ —
"o
y las otras coordenadas son
p_ OF _OR
oQ Jq

de tal forma que las ecuaciones de Hamilton sean similares

. O0H . o
©=3p =78

Por ejemplo, por la funcién Fi(q, Q) = ¢Q, tenemos

P=—q p=Q

Podemos definir una funcién Fi(q, @,t) tal que el nuevo hamiltonian es

(15.105)

(15.106)

(15.107)

(15.108)

es decir que esta funcion generatriz intercambia esencialmente las coordenadas y los

momentos.

Podemos definir tres otras funciones generatrices (con una variable antigua y una variable

nueva) tal que

(15.109)
(15.110)

Fy(q.P) | F3(p,Q) | Fi(p,P)
pi:% Qi:_%% Qi:_%
Q=2 | p=—2h| o=
Estas funciones pueden ser construidas como transformadas de Legendre de Fi. Es
decir,
Fy(q, P) = Fi(q,Q) + QP,
F(p,Q) = Fi(¢, Q) — ap,
Fy(p, P) = F3(p, Q) + QP = Fi(q, Q) —qp + QP .

Por ejemplo
dFy = dFy + QdP + PdQ = pdq + QdP + (H — H)dt

lo que implica bien las relaciones

_op

_on
p 8q’ -

Q@P
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Un ejemplo trivial, es la funcién Fy = ¢ P, por la cual tenemos
p=P, Q=q (15.114)
lo que corresponde a la transformacién identidad.

De forma menos trivial, si tenemos el hamiltoniano

H = S 15.115
podemos usar una funcién generatriz de tercer tipo F3(p, Q) = p/Q tal que
OF: 1 OF:
g=-23-_2 p=_Z3_2F (15.116)
op Q Q  Q
lo que implica que
1 2
¢g=—=, p=PrQ (15.117)
Q
el nuevo hamiltoniano es
N P2 2
H = - + Q2 (15.118)

es decir el hamiltoniano del oscilador armoénico que obviamente sabemos resolver.

15.3. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Dentro de todas las transformaciones posibles, existe una transformaciéon que transforma
el hamiltoniano H(q,p,t) en el nuevo hamiltoniano H(Q, P,t) = 0. En este caso,
tendriamos las ecuaciones de Hamilton siguientes

. oH

ol
©=9p "

~50 =

es decir que Q = Qg y P = Py, dos constantes. El hamiltoniano es inicialmente una

0, P= 0 (15.119)

funcién de (g, p,t), pero si consideramos que S es una funcién generatriz de segundo
tipo, tenemos p = 05/0q, lo que implica que la ecuaciéon H = 0 nos da

oS oS
4 H<q, (9q’t> ) (15.120)

Es la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi; transforma un problema de varias ecuaciones
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ordinarias, las ecuaciones de Hamilton, en una ecuaciéon diferencial parcial para la
funcién generatriz S.
Por ejemplo, si consideramos el caso de una particula libre descrito por el hamiltoniano

2

H= % (15.121)
obtenemos la ecuacién
oS 1/7/05\2
— 4+ (=] =0 15.122
ot + 2 (8(]) ( )

Podemos buscar una solucién usando un ansatz tal que S = f(t) 4+ ¢(q), lo que implica

() =- = constante = —F (15.123)

es decir f(t) = —Ety g(q) = £V2Eq+ A con A una constante de integraciéon. En
resumen, nuestra funcién generatriz es (la constante A es irrelevante)

S(t,q, P) = —Et + V2Eq (15.124)

Podemos identificar la constante E con la constante P = Fy, ya que como el hamiltoniano
es nulo, tenemos () = Qg y P = Fy. Por ejemplo, podemos definir £ = P, lo que implica

S = —Pyt 4+ 1/2Pyq (15.125)

Por ser una funciéon generatriz de segundo tipo, tenemos

oS oS q
p aq V 0> QO 8P0 \/2_P0 ( i) 6)
es decir
g=+\2R(t+Qo), p==+\/2P (15.127)

lo que corresponde bien a la soluciéon de una particula libre.
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