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Este curso corresponde a una asignatura de posgrado, dirigida, principalmente, a estu-
diantes que toman la relatividad general por primera vez. Los apuntes estan basados
en varios libros:

e Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity, "Sean Carroll”

Un buen libro, con una estructura estdndar, que comienza con geometria diferencial y
continda con capitulos mas orientados a la fisica.

e Introducing Einstein’s Relativity, "Ray A. d’Inverno”
Una alternativa al libro anterior. Presenta una selecciéon de temas bien equilibrada.
e Gravitation and Spacetime, "Hans C. Ohanian and Remo Ruffini"

La mayoria de los libros siguen, en esencia, los pasos de Einstein para motivar la
ecuacion de campo. Este libro adopta un enfoque distinto: introduce la ecuacién de
campo linealizada a través de una cuidadosa analogia formal con la teoria del elec-
tromagnetismo de Maxwell y, a partir de ahi, desarrolla la argumentaciéon hacia la
ecuacion de campo completa. Aunque es algo més débil en la seccion de geometria,
ofrece un excelente tratamiento de las consecuencias experimentales y observacionales
de la teoria.

e A First Course in General Relativity, "Bernard F. Schutz"

Un libro simple pero bueno para los que quieren iniciar. De un nivel més bajo al nivel
del curso.

e Gravity: An Introduction to Einstein’s General Relativity, "James Hartle"

Igual al anterior, mas recomendable para el pregrado.
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CAPIiTULO

Del espacio plano al espacio curvo

1. Relatividad especial

La relatividad general aparece como una aplicacion de la relatividad especial a la teoria
de la gravitacion. Por eso, tenemos que hacer un repaso de la teoria encontrada por
Einstein en el ano 1905.

1.1 Sistema de referencia inercial

Tratando de defender un sistema copernicano, es decir con el Sol al centro y una
Tierra en rotacion, Galileo tuvo que responder al argumento de que, en un sistema
con rotacion, deberiamos sentir este movimiento. Galileo imaginé un experimento de
caida libre en un barco que se mueve a velocidad constante: el objeto cae en linea recta
verticalmente y no hacia la popa. Este es el principio de relatividad de Galileo: en
un movimiento a velocidad constante, las leyes de la fisica son las mismas. De manera
similar, como la Tierra se mueve con velocidad constante, segin Galileo, no deberiamos
sentir su rotacion. En realidad, el efecto es pequeno porque se trata de un movimiento
de rotacion, que implica aceleracion, y no de traslacion. Este principio define una clase
de sistemas de referencia privilegiados, llamados inerciales. Solo con Newton y su
segunda ley, que depende de la aceleracion y no de la velocidad, este principio toma
una forma matemética rigurosa.

La segunda ley de Newton, F = ma, es invariante bajo la transformacion x ——
x + vt. En este contexto, los sistemas de referencia inerciales se definen como aquellos
que tienen un movimiento con velocidad constante v y no presentan movimiento relativo
respecto a una referencia fundamental. Esta referencia es lo que Newton definié como



el espacio absoluto (para disgusto de Leibniz). Esta idea de espacio absoluto, junto
con las leyes de Newton, colapsaran con la llegada de Einstein.

Sabemos, gracias a Rgmer, Bradley y Fizeau, que la luz se desplaza a una veloci-
dad finita y, gracias a Fizeau, Michelson y Morley, que la luz tiene la misma velocidad
en todas las direcciones. Si bien las ecuaciones de Maxwell son compatibles con una
propagacion a velocidad finita (propagaciéon de una onda), la ley de Newton considera
interacciones instantaneas. Ademas, la teoria consistente con una velocidad finita de
propagacion de la informacion, el electromagnetismo, no era invariante bajo las trans-
formaciones de Galileo. Es decir, era posible disenar un experimento electromagnético
que mostrara en qué sistema inercial nos encontramos. En este contexto, Einstein
plantea dos hipotesis fundamentales.

Principio de relatividad: Todas las leyes de la fisica tienen la misma forma
en todos los marcos inerciales. Todos los observadores inerciales son equivalentes.

Velocidad de la luz: La velocidad de la luz en el vacio tiene el mismo valor en
todos los sistemas inerciales.

El segundo postulado asegura la consistencia con el primero. Una velocidad difer-
ente indicarfa un experimento que podria distinguir entre marcos inerciales. Estos
postulados invalidan las transformaciones de Galileo, ya que segiin estas, si c es la
velocidad en un sistema de referencia inercial, la velocidad es ¢4v en un marco inercial
con velocidad 4v respecto al primero.

1.2 Invariante del espacio-tiempo

Como c es constante, podemos definir una nueva distancia: ct. Por lo tanto, se necesitan
4 coordenadas (ct,x,y, z) para definir un evento. Entre dos eventos (cty,x1,y1,21) ¥
(cta, 9, Y2, 22), la distancia espacial es

=0+ - ) + (22— 2 (1)
Para un rayo de luz que se desplaza entre estos dos puntos, la distancia es también
C(tg —tl) (12)

Entonces, tenemos

c(ty —t1) = \/@2 — 1)’ + (g — )" + (22 — 21)? (1.3)



o de forma equivalente
— (ty—t1)" + (22— 1)+ (12— 1) + (22— 21)" = 0 (1.4)

Como c tiene el mismo valor en todos los marcos inerciales, la relacion (1.4) se cumple
en todos los marcos inerciales, es decir que es un invariante. Eso nos hace pensar que
la buena manera de definir distancias infinitesimales es

ds* = —c*dt® + da* + dy* + dz*  (con ds* = 0 para la luz) (1.5)

Sabemos que las transformaciones de Galileo son transformaciones que no cambian
las distancias. Por lo tanto, no cambian el elemento de linea (1.5). Pero no son las
transformaciones mas generales. Por lo tanto, podemos buscar las transformaciones
que no cambian el elemento de linea previo (llamado métrica de Minkowski). Estas
transformaciones son las traslaciones, rotaciones y las transformaciones de Lorentz
entre dos sistemas de referencia inerciales (R) y (R’) a velocidad v. En el caso, del
sistema R’ a velocidad v = ve, con respecto R, tenemos

ct’ =~ (ct — %x) (1.6)
' =~(z — vt) (1.7)
Y=y (1.8)
7=z (1.9)
con
v = ! - (1.10)
.
Para un objeto que se desplaza a velocidad v, tenemos
Vidt? = da® + dy® + dz? (1.11)
es decir
ds* = —=*dt® + dx* = —*dt* + v*dt* = (v* — &) dit? (1.12)

lo que implica que
- Si v < ¢, tenemos ds? < 0. Es una trayectoria de tipo tiempo.
- Si v > ¢, tenemos ds? > 0. Es una trayectoria de tipo espacio.

Pero como v < ¢ (siempre), ds* < 0. El caso contrario, ds? > 0, significa un movimiento
superluminal, lo que es imposible.



1.3 Diagrama de espacio-tiempo

Un objeto muy 1util es un diagrama de espacio-tiempo. Como no podemos representar
4 dimensiones, se representan 3 y a veces 2 dimensiones.

ct ct

/

la luz se propaga a lo largo
de este cono

Cono de luz

Podemos imaginar varias trayectorias, pero solo algunas son posible.

ct A ct , tiempo fijo, es decir un ct trayectoria
posicion fija, solo movimiento instantaneo, conv<c
pasa el tiempo a velocidad infinita.

trayectoria

Es imposible conv>c

» »
> »

\4

A4

v

En resumen, en un diagrama de espacio-tiempo, el cono de luz nos define un limite
entre lo que es posible y lo que es imposible.

: trayectoria con velocidad
posible ct no constante , ct

linea de universo
imposible

Estas coordenadas (ct, z) corresponden a un observador. Queremos dibujar en el
mismo diagrama las coordenadas de otro observador inercial. La linea "vertical" &’ = 0

corresponde segin (1.6) a ¢t = Sx aunque la linea "horizontal" ¢ = 0 corresponde a
ct =2x
C



ct 4

“coordenadas de P

en(ct', x’) x
>
>

De estos diagramas podemos deducir j Por qué no podemos viajar a v > ¢?

sefal enviadaav > ¢

X

ct

’

X

viaja hacia el
pasado en (ct’, x')

X

>

>

Podemos siempre desplazarnos a una cierta velocidad y encontrarnos en un marco

inercial en el cual la senal se desplaza hacia el pasado. Para el sistema (R’), la senal va

del futuro al pasado. Por eso, para no tener problemas de causalidad (causa y efecto),

necesitamos que los desplazamientos sean subliminal.

Hay que tener cuidado al leer estos diagramas, ya que las escalas cambian de un
sistema de referencia a otro. En las coordenadas (ct’,z’), las escalas van a cambiar

gracias a hipérbolas. Para demostrarlo, ocupamos que la distancia de espacio-tiempo

es invariante, es decir
LR gt — 22 4
El punto (ct,z) = (0,1), se transforma en
—*t?+2” =1
El punto (ct,xz) = (0,2) se transforma en

S 42—y

(1.13)



ct A ct A

Aunque el punto (ct,z) = (1,0) se transforma en
A L —— |
El punto (ct,z) = (2,0) se transforma en
—AtP 42 =4

Estos diagramas nos permiten deducir tres resultados:

- La simultaneidad es un concepto relativo.

Py y P son simultaneos en (ct, x), pero P, ocurre antes que P; en (ct’, z').

- Dilatacion del tiempo.



ct A

cAt

Para el observador estatico (ct,x), su tiempo propio ha sido mas corto que el
tiempo medido por el viajero (ct’, z'), es decir, At < At'.

- Contracciéon de la longitud.

cf a ct

L/

v

La medida L es la distancia entre dos puntos al mismo tiempo en (ct, z). Veamos
que L' < L.

1.4 Tensores covariante

Bajo una rotaciéon 2 = R;'-xj (notacion de Einstein), un escalar (o tensor cartesiano de
rango 0) no cambia, mientras que un vector (o tensor cartesiano de rango 1) cambia de
la siguiente forma

V" = RVI (1.14)
Como R; = %, tenemos
N A
V= aj;j g (1.15)

— 10 —



lo que define un vector contravariante. Para un vector covariante

ox?

Vi= EIVAE (1.16)
Por ejemplo, el diferencial dx’ es un vector contravariante (indice arriba)
. or't .
Cl "= —d J 117
2" = 5 de (1.17)
aunque el gradiente es un vector covariante (indice abajo)
0 dx? 0 ox?
- Vi="v, (1.18)

ox't  Ox't Oxd”’ C 9yt

Pasamos de un vector contravariante V* a un vector covariante V; utilizando la métrica.
En el caso euclidiano, se tiene

51']" d82 = 52']' dl’zdl'] (119)

Para el caso relativista, usamos 4-vectores definidos por el grupo de Lorentz en vez
de 4-vectores definidos por rotaciones. En este contexto, empleamos indices griegos
(u,v,...) para indicar que estamos trabajando en 4D. Las coordenadas son

2, conal=ct, al =2, 2=y, 23 =2
La transformacion de Lorentz se expresa como:

' = Abz¥ (1.20)

donde A representa una de las seis matrices que definen las transformaciones del grupo

de Lorentz.

10 O 0 1 0 0 0 1 0 0 O
01 O 0 0 cosf 0 siné 0 cosf —sinf 0
00 cosh —sinb |’ O 0 1 0 ’ 0 sinf cosf 0
00 sinf cosf 0 —sind 0 cosf 0 0 0 1
chgo —shp 00 chgp 0—shop0 chg 00 —sho
—sh¢ cheo 00 0O 1 0 0 0 10 O

0 0 10]° —shp 0 che¢ 0f° 0 01 O

0 0 01 0O 0 0 1 —shp 00 cho

- 11 -



Como chgp > 1y~ = \/ﬁ > 1, podemos definir ¢ de tal manera que ch¢ = 7.
Por lo tanto, dado que ch? ¢ — sh?® ¢ = 1, se obtiene:

shp=1y/ch®’¢p—1=+/72—1 (1.21)

Desarrollando, se llega a

sh = —l=1- (1.22)

Por lo tanto, la primera matriz se reescribe como

¥ —:00
-y v 00
0 0 10
0 0 01

lo que corresponde a la transformacion de Lorentz (1.6) para un desplazamiento en
la direccion x. Las tres rotaciones y las tres transformaciones de Lorentz (o boosts)
forman un grupo: el grupo de Lorentz. Con las cuatro traslaciones, constituyen el
grupo de Poincaré.

De esta forma, se definen los tensores de Lorentz. Por ejemplo, el tensor electro-
magnético:

Fo = 0,4, — 0,A,, (1.23)

es un tensor de Lorentz de rango 2 y tipo (g)
De hecho, A, es un 4-vector, por lo que:

Al =N A, (1.24)

lo que implica
Fl,=0A, — A, (1.25)
:m@@ﬁwﬁﬂgzmﬁaﬂ (1.26)

De forma similar, al caso cartesiano, la métrica 7, permite subir y bajar los indices.

- 12 —



1.5 Dinamica relativista

Considerando este formalismo, podemos reescribir la segunda ley de Newton. La idea
es tener una ley que no cambie para las transformaciones que uno estudia. La ley de
Newton es invariante bajo rotaciones (R;) porque esta escrita con cantidades que son
tensores cartesianos

d ) )
E(mv’) =F" (1.27)
donde tanto la fuerza F* como la velocidad v* transforman de forma contravariante, y

la masa m y el tiempo ¢ permanecen invariantes. Su generalizacion relativista es

d
—(pt) = fH 1.28
) =f (1.28)
con f* un 4-vector fuerza. Un ejemplo particular corresponde al caso electromagnético
por lo cual

f*=qF"u, (1.29)

o= dat
— dr

—ds? ya que se define por un observador sin movimiento. Lo que nos permite obtener

con u la, 4-velocidad de la particula y 7 el tiempo propio definido por c?dr? =

cdr? = cdt? — dx* & ;i—i = (1.30)

Por lo tanto
ut = (ye,yv) (1.31)
Lo que nos permite obtener la norma que es un invariante
Nuutu” = AV ==, siv#e (1.32)
Nuutu’ = -2 + v =0, siv=c (1.33)

Como estd norma es un invariante, veamos que no podemos pasar de v # c a v = c.

2

También se define el 4-momentum como p* = mu#, de modo que p*p, = m-u'u, =

—m?c? para el caso v # ¢y p'p, = 0 para el caso v = ¢, lo que se generaliza por
p*p, = —m?c® con m = 0 para v = ¢. Tenemos también

P = (g,p> (1.34)

— 13 —



donde m es la masa (masa en reposo u* es la 4-velocidad, lo que nos da para una
)
particula masiva

E = \/m2c* + p2c? = ymc® (1.35)
y para una particula sin masa
E = pc (1.36)

Si consideramos un observador con 4-velocidad u*, podemos medir la energia de la
particula de 4-vector momentum p*. Dado que p*u, es un invariante, toma el mismo
valor en todos los marcos de referencia inerciales. En el marco donde el observador esta
en reposo, tenemos u* = (¢,0). Por lo tanto

—p'u, =ple=E (1.37)
Por lo tanto, en otro sistema de referencia la energia de la particula es
E = —p'u,. (1.38)
1.6 Fluido relativista

Finalmente, en lugar de una particula, queremos estudiar un fluido (gas de particulas).
Consideremos el caso mas simple, llamado polvo, es decir, particulas sin interaccién
entre ellas. Cada particula tiene una masa en reposo m. Podemos caracterizar el fluido
por su velocidad v y su densidad de masa p. Supongamos un volumen que se desplaza
con el fluido. En este sistema de referencia, el fluido estd en reposo y su densidad
de masa es p, mientras que su densidad de energia es pc?, con p = m/L3? donde
L? es el volumen propio del fluido. Desde el laboratorio, consideremos un volumen
infinitesimalmente pequeno. Hay una contraccion en una direcciéon dada, por lo que:

volumen propio
Y

volumen observado =

Su masa sigue siendo m, pero su energia no es simplemente mc?, sino ymec? debido al
momento lineal p = ymv. Por lo tanto, la densidad de energia es:

ymc?

2 2
=7pc

volumen observado
Esto implica que p se transforma como un tensor de rango 2 (sin indices explicitos),
actuando como una componente de dicho tensor. Podemos definir un tensor de rango

2 que incluye p como:

T = putu” (1.39)

- 14 —



donde p es la densidad de masa comovil con el fluido (lo que es un escalar). Siempre
consideramos p como la densidad propia del fluido. En la aproximaciéon newtoniana,
u* = (¢,v), y tenemos:

T% = pc*  (densidad de energia)
T% = pc*v"  (densidad de momento lineal en la direccion i)

T = pv'o?

Vamos a demostrar que 7% es la presion.
Consideramos una pared y queremos calcular cuéntas particulas golpean la pared
de area A. La distancia a la que viaja una particula durante el tiempo At es

D =uv, At

Todas las particulas en el volumen Av,At que se mueven hacia la pared golpearan la

pared. Si n es la densidad de particulas, § van en la direccion de la pared (fluido

unidimensional con movimiento aleatorio). Por lo tanto, durante At, hay
n
§A’U$At

particulas que golpean la pared. La fuerza sobre la pared es

F = %(mv) = FAt = A(mv)

Si la particula rebota sin pérdida de energia (choque elastico), el cambio de momento
es
A(mv) = 2mu,

Considerando todas las particulas, tenemos
FAt = 2mvngvat
De lo que se deduce
F = mnAv?

Lo que implica una presion

P == =mm’

A

Esto muestra que 7% es la presion. Para T con i # j, se interpreta como una tension
cortante (ver curso de mecéanica de fluidos). En conclusion

T% es la densidad de energia, T es la presion.

— 15 —



Un fluido perfecto se define como un fluido sin tensiéon de corte. Esto implica:
TOO — pCQ Tll — T22 — T33 — P
En un sistema de referencia en reposo con u* = (¢, 0), tenemos:
™ = _|_£ ut'u” + Pyt
- 10 C2 77

Claramente T% = pc? y TH = T?2 = T3% = P. Por lo tanto, en otro sistema referencial,
guardamos la misma forma

P
= (p + —2) W P, = (e, ) (1.40)
C

y en forma covariante

P
T = (p + ?) Uty + Py, (1.41)

Se puede generalizar al fluido mas general (imperfecto):

P
T;UJ = (p + C_2) Uy Uy + PnMV + QMUV + Q”U’M o Umn

donde Qu* = 0, myu* =0, y 7, = 0. El tensor 7, se llama el tensor energia-
momento y es conservado, es decir

(o)
Verificamos si esto es verdadero:

P
0, T" =90, {(p + —2) utu” + Pn‘”’}
c

P P
= u"u"0, (p + E) + "0, P+ (p + §> [u” O, ut + ut0,u]

Sabemos que u*u, = —c* para particulas masivas (no consideramos en lo que viene el
caso de particulas sin masa), lo que implica u#9,u, = 0. Entonces si proyectamos esta
ecuacién en la direccién u,

P P
u,0,T" = —c*utd, (p + §> +ut9, P —c? (p + E) dut = —c*d,, (pu") — PO,ut = 0

— 16 —



De aqui se deduce la ecuacion de continuidad
P
A (pu') + 50, u" =0 (1.42)
c

Regresando a 0,7"" = 0, tenemos

UV

H P
wuro,p + g P +n""0,P + p(u”@uu“ + u“@uu”> + —= (u”@uu“ + u“@uu”) =0

c c?

usando (1.42) lo podemos reducir a

Ha vV P
(T]HV + ucg ) (%P -+ (,0 -+ 6—2) uﬂauul/ =0

En conclusion la ecuacion 9,7" = 0 para un fluido perfecto es equivalente a las 2

ecuaciones
P
Oy (pu) + gﬁuu“ =0 (1.43)
fg v P
(nﬂ” + ) 0P + <p + —2) WD’ =0 (1.44)
c c

En el limite newtoniano (v < ¢, P/c? < p), obtenemos para la primera ecuacion

dp B
E + V(,OV) = 0,

que corresponde a la ecuacion de continuidad, aunque la segunda ecuaciéon se reduce
parav =1 a

jut P i .
&P—i-vC—Q@#P—l— p‘f’g (Ca(ﬂ) +Uaj?])20

pero el segundo termino es %@-P + ”—;P, lo que es despreciable y p + P/c* < p, lo
que nos permite reducir la ecuacion a la ecuacion de Euler

0
p<§+V-V>V:—VP.

En el caso v = 0, se obtiene una ecuacién de consistencia ya que es un fluido perfecto
es decir sin viscosiad

v-VP =0

En conclusion, 7}, es un tensor de rango 2 que describe un fluido, y 9,7"" = 0 es una
generalizacion relativista de las ecuaciones de la mecanica de fluidos.

— 17 —



2. De la gravitaciéon a la geometria

Con la teoria de la relatividad especial, la teoria de Newton de la gravitacién debe
cambiar: la informacion se propaga de forma instantanea, es decir, no es invariante de
Lorentz. Necesitamos una teoria relativista de la gravitacion.

2.1 Modificaciéon de la ecuacién de Poisson

Una forma de describir la gravedad de Newton es considerar la ecuacion de Poisson:
AD = 4nGp (2.1)

donde p es la densidad de masa y ® es el potencial gravitacional. Esta ecuaciéon no es
relativista porque no incluye el tiempo. Una solucion simple seria cambiar A — [ =
— 50} + A, es decir:

O¢ = 4nGp (2.2)

Sin embargo, esta teorfa es incompleta, ya que p no es un escalar, sino la componente
Too del tensor T),,. Existen dos soluciones posibles:

O, = 47GT,,

es una soluciéon que se vera mas tarde o bien podemos considerar la traza del tensor
energia-momentum

P
U® = —4rGT, conT =—p+3—
c

lo que corresponde en el limite newtoniano a 7' ~ —p y por lo tanto a la ecuacién de
Poisson. Este tipo de teoria fue propuesto en 1912 por Gunnar Nordstrom.

Pero todavia persiste un problema. Segun la relatividad, la energia equivale a la
masa, pero la masa produce gravedad, lo que implica que la energia también produce
gravedad. Existe una forma particular de energia, la gravitacional, que por lo tanto
genera gravedad, lo que convierte esta teoria en no lineal. Podriamos pensar a una
teoria como

®0d = —4nGT (2.3)

Sin embargo, Einstein demostré que una teoria con 7" no pueden ser correctas. Para
la radiacién, tratada como un gas de fotones, la ecuaciéon de estado es P = pc?/3,
lo que implica T' = 0 y, por tanto, [J® = 0. Esto significa que la luz no interactua
con el campo gravitacional, contradiciendo las predicciones de Einstein basadas en un
principio adicional, el principio de equivalencia.
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2.2 Principio de equivalencia

Segun la segunda ley de Newton, F = m;a. Bajo una fuerza externa, la aceleracion
de un objeto es proporcional a la fuerza, con un factor de proporcionalidad m;, la
masa inercial. La ley de gravitacién establece que Fg = myg, donde m, es la masa
gravitacional. Es un coeficiente, como ¢ es el coeficiente para el electromagnetismo
F. = gE. No hay ninguna razén para que m, = ¢ o m; = ¢ 0 my = m;. Aunque no
hay una razoén a priori los experimentos de tipo Eétvos demuestran que m, = m; con
una alta precision. Mas exactamente, tenemos para 2 masas Ay B

<107 (en el afio 1889)

< 107" (Dicke, 1964)
< 107" (grupo E6t-Wash, 1987)
<107 (MICROSCOPE, 2017)

El dispositivo de Eo6tvos, o balanza de torsion, mide las fuerzas ejercidas sobre una
barra debido a diferencias en la aceleraciéon gravitacional e inercial.
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Balanza de torsion

Las fuerzas que actian sobre la barra de torsiéon generan un torque

T=0AxF,4+0B xFp

7-(Fa+Fp)=(0A—-OB)- (F4 x Fp)

Los cuerpos A y B estan sometidos tanto a la fuerza gravitatoria de la Tierra
como a la aceleracion inercial debido a su rotacion:

Fy=mg,g+m,;,C,
Fgp=my,g+m,;,C,

donde C representa la fuerza centrifuga, cuyo médulo esta dado por:
|C| = Rgw?sin A,

siendo A la latitud.
Se obtiene:

7 (Fa+Fp) =m;,m, K%)A = (Zj)B} (OA - OB) - (g x C)
=1 mi,mi;(OA — OB) - (g x C)

El torque produce una rotacion de la barra § = 7/ con I el momento de inercia

del sistema. La mediciéon de este torque nos da acceso al parametro 7.

Si para todos los cuerpos, m; = mgy, podemos eliminar los efectos de un campo

ravitacional g estatico v uniforme, utilizando un sistema de referencia uniformemente
b
2 . 2/
fng‘ = g, podemos definir X' = x — %gt2 tal que ddT’g‘ =0, es

decir que forma un sistema de referencia inercial. Esto permite definir el principio de

acelerado. Es decir, que si

equivalencia débil.

Principio de equivalencia débil

Para cualquier evento en el espacio-tiempo con un campo gravitacional, podemos
elegir un sistema de referencia inercial tal que, en las cercanias del evento, el
movimiento de todos los cuerpos sea rectilineo y uniforme.

Pero sabemos que los cuerpos no son puntuales; tienen volumen, estan constituidos
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por varias particulas y fuerzas (electromagnética, fuerte) que contribuyen a la masa
total (energia de masa, energia cinética, energia de enlace, etc.). Sin embargo, si
m; = my, eso significa que cada fuerza ha contribuido con el mismo valor tanto para
m; como para mg. Por ejemplo, la energia de ligadura entre el proton y el neutrén
contribuye de forma similar a m; y a m,. Pero todas las teorias (excepto la gravedad)
son descritas por la relatividad especial. Por lo tanto, podemos imaginar que en este
marco inercial, en el cual se elimina la gravedad, la relatividad especial funciona, y por
eso m; = M.

Principio de equivalencia de Einstein

En el marco inercial definido por el principio de equivalencia débil, todas las leyes
(excepto la gravedad) son descritas por la relatividad especial.

Finalmente, el principio de equivalencia fuerte nos dice que también la energia
gravitacional deberfa contribuir de manera similar a m; y a m,. Segin Einstein, el
principio de equivalencia ha sido la mejor idea de su vida: localmente, gravedad y
aceleracion son equivalentes.

elevador I a=-g
campo festético campo estatico
y Hnorme sistemla inercial y uniforme sistema acelerado
', x) ', x)
g g —
1 a=g elevador

No hay gravedad en el sistema de El campo gravitacional es equivalente
referencia en caida libre. a un sistema de referencia acelerado.

2.3 Gravedad y efectos de marea

Imaginamos 2 observadores, A y B en caida libre hacia la Tierra, por lo que no sienten
fuerzas gravitatorias localmente. Segun el principio de equivalencia de Einstein, un
observador en caida libre no detecta gravedad dentro de su vecindad cercana porque
él y todo a su alrededor aceleran de manera uniforme. Ambos observadores concluyen
que no hay una manifestacion local de la gravedad en sus respectivas naves espaciales,
definiendo asi los marcos inerciales locales. Aunque A y B no perciben gravedad local-
mente, sus naves espaciales convergen lentamente mientras caen, debido a la inhomo-
geneidad del campo gravitatorio. Esta aceleracion relativa refleja los efectos de marea
de la gravedad, que no son observables localmente pero si al comparar dos marcos
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distintos. La posicion de A, 74 (t), sigue:

dz’l" A
dt?

= Q(TA)

donde g = VU es la aceleracion gravitatoria derivada del potencial newtoniano U. Un
objeto dentro de la nave de A, en una posicion relativa &, tiene:

I
~(
dt?

Esto muestra que el campo gravitatorio es localmente uniforme. Por otro lado, la
posicion de B, rg(t), sigue:
dQ’I"B
dt?

Los objetos dentro de la nave de B tampoco experimentan efectos locales de gravedad.

=g(rs)

La posicién relativa de A respecto a B es £ 5 = A — T'B, cuya aceleracion es:

&
dt?

=g(ra) —g(rs)

Usando una expansion de Taylor para g(ra) alrededor de rg:
g(ra) = g(rs) + Expig

Esto lleva a:

d? fj
S (0,0)¢k,

donde 0;,U son las derivadas segundas del potencial gravitatorio, una medida de la

inhomogeneidad del campo. La inhomogeneidad del campo gravitatorio, representada
por 0;;U, causa aceleraciones relativas entre objetos cercanos, visibles como fuerzas
de marea. Aunque A y B no perciben gravedad localmente, el movimiento relativo
entre ellos revela el efecto absoluto de la gravedad: su naturaleza de marea. En con-
clusion, el principio de equivalencia se aplica estrictamente a marcos locales, donde
las inhomogeneidades gravitatorias son despreciables. En regiones mas grandes, estas
inhomogeneidades se vuelven notables, mostrando que la gravedad localmente parece
ausente, pero globalmente es inhomogénea. La aceleracion relativa entre A y B de-
muestra que, aunque la gravedad es localmente ausente en sus marcos inerciales, su
inhomogeneidad, es decir, la gravedad de marea, es una manifestacion global de la
interaccion gravitatoria.

En este sistema local, como para A y B, en el cual se aplica la relatividad especial,
la métrica es ds* = ), dz"dz”. Si utilizamos un cambio de coordenadas para regresar
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al laboratorio, es decir, z'* = 2/*(x), tendremos

ozt Ox
2 _ v _
ds® = ndatdz” = nw,%ayﬂ

Egaﬁ

da'*dx’® = gopda’®da’®

Obviamente, esta formula describe todavia el espacio de Minkowski en un sistema de
coordenadas complicado. Sin embargo, en el caso de que el campo gravitacional no
sea uniforme, tendriamos un g¢,s diferente de una regioén a otra, lo que podria generar
un espacio curvo. En conclusién, es posible que la métrica g,, describa un campo
gravitacional no uniforme y no estatico.

2.4 Corrimiento al rojo gravitacional

Basado en el principio de equivalencia, podemos demostrar que
en un campo gravitacional, los fotones ganan o pierden energia.
Para eso, consideramos un elevador acelerado. En el punto A, una

transicion emite un fotén de frecuencia

B By — E;
I/A:T

Consideramos d como la distancia entre A y B, lo que implica que

el tiempo del foton emitido para llegar a B es At = %l. Durante

A % 4 este tiempo, la velocidad del sistema de referencia aumenta:

AU:CLAt:%
c

El observador en B veré el foton a una frecuencia diferente vg debido al efecto Doppler.
Seguin este efecto,

A [1—A
Z—j =1- 71} (al primer orden de H—AZ;Z)

VA c?
Podemos interpretar este fenémeno como un fotén que pierde energia para salir del
campo gravitacional de la Tierra, o simplemente decir que los relojes en A y B, que de-
finen el tiempo y por lo tanto la frecuencia, son diferentes. Este es el corrimiento al rojo
gravitacional. Para relacionarlo con la métrica, consideremos el siguiente experimento.
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Consideremos una particula en reposo en x, de energia mc?. La particula comienza
a caer hasta x. Su energia cinética es

%va = mU(z) — mU(xy), (2.4)

donde U(x) es el potencial gravitacional. Por lo tanto en el limite newtoniano, v < ¢,
tenemos U < ¢?. Su energia total en x es ymc? lo que en la aproximacién newtoniana

nos da
102
Eiot = yme® >~ mc (1 + 5 02> (2.5)
U(x) U(xo)
= mc? (1 t— T2 (2.6)

Imaginemos que la particula se convierte en un fotéon de frecuencia

ho(z) = me? (1 LU U(x°)> (2.7)

c? c?

Toda la energia de la particula se ha convertido en el fotéon. Suponemos que el fotéon se
mueve en direccion opuesta. Cuando llega a zg, tiene una energia hv(xy). Este foton
es convertido en una particula en reposo de energia mc?. Debe ser la misma masa que
inicialmente para no haber pérdida ni ganancia de energia, con respecto a la particula
inicial, en el caso contrario, tendremos un proceso que fabrica energia. Por lo tanto,

tenemos
hv(x)
hu(zo) = mc? = (2.8)
1 + Uc(;:) _ UE;:O)
Es decir que
v(x) Uz) _ Ulxo)
— =1 — 2.9
v(xo) * c? c? (2:9)
Si consideramos xy = +00, entonces U(zy) =0y
V@) gy U(f) (2.10)
Voo c

lo que es la formula del corrimiento al rojo gravitacional. Como hemos dicho, se puede
interpretar esto como relojes diferentes en = y en el infinito. Es decir,
dt(z) 1 N U(z)

= ~]-—= 2.11
dtes 14+ U(x)/c? c? (2.11)
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La métrica al infinito es Minkowskiana porque no hay gravedad. Sin embargo, la
métrica en x no puede ser Minkowskiana. Si fuera Minkowskiana, tendriamos

ds® = —c*dt* + da® + dy® + d2* (2.12)

y un observador estatico (con dxr = dy = dz = 0) mediria un tiempo propio

v/ —ds?

c

= dtoo, (2.13)
aunque deberia medir dt(x). Por lo tanto, necesitamos una métrica de la forma
ds® = gooc®dt?, + da® + dy* + dz*. (2.14)

Para un observador estatico en x, el tiempo propio medido es \/—ggodto. Es decir que

U(a:)

Ux

> > (2.15)
Asi que la métrica es
U
ds* = — [1 - 2@1 Adt* + da* + dy* + d2°. (2.16)
c

Es importante notar que esta métrica no representa un espacio plano. Por lo tanto,
la inclusion de la gravedad curva el espacio-tiempo si queremos considerar efectos rel-
ativistas.

Es interesante ver que esta métrica nos reproduce la ley de Newton. Para eso,
debemos definir el lagrangiano de una particula libre.
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En la fisica de Newton, tenemos que minimizar
L
S= [ Ldt con inmv ,

pero esta acciéon no es invariante bajo transformaciones de Lorentz. En relativi-

S = —mc2/dr,

con el factor mc? por razones dimensionales. Pero, como

dad especial, se considera

cdr = \/—nudzrdr” = Ve2dt2 —dx? = [1 — V—cdt,
c

/ 2 2
S:—mCQ/ l—v—zdt = L =—md l—V—2
c c

Para v < ¢, podemos aproximar

tenemos

1v? 1
L~-—-mé(1—=—)~—-mc®+ -—mv?

( 2 c? ) )
Es decir que recuperamos el lagrangiano de una particula libre en la teoria de
Newton.

Por lo tanto, en nuestro caso

n v
S = —ch/dT = —mc/ _g’wdditdditdt (2.17)

dxt dxv
L = —mcy| —gw,—dt — (2.18)
2
L= —mc\/c2 (1 - ng)) " (2.19)
c

De esto se deduce que

Es decir,
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Esto se puede escribir como

2 2 1
L= —mc2\/1 _ W) v = L~-mc+mU(x)+ §mV2. (2.20)

De esto podemos deducir la ley de Newton con potencial gravitacional

d*x

5 =VU (2.21)

Claramente, el coeficiente de la métrica representa el potencial gravitacional. La
) 00

gravedad de Newton es una consecuencia de que el tiempo corre de forma diferente en
un campo gravitacional.

2.5 Desviacion de la luz

La tercera y tltima consecuencia del principio de equivalencia es que la luz tiene una
desviacién bajo un campo gravitacional.

En los 3 primeros graficos, somos un observador externo, en un espacio sin gravedad
y sin aceleracion, la luz tiene una trayectoria rectilinea. Aunque para el ultimo gréafico
representando el punto de vista del observador interno, bajo aceleracion, la luz se curva.
Segun el principio de equivalencia, los fenémenos fisicos en el sistema de referencia
acelerado y bajo gravedad son equivalentes. Por lo tanto, deberiamos tener la situacion
siguiente bajo un campo gravitacional
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rayo de luz

En conclusion de este capitulo, en la relatividad especial atin quedaba algo absoluto,
el espacio-tiempo de Minkowski. Pero sabemos ahora que la métrica deberia representar
la gravedad y, por lo tanto, la métrica es dindmica, es decir el espacio y el tiempo son
dindmicos. Nada es absoluto. Finalmente, regresamos a las ideas de Leibniz y otros, que
sostenian que todo es interaccion. En este contexto, bajo cualquier transformaciéon de
coordenadas, la fisica no deberia cambiar. Por ejemplo, si realizamos una traslacion de
todo el universo, no solo la materia, sino también los campos como el espacio-tiempo,
el universo deberia ser el mismo. Eso significa que la teoria debe ser descrita por
objetos que son tensores, pero tensores generalizados, no cartesianos o de Lorentz, que
se transforman como tensores bajo cualquier cambio de coordenadas. Es el principio
de covarianza general.

En resumen, necesitamos entender espacios curvos y como definir tensores en estos
espacios para definir una teoria relativista de la gravedad. Ese es el tema del préoximo
capitulo.
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CAPIiTULO

Matematica del espacio curvo

3. Geometria diferencial

En un espacio plano, generalmente utilizamos coordenadas cartesianas u otras que se
ajusten a las simetrias del problema. Sin embargo, en un espacio genérico, donde no
existen simetrias, no hay un sistema de coordenadas preferido. Atn mas complicado,
puede suceder que no sea posible emplear un tinico sistema de coordenadas.

Si consideramos una 2-esfera, con coordenadas esféricas z4
(0, ), podemos ver que no son bien definidas en 6 = 0,7 ya
que ¢ no esta definido. Ademas, la coordenada ¢ es discontinua

en 9 = 0 o ¢ = 2m. Por lo tanto, vamos a necesitar varias Y

coordenadas que cubran todo el espacio. Esta idea es la base ¥
de la nociéon de variedad.

3.1 Variedad

Una variedad diferenciable de dimensiéon n es un espacio M con una colecciéon de sub-
conjuntos abiertos O; tal que

1. Ui, 0; = M (los O; cubren M)

2. Vi, existe una aplicacion biyectiva ®; : O; — U; con U; un abierto de R™ (es decir
que M es localmente como R™)

3. Si0;NO; # {0}, ®;0® " : ®;(0;NO;) — P, (0; N O;) debe ser diferenciable

(infinitamente)
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®; se llama una carta o sistema de coordenadas y el conjunto {®;} se llama un atlas.

M ®. R2

Estas funciones ®; nos permiten asociar M o sus partes a un espacio conocido. De
esa manera, podemos asignar coordenadas a los puntos de la variedad.

M

R2

- —®

Como ®;(p) es un punto de R" (en este caso R?), tenemos

@i(p) = (i (p), 27 (p), ... 2} (D))
es decir que z¢(p) son las coordenadas de P. Elegir otra aplicacion ®; que contiene el
punto p es elegir otro sistema de coordenadas.

Para el tercer punto de la definicion de una variedad, si ®; N ®; # {0}, es decir,
que existen puntos que pertenecen a ambas cartas, o de forma similar, que tenemos dos
coordenadas para estos puntos, debemos garantizar que es posible pasar de un sistema
de coordenadas a otro de forma suave

M RZ

;0 @)

/‘ @(0,n0)
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Podemos tener como ejemplos, el espacio R" que es obviamente una variedad con
un atlas compuesto por una sola carta

D : (xl,--- ,x") — (:cl,--- ,x”)

También podemos considera el circulo S'. En ese caso, podriamos usar una sola carta
¢ : ST — [0,27] definido a partir del angulo 6. Pero [0,27] no es un abierto, por lo
tanto debemos ocupar dos cartas

1. Excluyendo el punto P = (1,0), es decir ®; : S*\ {P} —]0, 27|, con ®4(q) = 6,

2. Excluyendo el punto @ = (—1,0), es decir ®5 : S\ {Q} ——] — 7,7, con
P5(q) = 0-

El conjunto de los dos atlas forman S* y tienen interseccién para la parte arriba
0 €]0, [ y la parte abajo |, 27].

Para la primera interseccion, fy = &5 0 &' () =60, (6, €]0,7[)

Para el segundo caso, 0y = ®y 0 &1 (601) =6, — 21 (0, €], 27])

Las 2 funciones son infinitamente diferenciable (6 = 6,0, = 6; — 27), lo que nos
permite concluir que S! es una variedad diferenciable.

Para la 2-esfera, podemos hacer el mismo con 2 atlas.

En cada caso, se elimina la linea roja

En el primer caso, con x = sinfjcos¢y, y = sinfysin¢; y z = cosby, tenemos
6, €10, [y ¢1 €]0, 27|

En el segundo caso, con © = — sin 6y cos ¢o, y = cos by y z = sin 6, sin ¢9, tenemos
0y €10, [y ¢ €10, 27]

Esta manera de relacionar una variedad M de dimensiéon n a un espacio R”, nos
permite extender las nociones conocidas en R™ a la variedad.
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Se dice que f : M — R es suave (infinitamente diferenciable) si fo®~!: U —— R
es suave para Vo

RZ

De forma similar f : M — N es suave (M y N son variedades) si W o fo ®~!:
Ur—Vessuavecon ®: M — Uy V:N+—V

No necesariamente tenemos que dim M = dim N, pero en el caso de que dim M =
dim N y que f es un homeomorfismo suave, es decir, que su inverso existe y es suave,
f es un difeomorfismo. En este caso, se dice que M y N son difeomorfos, y se denota
M = N. Esto significa que podemos deformar de forma suave M en N (y viceversa).

Ahora que sabemos definir aplicaciones de un espacio a otro, podemos introducir
objetos mas complejos como vectores, tensores, - - -

3.2 Espacio tangente

Los vectores se vean como flechas rectas que conectan 2 puntos, si \

este concepto geométrico es facil imaginar en el espacio R, parece \
dificil imaginar en un espacio curvo. De hecho, veamos que para v
una 2-esfera, este vector no parece ser una flecha muy recta.
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Por lo tanto, es mejor ocupar la definicién algebraica de un vector. Por ejemplo, la
velocidad de una particula v = x aparece como una derivada, como un objeto tangente
a la curva que define la trayectoria de la particula.

En dos dimensiones, en el plano (zy), si consideramos una curva o la trayectoria,
podemos aproximar esta curva alrededor de un punto x( con la relaciéon

d
y =y (zo) +a(x—ux9), con o=

dx T=xQ

Queremos generalizar esta nocion de vector tangente a una variedad. Por lo tanto,
necesitamos una curva

C: la,bl— M
y una funcién
f: M—R

para hacer calculos.

M

Imaginamos que el punto verde se encuentra en ¢t = 0, es decir que corresponde a
C(0). Por lo tanto, queremos calcular W‘ . Es una cantidad perfectamente bien
definida. Nos dice como ” f” cambia a lo largot?ie esta curva. Para continuar el calculo,
tenemos que definir un sistema de coordenadas, es decir una carta .

Por lo tanto, tenemos

df (C(1))
dt

_ 0f 007} (a) da(C(1)
— Ox# dt

t=0
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o por abuso de notacion

df (C(1)) Of dx*(C(1))

dat |,_, Oxr dt |_,
Definiendo
e dat
dt |,

tenemos que el vector tangente es (ocuparemos siempre la notacion de Einstein)

i

Dk

Veamos que independientemente de la variedad M o de la funcion f la derivada direc-
cional V“a% tiene un significado intrinseco.

Para una nueva curva, pasando por el mismo punto, V# sera diferente porque

VH = —d”“g(t» es decir que depende de C pero 5% queda lo mismo

Lo que nos permite concluir, que todos los vectores en un X
P

mismo punto forman un espacio vectorial llamado el espacio tan-

gente a ese punto. Es el espacio tangente de M en p, T,M. Una
base de este espacio esta definido por {0, }. Por lo tanto, tenemos v
que dim(M) = dim (7,M)

Obviamente podemos siempre cambiar de base, es decir de
aplicacion ®. En ese caso, tenemos

df(Ct))| _ Ofo @ Hx)da™(C(t)| _ Of da™(C(t))
dt |, oz dt o O™ dt o
_Of O™ dam(C(t
C Oz oxr dt |,

Lo que implica la relaciéon entre las dos bases

g ox'"" 0
Ozt Ozt dxv

Por ejemplo en mecanica clésica, si consideramos un lagrangiano L (¢',¢") tenemos la
0

Gy
al espacio de configuracion. Si a este espacio de configuracion (la variedad) tenemos

derivada % = % + ¢ es decir que el espacio de velocidades es el espacio tangente

las coordenadas ¢‘, entonces el espacio tangente tiene como base, {6@}, y ¢' son las
coordenadas.
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Obviamente en cada punto de la variedad, tenemos un es- B TN
pacio tangente diferente. El conjunto de todos estos espacios \q
tangente se llama el fibrado tangente

T™ =|JT,M
P

Este espacio se define por el punto elegido de la variedad y del espacio tangente, lo que
implica que tiene una dimensiéon de 2n.

Como los espacios tangente en diferentes puntos son diferente, no tiene ningtun
sentido sumar dos vectores tangente que pertenecen a espacios diferentes. Se debe
agregar una estructura adicional para definir estas operaciones.

Por el momento, hemos definido un vector tangente en un punto. Podemos definir
un campo vectorial, es decir un vector tangente en cada punto, que escribimos en una
base como

X = X",

Si consideramos dos campos vectoriales, el producto no es un campo vectorial porque
aparecen derivadas de orden 2. De hecho, considerando el calculo en una cierta base
{0,}, tenemos

XY = X*0,(Y"0,) = X*(0,Y")0, + X*Y" 0,
pero
YX =Y"0,(X"0,) =Y"0,X")0, + Y'X"0,,
Podemos deducir que
XY —YX = (X"9,Y" — Y"9,X") 0,
es un campo vectorial. Se llama el corchete de Lie [ X, Y].

3.3 Espacio cotangente

Como T,M es un espacio vectorial, podemos definir su espacio dual en el punto P que
se denota Ty M y se llama el espacio cotangente. Consideramos una funcion de Ty M

(df), : T,M —R
es decir que actia sobre un vector tangente para obtener un real. Definimos

(df)p(V) =V(f)(p) con V eT,M
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Seguin esta definicion

orv )] = dxv v

dx“( 8)_893” 5

lo que implica que {dz*} define una base del espacio cotangente TyM.
Para verificar la consistencia, vemos que
of of of
d, = —dz" (V"0,) = —V"dz"0, = VF¥— =
if (V') e z (VV0,) axuv 0 Dt V(f)

o

Los elementos del espacio T M se llaman covectores o 1-forma

3.4 Tensores

Finalmente, podemos definir tensores de rango r + s, o de tipo (r, s) como aplicaciones
del producto tensorial

T TMRTM®.. @ TMT,M® - @T,M — R

Considerando una base, se definen las componentes del tensor

T,Ufl.--;u«'r s :T(dxHJ’...,dxur,aylg-“;al/s>

vi

Es decir que

T=TH# 0, ®.. . 00, d"®.. od"

V...

Por ejemplo, un tensor de tipo (0, 1) es una aplicacion T, M —— R, es decir un covector
aunque un tensor de tipo (1,0) es una aplicacion Ty M — R, es decir un vector.
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4. Geometria riemanniana y lorentziana

4.1 Métrica

Una vez definida la nociéon de variedad, podemos definir una distancia, es decir, una
métrica. Como en el caso euclideo, podemos definir la métrica a partir del producto
escalar entre dos vectores. Considerando una variedad M, una métrica riemanniana es
un tensor de tipo (0,2) definido en cada punto p € M, tal que es

- Bilineal: ¥ u,v,w € T,M y a,b € R, gy(au + bv,w) = ag,(u,w) + bg,(v,w),
- Simétrico: ¥V u,v € T,M, g,(u,v) = g,(v,u),
- Positivo: YV u € T,M, u # 0, g,(u,u) >0

Por otro lado la métrica es pseudo-riemanniana si es
- Bilineal: V u,v,w € T,M y a,b € R, g,(au + bv,w) = ag,(u, w) + bg,(v, w),
- Simétrica: V u,v € T,M, g,(u,v) = g,(v,u),
- No degenerada: Si g,(u,v) =0,V u € T,M entonces v =0

Considerando un sistema de coordenadas {z*}, tenemos

9p = glw(p) dz" @ dz”  con g;w(p) = gp(a/m Q) = gul/(p)~ (4.1)

Muchas veces g, se escribe como g, dz"dz", y g,, se llama por extensiéon la métrica
(aunque g es la métrica y g, sus componentes).

Podemos siempre definir una base en la cual g,, sea una matriz diagonal, con un
cierto signo de los elementos diagonales. Estos signos se llaman la signatura de la
métrica. Una métrica pseudo-riemanniana tiene signatura (p, ¢), donde p son los signos
— y q los signos +. En el caso particular de una métrica pseudo-riemanniana (1, 3), se
llama lorentziana. El caso mas conocido es el espacio de Minkowski.

La métrica nos define un isomorfismo entre vectores y covectores, es decir, "bajar"
o "subir" los indices. De hecho, consideramos g,(u,-). Esta aplicacién actia sobre un
vector y da un nimero real

gp(u, ) : T,M — R,
v — gp(u,v) (4.2)

Por lo tanto, podemos ver g,(u,-) como un covector. En una base {z*}, podemos
escribir

" = w, (4.3)
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es decir, la aplicacion sobre un vector v* es un covector w,. Como g, es invertible,
escribimos ¢g"” el inverso, es decir, ¢g"“g,, = 0. Por lo tanto, podemos escribir la
relacion (4.3) de la forma siguiente

U,LL = glu‘l/wl/ (44)

En conclusion, g, es una aplicacion entre T, M y 1)) M, asociando a un vector un covector
y viceversa. Usualmente usamos la misma letra para el espacio tangente y cotangente,
es decir:

u' =g"u, y u, = guu’.

4.2 Elemento de volumen

La métrica es un tensor de rango 2 ya que ds? es invariante

oxt ox”
o' Ox'8
= ghda’da’”. (4.6)

da'*da"” (4.5)

ds® = g, drtdz” = g,,

Es decir, que bajo la transformaciéon generalizada z# —— x*, tenemos:

, oxt Oxz¥

Jos = Fora 58 Iev (tensor de rango 2)

Este resultado implica que

Por lo tanto,
V| det gld'z (4.8)
es un invariante, porque bajo x — z’:

/
d'z — d'z’ = det (%) d*r (el jacobiano)

lo que implica
V| det g|d*x — \/|det ¢/|d*a’
Oz o' 4
= (det %> (det B_x) V| det g|d*x
= /| det g|d*z
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Por ejemplo, en 3D, en coordenadas cartesianas,

100
g;=1010 (4.9)
001

es decir que tenemos det g = 1 y por lo tanto
V| det g|d*r = dedydz (4.10)
En coordenadas esféricas, ds? = dr? + r2d6?* + r?sin® 0dp? o

10 0
9ij = 0 r? 0 (4.11)
0 0 r?sin?6

es decir que tenemos det g = r*sin? 6 lo que nos permite obtener

V| det g|d*x = r* sin Odrdfdyp (4.12)

Es conclusion,

[ mcﬂxj

define el volumen infinitesimal invariante que aparecera en las integrales.

4.3 Conexién

En relatividad especial, la derivada de un vector es un tensor. Es decir, si V# es un
vector de Lorentz, entonces d,V* es un tensor de rango 2. De hecho, si consideramos la
transformacion de Lorentz o —— 2* = A* 2% tenemos V#* —— V'* = A* V¥ entonces

0 0 oz 0 _ .,
% = Y A e A% (4.13)

lo que implica
ov'e _ Ao 0 (A57V7)
ox' ¢ Oz°

es decir la transformaciéon de un tensor de Lorentz de rango 2.

0, VP — = A7, A 9,V (4.14)

El problema es que, si consideramos una transformacion generalizada,

ot — (4.15)
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entonces 0,V” no es un tensor. De hecho,

ov’e oz vt 9xY 9 [02'°
IV = = = Ve 4.16
¢ ox'™  Ox'™ Jxr7  Ox'™ 0xY {6’%’ } (4.16)
Esto resulta en
ov'’s 0xY 0x'P OV oz 9*x'P
- LT et 28 (4.17)
ox' Jx'™ Oz Ox dx'™ 0z 0x°
~——— ~—_—
misma forma de transformacién que un tensor #0 en general

Esto muestra que 9,V no se transforma como un tensor debido al término 82?%’50. En
el caso de transformaciones lineales (como las de Lorentz), % =0, y entonces 9, V*
si es un tensor.

Una razon més profunda de este problema es que la derivada ordinaria esté mal

definida. En su lugar, deberiamos tener algo de la forma

it it _ ok
ove lim Vi(x + o) — v*(x)
oxr¥  éz—0 ox?

(4.18)

Pero la diferencia entre V#(x+dx) y V#(z) no tiene
/"‘(x) ‘1\ sentido porque pertenecen a espacios diferentes, aunque
P v+ sx)  No tenemos este problema en un espacio plano. Por lo
tanto, deberfamos "transportar" el vector V#(x + dx)
{ | hasta el punto p, antes de tomar la diferencia. Du-
rante este transporte, el vector va a cambiar. Pedimos
solamente que la norma no cambie. Este cambio de-
beria ser una cantidad proporcional al vector y al de-
splazamiento ya que consideramos un desplazamiento

infinitesimal. Es decir

0V, o< V0" (4.19)
Esto describe el cambio del vector durante este desplazamiento. Definimos entonces
oV, =T, V,0x® (4.20)

Aqui, I';, no es un tensor, sino que nos dice unicamente cuanto cambia un vector

v

durante un desplazamiento. A T,

se le llama una conexiéon y describe el proceso de
transporte.
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, Consideramos como ejemplo un vector en el espacio en 2
V . . )
dimensiones, desplazado a lo largo de la linea azul. Usaremos
v las coordenadas polares. Llamamos V' a la norma del vector.
b En la base polar, tenemos
A
)9 Vv 0
- =V'e, +V'ey,

con V" =V cos¢y V? = Vsing/r. De hecho, la normalizacion es
ivJ 2,2 (1/0)\2 2 2 2 28i0° @ 2
V2= gi;VIVI = (V") 4 r (V ) =Vcos®p+r°V poa \% (4.21)

En el punto (r 4 dr, 8), la base no cambia, aunque el vector es

sin ¢

V' = Vcos¢eT+Vr+5r ep (4.22)
' o )
2Vcos¢er+Vsm¢<1——T> eng—Vsinqﬁ—Zeg (4.23)
r r r
o
—v-1v"le, (4.24)
r

Lo que nos permite deducir
0 1 0 r
oV =—=6rvV”, V' =0
r

Para deducir la conexién, debemos obtener, segin (4.20), la transformacion del covector
y no del vector. Para deducir 6V y 0V, usamos la normalizaciéon. Como lo hemos
definido, la norma no cambia durante el transporte paralelo, lo que implica 6(V,V*) =

0, es decir
V%W:—W&W:%W¥,
= V"6V, + VOV
Esto implica
or

oV, =0, dVp=Vy—
r
Por lo tanto, las conexiones son

1
Fgr = r’ er =0, I7, =0, I7= (4.25)
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4.4 Torsion

Hemos asumido que los dos indices inferiores de la conexién son simétricos, es decir,
re, =Ty, (por ejemplo, 9 =T%). ;Cual es la consecuencia de esta simetria?

Consideremos dos vectores infinitesimales d(® y d¢®, y estudiemos el transporte
paralelo de uno respecto al otro.

d&% + o6d&E? d&* + o6dE*
//'

a a
d¢® dg

/
/

d&®
con 6d§* = —I'},d§Hd€” y por lo tanto el vector azul es
dg§* +d§* —I';, dgrdg” (4.26)

Ahora hacemos el transporte de d(® a lo largo de d&

‘W // /;a + 6dze dce + 8dee
e

d&®

El vector rojo resulta ser
d€* +d¢* —I'}, d¢"dg” = dg§™ + d¢™ — T, d§"dc”. (4.27)

Estos dos vectores (el azul y el rojo) son iguales, lo que implica que el paralelogramo
se cierra si y solo si I'}, = I'},. Si el paralelogramo no se cierra (I'f, # I'y,), decimos
que el espacio tiene torsion

dE® + sdEe

e’ d¢* + 6df”

d&®
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Existe una teoria de la gravedad que considera espacios con torsion, llamada la
teoria de Einstein-Cartan. Sin embargo, esta no es la relatividad general. En relatividad
general, se consideran espacios sin torsion, lo que implica que la conexién es simétrica

ro, =rg,. (4.28)

4.5 Derivada covariante

Ahora podemos definir la derivada covariante. Para calcular esta derivada, que mide
la diferencia entre un objeto evaluado en dos puntos distintos, es necesario utilizar el
concepto de transporte paralelo

. A (x4 0x) — [Au(z) +0A,] hemos realizado el transporte

520 S paralelo de A, hasta x 4 dx
 im Au(z +oz) — Au(x) lim 0A,

520 dxv 520 dxY
i @4 02) = Au@) L TVada?
52—0 oxv sz—0  OxV

0A, Oz
— — TV,
oxVv usVa oxv
0A
_ a B
- axuu — LgVady

= 9, A, — T2 V.

Usualmente, esta operacion se denota como V, de manera que

[ VA, = 8,4, — rgyva]

Para obtener la derivada covariante de A* (vector contravariante) ocupamos el

resultado que un escalar no cambia durante un transporte (porque no tiene direccion),
es decir que si ¢ es un escalar

V.6 = 0,0 (4.29)

Como sabemos que A, B" es un escalar, tenemos

V. (A,B") =0,(AB") = (0,A,) B + A, (0,B") (4.30)
= (V,A) B" + A V,.B" (4.31)
= (0,A, —I',A,) B+ AV, B" (4.32)
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es decir

AN.B" = A,0,B" + A, T}, B” (4.33)
= A,0,B" + AT, B 34)
lo que podemos escribir
A, (VB = 0,B" T2, B7) =0 (4.35)
Pero dado que esta identidad se cumple para cualquier A,, concluimos que
v.B" —0,B"-1,B°=0 (4.36)

es decir

[ V.B" =09,B" + r;fwaj

De la misma manera, podemos deducir V,C*” usando que A,B,C* es un escalar.

De forma genérica, tenemos

VHTalmapBr“ﬁr - a#Talmapﬂlmﬂr + FfjélTJlazmapﬁl“ﬂr
+ FzngaWQagmapﬁl"ﬂr - leﬁlTalmameQmﬁr - FZ%QTQIWOLP&mﬁS..ﬂr + (437>

Nota que la conexién no es un tensor. Se puede hacer un cambio de coordenadas
y ver como se transforma o de forma mas simple, observamos que

V, A, esun tensor

0,A, 1o es un tensor

y por lo tanto I'] A, =V, A, — 0,4, no es un tensor.

Existen varios tipos de conexiones, es decir, distintas maneras de transportar un
objeto de un punto a otro. Sin embargo, hay una conexion especialmente natural, que
no requiere introducir estructuras adicionales en el universo, salvo la propia métrica
Ju- Esta conexion se denomina conexién de Christoffel o simbolos de Christoffel, y
se define exclusivamente en términos de la métrica. Para establecerla, se impone una
condicién adicional conocida como condicion de metricidad

Vol =0 (4.38)

Esta condicion expresa que la norma de un vector permanece constante bajo transporte
paralelo.
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Segun la ecuacion V,g,, = 0, tenemos
aagl“’ - Fgugmf - Pgl/g/"‘o =0 (439>

Pero tenemos también que V,g,, = 0 es decir

augua - FZz/gUOt - angya =0 (440)
y finalmente V,g,, = 0 lo que implica
augau - Fgagau - Fgugaa =0 (441)

Considerando la expresion (4.40)+(4.41)—(4.39), tenemos
&Jgozu - Fgaggu - Fgugaa + 8ugua - Fzygaa - angua - aag;w + Fgugou + nggua =0
lo que se simplifica en

az/gau + 8ugua - aag,m/ = QFZ,,gm (442)

es decir

1
[ FZV - 590& (OuGva + OvGop — aagw/)]

Esta conexién, compatible con la métrica, se llama la conexion de Levi-Civita.
Verifiquemos este resultado en coordenadas polares (2D), donde la métrica es

ds* = dr® + r*df? (4.43)
De aqui se obtienen las componentes:
1
Grr = L, Jog = T27 grr =1, 999 =5 (444)
’

La conexion (simbolos de Christoffel) esta dada por

1
Ff@ = 5960 (argea + a@gar - aagre) ) (445)

con suma implicita sobre el indice o0 = {r,0}. Evaluando explicitamente obtenemos:

1
% = ~¢% (0,900 + Oogor — o gro)

2

11, ., 1

—— S 4.4
S50 (%) = - (4.46)

lo que corresponde al resultado (4.25). De forma similar, se pueden calcular las otras
componentes.
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4.6 Transporte paralelo

Queremos poder transportar graficamente un vector. La idea del transporte paralelo
es que el vector no cambia en la direccién del transporte. Si realizamos un transporte
paralelo en la direccion z, significa que

—

8,V =0 o (&-9)V =0. (4.47)
De forma similar, el transporte paralelo del vector V alo largo del eje y es

(&,-0)V =0 (4.48)

En general, el transporte paralelo de un vector V' en una direcciéon W se expresa como

— =

(W -9V =0, es decir
(WHO,)V? =0 (4.49)
En un espacio curvo, la derivada covariante reemplaza a la derivada usual
WV, V7 =W,V +17,V") = 0. (4.50)

Si ahora transportamos un vector a lo largo de una curva z#(7), donde 7 es un parametro
a lo largo de la curva, con vector tangente W* = dz# /dr, obtenemos

dxt dve dxt
—@V 4+ V) =0 = rv —vy=0. 4.51
dr ( H + puv ) dr + pnv dr ( )
ya que
dxz# dzt oVe  dV°
9V = = 4.52
dr " dr Ozt dr (4.52)
Si conocemos V(1 = 0), podremos deducir de la ec.(4.51) como se mueve V7 a lo largo
de z#(7).
Consideremos un ejemplo en 2D con coordenadas polares, cuya métrica es
ds® = dr® + r*df?, (4.53)
con simbolos de Christoffel:
1
bo=—" Di=T4 == (4.54)
r

Si transportamos un vector a lo largo de un circulo de radio unidad (r = 1), tenemos
2" =1y 2% = 7. Por lo tanto, las ecuaciones se simplifican en
dv

-V’ =0, —— V=0 (4.55)

dr
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De aqui obtenemos la ecuacion diferencial para V"

d2vr
V=0 4.56
-+ (4.56)
lo que nos da
V"(T) = acosT + BsinT, (4.57)
V(1) = —asint + BcosT. (4.58)

Si iniciamos en 7 = 0 con V"(0) = 0 y V?(0) = 1, entonces
a=0, =1 (4.59)
es decir
V'(r) =sint, V) =cosT (4.60)

Luego de una rotacion completa (7 = 27), el vector retorna exactamente a su ori-
entacion original.

4

V¥ =0) V¥z =0)

Sin embargo, en espacios curvos, transportar un vec-
tor a lo largo de un camino cerrado resulta en un vec-
tor con diferente orientacion final, revelando la presencia
de curvatura. Por ejemplo, transportar un vector sobre
la superficie de una esfera (como seguir un meridiano, el

ecuador y regresar al polo) produce un cambio en su direc-

cion inicial. No obstante, la norma del vector se mantiene

constante gracias a la condiciéon de metricidad.

4.7 Curvatura

Por lo tanto, vamos a considerar un camino cerrado y transportar un vector a lo largo
de este camino. La variacion de dicho vector se denomina tensor de Riemann, es decir,
la curvatura.
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agr P Consideremos un camino cerrado con forma de par-

P2
alelogramo.
dact dc En vez de desplazar V¥ de P - P, - P' — P, —
P, desplazamos el vector por dos caminos distintos: de
P po P, P — Pl'—> P'yde P — P, — P, y luego tomamos la
M diferencia.
En el punto P, tenemos el vector V#(P). El de-
splazamiento hasta P; da el vector

VH —Th,(P)Vede’ (4.61)
Luego, al movernos de P; a P’ obtenemos:
VI —Th (P)VedE” —Thy(Py) [V7 — T ,(P)V*deP] d¢’. (4.62)

Expandiendo alrededor de P, I'!5(P) = I';(P) + 0,1"5(P)d§” ,queda aproximada-
mente:

Vi —ThVede? —THVId¢® + TH T VedePde® — 0,TV7ded¢’. (4.63)
Haciendo el mismo calculo para el camino P — P, — P’ tenemos:

VI —Th VdCP —Th Vede” + TH T ,VedgdC? — 9,ThV7d(7dg’. (4.64)
Considerando la diferencia, obtenemos:

AVH = (9,15 — OsT¥, + TW, T'% — T, T%) V7de dC” (4.65)

ac™ o

= R s,"V7dg’d¢’. (4.66)

. u ) B .
Si R ;," = 0, el espacio es plano y AVH = 0, es decir que el vector regresa al
mismo punto con la misma orientacion.
En conclusion el tensor de curvatura conocido como el tensor de Riemann es

[ R, =01, -0, +1T, 7, -0, J

De forma similar, podemos definir la curvatura por la no conmutaciéon de las
derivadas covariantes; su conmutador estd dado precisamente por este tensor de cur-
vatura

[VH7 VV]‘/p = R“ypa—VO' (467)
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De hecho, la doble derivada covariante se expresa como
VulVo =0, (V.,V,) =T, VoV, = T3 V.V, (4.68)
Expandiendo los términos
ViwVp =04 [0V, = T3, Va] =T, [0aV, = TG, Vo] = 17, [0V =TT, Vo]
=0V, — 0Ly Vo — 17,0,Ve — 17,0V, + 1,10 Vo — T3 ,0.Ve + 17,17, Vs

Del mismo modo, calculamos V,,V, (es decir, intercambiando p <> v)

ViV =0y, Vy — 0,0 Vo = T2 0,V — T2 8,V + T8 T Vy — T2,9, Vi + T2 T9.V,

vpu—- ap’o vpT po ' o

Restando las dos expresiones, obtenemos

VuVo =V lV, = (0,05, = 0,L5,) Vo + (05 T, — T 17 Vs (4.69)
=[o,15, — 9,y + 17 o, —T7 I |V, (4.70)

En resumen

Vi, VIV, = [8,1%, — 0,05, + 15 To, —T7 T, Va (4.71)
es decir
Vu, VIV, =R, "V, (4.72)

Hay en principio, 256 = 4% componentes de este tensor que debemos calcular, pero
tiene varias simetrias que simplifican el problema

[ Ruwp” = —Rupp” ]

Ry’ Vo =V V, =V, V, = — (Vvuvp - v/va) =—Ryu," Vo (4.73)

De hecho,

pero como esta igualdad es verdadera para cualquier vector V,, obtenemos
R,u,l/po - _Rzl,upg (474)

También tenemos la primera identidad de Bianchi
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también escrita como R[ " p]" =0.
Expandida, esta se puede expresar como

RW;’ + R,,p: + Rpwj’ = 8,,FZP — QLF,‘fp + Ffjpfl‘fa — anfﬁ‘p
+ 8pF§u — 8,,1“;')“ + FSMFZa — Fgal“fju
+ GMFZV — 8pI‘ZV + Fg‘sza — FZQFZ“V
=0
Considerando

[0}

Rul/pa = gUOéRuup )

y si la conexion es la de Levi-Civita, tenemos

[ Rm/pa - _R,ul/ap J

Esta relacion es verdadera solo y solo si la conexién es la de Levi-Civita.

Si V), es un campo vectorial

Vi VoIV = RBywy™Va
Usando la métrica para subir el indice

V., V,]V? =RV,
Hemos usado la condicion de metricidad

9 [V VIV, = [V, Vo[ 977V, = [V, V[ VT
Ocupando el escalar S = V,W*, lo que nos permite escribir
V.V, S=V,V,S=1[V,,V,]S=0

Pero

Vi, Vo] § = [V, VU V) WP+ V, ([V, V. WP)
— Rou,"VaW? + R, "V, W,
= Rouvpa VW’ + Ryppe VIW®
= RyuvpaVIW? 4 Ry, VEW?
—0
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es decir
Rvpa = —Ruvap (4.81)

También, podemos demostrar que

[ Ruupa = Rpa;u/ ]

De hecho, la identidad de Bianchi implica que

Ruupa = _Rupua - Rp/u/a (482)
lo que nos permite obtener

Ryvpe = +Rypop + Rpuor  (antisimetria en los ultimos dos indices)
= +Rypop — Ruopy — Ropp  (usando Bianchi nuevamente)

= +Rypou — Ruopy + Rpopy  (antisimetria en los primeros dos indices)
Por lo tanto
R,uupa - Rpo,uu = Rupau - Ry,a'pu (483)
Haciendo una redefinicion de los indices (u <> v) y (p <> 0)
Ru,uap - Ropl/u = Ruo’pu - Rupau (484)
Sumando las ecuaciones (4.83) y (4.84), se obtiene
2R pon = 2Ryopy = Rpvpoe = Ruopw (4.85)

También existen identidades con derivadas, como la segunda identidad de Bianchi

[ VB A Vil A Vol = J

O en notacion con corchetes
ViuRye“ =0 (4.86)
Para demostrar esta relacion, se considera la relacion (4.67)

[VM7 VV]‘/p - R“ypO—VO' (487)
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Derivando esta expresion, obtenemos
VeauwrVp = ViV = Vo (R’ Vo) = Ry’ Vo Vo + (VaRuw,” Ve (4.88)
Pero también se tiene
(Vap = Vi) ViV, = Ro’ VoV + Ropp’ Vi Vs (4.89)
Restando (4.88) y (4.89)
ViV = ViV = (VaRuw," \Wo + Ry’ Vo Ve — Rayn’ VoV, — Rayp® Vo,V (4.90)
Permutando los indices
VariVo = VouaVo = (VuRapy” )Wo + Rapp’ ViV — Ruay’ VoV, — Ry’ V. Ve (4.91)
Y otra permutacion
ViuaVo = Vi Vo = (VuRuap” \Wo + Ruap’ Vi Ve — Ruwa’ VoV, — R’ VoV, (4.92)

Sumando las tres ecuaciones (4.90,4.91,4.92)

0= (VaR;wpa + vvRaupa + VHRW,)”)VU - ( ﬁawa + Rvaua + Ruuaa )vovp

=0 por primera identidad de Bianchi

lo que implica
VoRuw,” +VyRau,” + VR, =0 (4.93)

A partir del tensor de Riemann, podemos obtener un nuevo tensor: el tensor de Ricci

[ R;w = R,u,oa/a j

Ry, = 0.1, — 0,18, + T, T5, — T2, TG, (4.94)

es decir

Este tensor es simétrico
R, =R, (4.95)

ya que

R;w = gaﬁRuauﬁ - gaﬁRuﬂ,uoz = RV/L (496>
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Finalmente, se define la curvatura escalar

[ R:g'u’VR‘M,ERMM J

Obviamente R, y R contienen menos informacién sobre la curvatura que el tensor

completo de Riemann R, ,° pero van a ser importante para la teoria de Einstein.
Podemos obtener una nueva identidad a partir de la segunda identidad de Bianchi

ViR +VuRye” + VR =0 (4.97)
Contrayendo con a = ¢ y sumando
ViR + VR’ +V,R,u." =0 (4.98)
es decir
V.Re =V, Ry +V,Ru." =0 (4.99)

Tomando la traza sobre i y o, se obtiene

V.R'—-V,R+V,R, =0 (4.100)
es decir
2V, R, —V,R=0 (4.101)
o)
1
Vi (R“l, — 555]%) =0 (4.102)

O, elevando el indice v, se escribe como

1
v, <R“” - 5g‘“’R> =0

Definimos entonces el tensor de Einstein
1
G = R — §ng (4.103)
el cual satisface

V,.G" =0 (4.104)
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4.8 Geodésicas

Una vez conocida la geometria, y por lo tanto la curvatura, podemos estudiar el de-
splazamiento de una particula de prueba en esta geometria (es decir, una particula muy
pequena que no afecta la geometria).

Hemos visto que se puede transportar un vector V* a lo largo de una direccion

definida por un vector W#, W puede ser la tangente a una curva y V* es soluciéon de
(4.50)

WHY, VY =0 (4.105)

Pero ;Qué ocurre si V = W? Es decir, que desplazamos W a lo largo de si mismo.

@ )
0]
0]
10}
0]

En un espacio plano, sabemos que un vector permanece paralelo durante el trans-
porte paralelo si la curva es recta. Por lo tanto, esto selecciona un tipo particular
de trayectoria. En el espacio plano, son lineas rectas. En un espacio curvo, estas
trayectorias se llaman geodésicas y satisfacen

Wev ,WH =0 (4.106)
Expresado en términos de la conexiéon

WPO,WH + T WPW? =0 (4.107)
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dxt
Como WH = e entonces
T

dzf 0 [ dz* d?at
Wro,WH = — = 4.108
P dr Ozr ( dr ) dr? ( )
Sustituyendo
d?xH p daf da” 0
dr? P dr dr

Esta es la ecuacion de geodésica. La conexion I' no tiene por qué ser la de Levi-Civita,
pero si lo es, esta ecuacion representa también lineas que minimizan la distancia.

De hecho, podemos derivar esta ecuacién desde un principio variacional que mini-
miza una distancia. Sea la accién

S = /ds :/\/g#,,d:cl‘dm” :/\/gw,:t#:t” dr = /EdT (4.109)

dxt
donde i* = Y el lagrangiano es
T

L =\/gu(z)iriv (4.110)

La ecuacion de Euler-Lagrange es

d (0L oL
— =) == 4.111
dr (6x'/\) oz ( )
Calculando ambas derivadas y simplificando
Y i
oL _ Gy <‘%C_am + xuW) _ gaujjy +glwi)'u o gau‘iju

(4.112)

oxo 2/ G N RN R &

lo que implica

g (4.113)

d (a£> _ (0p90) 73" + gy 1 G (Gasi®d”)

7 o 0 %) (g7 3
dr \0i \V GuHT 2 (\/m)
= 08 _ o) P (4.114)
0% 2/ ihE '
es decir
4 (gogi°3®) 1
(OpGop) &7 + gyt — —gwﬁc“m — — (Dgp) i =0 (4.115)

2 o570 2
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pero como g,52%4” es constante a lo largo de una geodésica, su derivada es nula

1
(OpGou) & + Goit" = 5 (Doguw) 3¢ =0 (4.116)

Multiplicando por ¢g°¢, tenemos

1
97 (0pgop) TPH + ° — 5905 o G @i =0 (4.117)
es decir
1
T+ 5905 (Qal,gw — (%gw) otz =0 (4.118)

Como t#z" es simétrico en los dos indices, obtenemos

1
i+ 5906 (0v9ou + Oulor — 0sguy) TH2” =0 (4.119)

es decir
T° + Fiuri:“:i:l’ =0 (4.120)

donde hemos usado la definicién de la conexion de Levi-Civita. Las dos ecuaciones de
geodésicas son similares, curva mas corta y curva més similar a una curva recta, si la
conexion es definida por los simbolos de Christoffel.

Nota que también se puede usar el lagrangiano cuadrético

L= gui"i” (4.121)

en lugar del lagrangiano con raiz cuadrada. Ambas opciones conducen a la misma
ecuacion geodésica.
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CAPIiTULO

Las ecuaciones de la relatividad
general

5. Les ecuaciones de movimiento

De los capitulos previos, hemos demostrado que la gravedad es descrita por la métrica.
Por ejemplo, cuando los efectos relativistas son pequenos, hemos encontrado que

2

donde ¢ es el potencial gravitacional, y sabemos que
TOO = pC2 (52)

Por lo tanto, la ecuacion de Poisson A¢ = 47 G p se escribe

TG

ct

2
Tt

C—Agoo —4rG2 = Agoo =

2 c?

Too (5.3)

La ecuacion que buscamos debe ser tensorial (principio de covarianza)

G

Aguu - C4 Tuua (54)

pero también no lineal (la energia gravitacional produce gravedad). Por lo tanto, debe-
mos buscar un tensor £, tal que

E/u/ = Oljju,uy (55)
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con a una constante, de modo que E,, contenga segundas derivadas de la métrica
(como Agq), sea simétrico (E,, = E,,, igual que T},,), no lineal, y que Eyy =~ Agy en
el limite newtoniano.

En octubre de 1915, Einstein postulé que E,,, = R,,,, es decir,

R,ul/ = aT,ul/- (56)

Sin embargo, para reproducir las ecuaciones de un fluido, recordemos que

Vv, " =0 (5.7)
mientras que en general
V. R* #0, (5.8)
aunque (4.104)
V. (R" —1Rg"™) =0 (5.9)

Por ello, el 25 de noviembre de 1915 public6 un nuevo articulo con la ecuacion
Ry — 1Ry = aT),. (5.10)

En ese mismo articulo menciona que se puede agregar una constante A de forma con-
sistente con todas las reglas

Ry — 2Ry + Agu = T, (5.11)
Dado que
Vu(Ag™) = AV, (g") =0 (5.12)
Podemos considerar la traza de la ecuacion (5.11), contrayéndola con g)
9" Ry — SR g™ g + N g g = g™ T}, (5.13)
es decir
—R+4A=aT = R=4A—-aT (5.14)
Por lo tanto, podemos reescribir la ecuacién de Einstein como

R/LV = %g;u/(zlA - OKT) - Aguu + aT/,LV
= Ag,u,l/ + « (Yju,u - %Tg,u,y) (515)
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Para determinar «, consideramos el limite newtoniano, donde

G = Ny + Iy, con |hy,| < 1,

(5.16)

es decir una pequena desviacion a la métrica plana. Ademas, asumimos que la métrica es

casi estatica y que las velocidades son pequenas. Estudiamos la ecuacion con p=v =0

Roo = A goo + (Too - %T 900) .

con
N—— N -~ v
=0, estéatico segundo orden en h
y
1 =0, estatico )
——N—
[ = 59’“(80900 + 00900 —0s900) = —ég’“’&; (Moo + hoo)
1 1 1
= "0, hgy = — =1 Dyhoy = —=0"h
29 00 277 00 5 00

Lo que nos permite obtener
u 1 1
ROO ~ 8#F00 ~ —§Dh00 ~ —§Ah00
Tenemos desde (5.17)

1
—EAhog =—-A+a (puouo — g02> con u’ ~ —¢c = yy =c

es decir
Ahgy = 2A — apc?

Recordando que (5.1)

2¢
hgo ~ —g
se recupera la ecuacion de Poisson
AP =4r G p,
si
_l6n G
a=—7
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y si Ac? es despreciable.
Asi obtenemos, finalmente, las ecuaciones de Einstein de la relatividad general

8t G
[ R,uu - %Rg/u/ + Aguu = TT;W J

o bien
G +Agu = 87;—4GTW, (5.27)
con
Gu = Ry — SRy (5.28)

5.1 Constante cosmologica

La constante A que sera llamada mas tarde la constante cosmologica tiene un efecto
que podemos observar en el limite newtoniano. La ec.(5.23) se escribe

A¢p = —Ac* + 4nGp, (5.29)

Consideramos un problema esférico

Ao — r%d% (ﬁ%) (5.30)
lo que transforma la ecuacién de Poisson en
O, (r’¢”) = —A*r? + 4nGpr® (5.31)
r2¢ = —%027“3 + 47rG/,0T2d7" (5.32)
Para un objeto esférico, su masa es
M = /pr2 sin @drdfdyp = 47T/p7”2d7' (5.33)
lo que implica que
r?¢ = —%c2r3 +GM (5.34)
es decir
¢ = —%a% + C’;f (5.35)
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A partir de lo cual podemos obtener el campo gravitacional

j=-Vo=-¢¢ (5.36)
es decir
. GM_ A, |
g=——g&+ 3CTe (5.37)

lo que muestra que si A es pequeno, su efecto sélo aparece a grandes escalas, para
grandes valores de r. Ademés, si A > 0, produce un efecto repulsivo; si A < 0, el efecto
es atractivo.
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6. Accion de Einstein-Hilbert

Las ecuaciones de Einstein pueden ser obtenidas a partir de una accién, encontrada
por Hilbert y conocida como la acciéon de Einstein-Hilbert. Como la accion debe ser
un escalar, no hay muchas posibilidades. Utilizamos el determinante de la métrica
g = det(g,,) v la curvatura escalar R. La accién sin materia es

4
16G d'x/—g R (6.1)

con [ d*z /=g el invariante de volumen (4.8). Al incluir la constante cosmologica A y
la materia, la accion total se convierte en

167TG/d4x V—g(R —2A) + S,,, (6.2)

donde S,,, es la accién de la materia.
Esta accion depende del campo métrico g, por lo que debemos hacer una variacion
con respecto a esta métrica

167TG/d4 J(R = 2A) + /=g R] + 68, (6.3)

Dado que R = g"”R,,,, su variacion es
R = 0(9" R) = R 0" + g" 0R,,,. (6.4)

Usando que ¢"0R,, = V,V" es un término de frontera (con V* una combinacion
lineal de derivadas de dg,,), y que este no contribuye a las ecuaciones del movimiento,
lo omitimos (ver seccion 6.1).

Nos falta calcular

_ %
V=g = = (6.5)

donde dg es la variaciéon de un determinante. Por eso ocupamos la relaciéon para una

matriz M
det M =exp(Trln M) = In(detM)=TrinM (6.6)
lo que implica
d(det M) 1
—= =T :
Tot 3 r(M~ M) (6.7)
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Aplicando esto a la métrica g,,,, obtenemos

09 o v v
g =Tr (gM 59041/) = QM 5guu = _guuégu (68)

En la dltima igualdad hemos usado que g,,9"" = 4 lo que implica

(59MV)9HV + g,u,l/((;gMV) =0 (69)

es decir

(59;11/)9“” = —guu(5g‘“’) (6.10)

Por otro lado, usando que g"”g,» = d%, se puede demostrar que
oght = —g“o‘g”ﬁégaﬁ, (6.11)

lo que implica

N i N (6.12)

Sustituyendo todo en la variaciéon total, obtenemos

0S =

1
4 — = . uv
e /d o [RW 39 (IR 2A)} g™ + S, (6.13)

Por el principio variacional, S = 0 para variaciones arbitrarias de dg"*, lo que implica

5 R — LR+ Ag] + 25 g (6.14)
167G g mnz 9 Juv Guv 5g“y = .
Definimos el tensor energia-momento como
2 0Sn,
T, =—————n" 6.15
H /_g 5.9/“/ ( )
Finalmente, llegamos a las ecuaciones de Einstein
1 8rG
R/u/ — §ng/ + Aguy = FTMV (616)
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6.1 Termino de borde

Considerando la definiciéon del tensor de Ricci

R,, = 0.1, —9,I2, + T, —T9 1% (6.17)

we af

obtenemos para su variacion:
R = 0.0T%, — 9,072, + (615, )T ; + 14,670, — (6T'5,)15, —T2,0T,  (6.18)
Esto se puede escribir méas facilmente como
ORy = Vool — V015, (6.19)

Para demostrar esta relacion, se recomienda partir del lado derecho y expandir las
derivadas covariantes.
También tenemos

1
D = 59% (0ugvo + OuGop = Do Gyu) (6.20)
de donde se deduce que
le' 1 ao 1 ao
5F/u/ = 559 (8/Lgl/a + al/gau - aog,uu) + 59 (audgyg- + (9,,(5gw — 305%,,) (621)

Y esto se puede reescribir como

(e 1 oo
0% = 59°7 (Vubguo + Vibgou = Volgu) (6.22)

De nuevo, para demostrar esta forma covariante, es mas facil partir del lado derecho y
expandir las derivadas covariantes.
También deducimos

oy, = %g‘” (Vab9uo + Vidgoa — Vobgay) = %ngyagm (6.23)
Por lo tanto
OR,, = %gw (VoaV,dgue + VaVidgoy — VaViedgw — V,iVidgoa) (6.24)
Y al contraer con g", obtenemos

g oR,, = V'Vg,, — O(¢"0g,) = V,X* (6.25)
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donde

XH = (g“ﬂga’y _ gliagﬁ'Y) vaég,@’y (626)

En conclusion, en la accion aparece un término superficial

/d4x\/—gg“”5RW:/d4x\/—gV#X“:/ &’z —hn'X, (6.27)

oM

por el teorema de Stokes, donde h es la métrica inducida sobre el borde y n* el vector
normal.

Como este término es un término de borde, no contribuye a las ecuaciones del movimiento.
Sin embargo, se puede agregar un término adicional (una integral en 3D sobre la fron-
tera) que cancela este aporte superficial. Este término agregado se llama el término de
Gibbons-Hawking (ver curso méas avanzado).
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7. Algunos espacios triviales

En este capitulo, queremos estudiar algunos espacios que son soluciones de las ecua-
ciones de Einstein. Para ello, construiremos estos espacios de forma geométrica y luego
verificaremos que satisfacen efectivamente las ecuaciones de la relatividad general. En
esta linea, definiremos algunos espacios como hipersuperficies inmersas en un espacio
de dimension superior, a partir del cual podremos obtener la métrica inducida sobre
la hipersuperficie. Por ejemplo, podemos ver una esfera en 2D como una superficie
definida por la ecuaciéon en 3D

2P+ 22 = R? (7.1)

Es decir, una esfera de radio R en 3 dimensiones. Esta es una restricciéon sobre las
coordenadas (x,y, z) en un espacio euclidiano con métrica

ds® = da* + dy® + dz* (7.2)
Este espacio euclidiano tiene 6 simetrias:

- 3 traslaciones en las direcciones z,y, z

- 3 rotaciones en los planos: (zy), (zz), (y2)

La superficie que estamos considerando (la esfera) es invariante bajo 3 rotaciones, pero
no bajo traslaciones. Por lo tanto, esta esfera de 2 dimensiones tiene el nimero max-
imo de simetrias posibles en su categoria: se dice que es maximalmente simétrica.
Podemos definir nuevas coordenadas que resuelven automaticamente la ec.(7.2)

x = Rsinf cos ¢ (7.3)
y = Rsinfsin ¢ (7.4)
x = Rcosf (7.5)

de lo cual podemos encontrar la métrica inducida sobre la 2-esfera usando este sistema
de coordenadas (llamadas coordenadas inducidas)

dx = R cosf cos ¢dfl — Rsin 6 sin ¢pd¢ (7.6)
dy = Rcosfsin ¢df + Rsin 6 cos pdp
dz = —Rsin 0df

La métrica usando esta restriccion es
ds®> = dz® + dy* + dz* = R*(d6* + sin® §d¢?) (7.9)
Es decir que hemos obtenido la métrica de la 2-esfera.

7.1 Espacio de Sitter (dS)
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De forma anéloga, podemos estudiar
otras superficies incluidas en un espacio

s 2 2. ..., mas grande. Por ejemplo, consideremos
v\_/w+3c+y+z=1f+v .
la ecuacion

—v+ w2 =00

en un espacio de Minkowski en 5 dimen-
siones con métrica

ds* = —dv* + dw?® + da* + dy® + d2* (7.10)
El espacio de Minkowski en 5D tiene 15 simetrias
- b traslaciones: v, w,z,y, 2
- 6 rotaciones: (wx), (wy), (wz), (zy), (zz), (yz)
- 4 boosts: (vw), (vz), (vy), (v2)

La superficie definida por la ecuacién anterior es invariante bajo 10 de estas simetrias,
en particular las 6 rotaciones y 4 boosts, lo que la hace maximalmente simétrica. Se
llama el espacio de Sitter. De la misma manera que no necesitamos ver una esfera como
embebida en un espacio mayor para describirla, basta con su métrica en 2D, podemos
hacer lo mismo con el espacio de de Sitter. Para resolver la ecuacion

—+w + 2’y + 2= (7.11)
podemos introducir el siguiente cambio de variables:

v = ¢ sinh(t/¢), (7.12)
w = £ cos By cosh(t/l), (7.13)
x =¥ sin 6, cos Oy cosh(t/0), (7.14)
y = ¢ sin 6y sin Oy cos 05 cosh(t /1), (7.15)
z = { sin 6, sin 6, sin 05 cosh(t/¢). (7.16)

Al reemplazar estas variables en la métrica del espacio de Minkowski 5D,
ds® = —dv? + dw? + d2® + dy* + d2?, (7.17)
obtenemos la métrica inducida

ds® = —dit* + (* cosh?(t/€) [d6? + sin? 6y (d62 + sin® 6,d62)] (7.18)
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con

teR, 0<6,<m, 0<6,<m 0<6b;<2m. (7.19)

t = constante

6, = constante

Las coordenadas (t,01,05,05) se llaman coordenadas globales, ya que cubren toda la
superficie. Usando esta métrica en la ecuacion de Einstein, podemos comprobar que es
solucion de las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmologica positiva

3
Guw +Aguw =0, con A= I > 0. (7.20)

También podemos introducir otro sistema de coordenadas, llamado coordenadas planas,
aunque no cubren todo el espacio

P72

v = {sinh(t/0) + 57 e’ (7.21)
=2 | 2 | 52

w = L cosh(t/l) — %ew, (7.22)

z = ze'l’ (7.23)

y = ye'’t, (7.24)

z = zetl* (7.25)

Como v + w = Let/! > 0, esto muestra que este sistema de coordenadas no cubre todo
el espacio. Reemplazando este cambio en la métrica de Minkowski 5D obtenemos

ds? = —df? + e/ (dz2 + di? + dz°) (7.26)

lo cual corresponde a un sistema de coordenadas frecuentemente utilizado en cos-
mologia.
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t = constante

X = constante

En fisica de agujeros negros, se utiliza todavia otro sistema de coordenadas.

v =2 = r2sinh(t/() (7.27)
w = /2 —r2cosh(t/0) (7.28)
x =rcosb (7.29)
y = rsinf cos ¢ (7.30)

(7.31)

z =rsinfsin ¢

con 0 < r < (. El punto r = ¢ no es una singularidad. Es un horizonte para un
observador localizado en » = 0. La métrica inducida se vuelve

a5t = — (1= ) ar? + _a + 17 (d6” 4 sin® 0 d¢?) (7.32)
B Iz 1—1r2/e2 ‘

t = constante

r = constante

Este sistema de coordenadas estaticas solo cubre r € [0,¢]. Para r > /¢, es necesario
usar un sistema de coordenadas dependiente del tiempo.
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7.2 Espacio Anti-de Sitter (AdS)
De forma anéloga, consideramos la superficie
—v? —wr Pyt = (7.33)
incluida en el espacio 5D con métrica:
ds® = —dv® — dw? + d2® + dy* + d2* (7.34)
Este espacio tiene 10 simetrias:
- 4 rotaciones: (vw), (zy), (x2), (y2)
- 6 boosts: (vz), (vy), (v2), (wz), (WyY), (W2)
Por tanto, es un espacio mazimalmente simétrico. Podemos escribir la ecuacion como
o2y 22 =0 P (7.35)

Si (x,y, z) son fijos, obtenemos un circulo en el plano (v, w), es decir, una topologia de
St. Como (z,y, z) € R3, la topologfa del espacio es:

S! x R (7.36)

En general, en D dimensiones, la topologia del espacio AdS es S* x RP~1. Mientras que
para el espacio de de Sitter, la  topologia es R x SP-L

. Por lo tanto, en D = 2, ambos espacios son topolégica-
espacio (x,y,2)

> mente equivalentes: R x S*. Como voy a usar un dibujo
en 2D, los dos espacios pueden parecer similares. La can-
tidad v? 4+ w? define un tiempo peridédico. Por esa razon,
no se usa en fisica.

En su lugar, se utiliza el recubrimiento universal del
espacio AdS, que en fisica simplemente llamamos, el espa-
cio AdS.

Es decir, debemos "abrir" esta superficie y hacer in-

vitw? =24y 422+ £ . : : i ) .
(v, w) son coordenadas finitas copias de la misma, eliminando asi la periodicidad

de tipo tiempo temporal.

Las coordenadas que cubren todo el espacio, se llaman coordenadas globales

v =~{coshpcosT (7.37)
w = {cosh psinT (7.38)
x = {sinh psin 6 sin ¢ (7.39)
y = £sinh psin 6 cos ¢ (7.40)
z = {sinh pcos @ (7.41)
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La métrica en estas coordenadas toma la forma:
ds® = (* [ cosh? pdr® + dp® + sinh® p (d6” + sin® 0 d¢?*)] (7.42)
con
0<p<oo, 0<O<m 0<¢p<2rm (7.43)
En el recubrimiento universal reemplazamos 7 € [0, 27] por 7 € R.

espacio (x,y,z)

t = constante
el tiempo es ahorra lineal

Esta métrica es solucion de la ecuacion de Einstein en el vacio con constante cosmologica
negativa

3
G +Agu =0, con A= 5 <0 (7.44)
La métrica es estatica, en coordenadas globales a diferencia del espacio de Sitter.
Podemos definir otro sistema de coordenadas

r=~{sinhp, t=4»I7 (7.45)
y reescribir la métrica como
2 r? 2 dr* 2 (102 1 win? 2
ds* = — 1-l-€—2 dt +m+r (d6? + sin® 0 d¢”) (7.46)

Este sistema de coordenadas también cubre todo el espacio.
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CAPIiTULO

Espacio-tiempo esféricamente
simétrico

8. Isometrias y simetria esférica

Si un espacio-tiempo es invariante bajo una transformaciéon de coordenadas
at — !

se dice que esta transformacion es una simetria o isometria del espacio-tiempo. Por
ejemplo, para el espacio de Minkowski en 4 dimensiones, tenemos:

- 4 traslaciones (una por cada coordenada),
- 3 rotaciones espaciales,
- 3 boosts (transformaciones de Lorentz entre espacio y tiempo).

En total, hay 10 simetrias. Este es el nimero méximo posible en 4D. Se dice que el
espacio es maximalmente simétrico. Estas 10 transformaciones dejan la métrica
invariante.

En general, bajo una transformacion de coordenadas, la métrica se transforma

como
ozt Ox”
Jop(T) = ——=—— 1
gaﬁ(x) O ajﬁguu(x)7 (8 )
o, de forma equivalente,
0r* 9z°
(@) = 52 g (2). (52)
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Decimos que una transformacion es una isometria si

G () = gpu (7)), (8:3)

es decir, si la forma de la métrica no cambia en las nuevas coordenadas. Por tanto, la
condicién para una isometria es

0z 0P ~
G (1) = @@gaﬂ(i) (8.4)

Esta ecuacién es muy complicada en general. Por eso, se estudian transformaciones
infinitesimales. Por ejemplo, una rotacion infinitesimal es

T =xcose+ysine ~x+ey (8.5)

con ¢ el angulo infinitesimal. Por lo tanto, de forma genérica, consideramos un cambio
infinitesimal de coordenadas

T =24k (x), ex1 (8.6)

Entonces el jacobiano se aproxima por

oze . Oke
w = 6# + Saxﬂ (87)

Sustituyendo en la transformacion de la métrica
G (@) == (85 + €8,k) (05 + 20,k") gap(z” + €k) (8.8)
~ (5;;55 + 2800,k + 520,k + 528uk°‘8,,k5) (gag(x) + akaaggaﬁ(a:)) (8.9)
Expandiendo hasta primer orden en ¢, obtenemos
9w (T) =2 g () + € (auk?a Gow + O K° 9up t kgaag/u/) (8.10)
Por lo tanto, para que la transformacion sea una isometria, se debe cumplir
kO G + (0,5 gow + (0k")gus = 0 (8.11)

Esta es la condicion de Killing. El campo k#(x) es un vector de Killing si satisface
esta ecuacion.
Podemos reescribir la ecuacion de Killing de otra manera

k0o g + aV<kﬁguﬂ> - kﬂavguﬁ + 0u(k*Jar) = k*0pgor = 0
—— e e N

=0vkyu =k%0vguo =0u kv =k°0u9gov
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Agrupando términos
Ok, + 0k, — k% (0u9or + Ov9uo — Osgu) =0 (8.12)
o de forma equivalente
Ouky + 0uky — kag™ (Ou9ov + 0vGuo — Orguw) =0 (8.13)
Reconocemos el simbolo de Christoffel (4.43)
Ouky + Opky — 2k, =0 (8.14)
Entonces, la ecuacion de Killing puede escribirse como
Vuk, +V,k, =0 (8.15)

Nota que si £ es un vector de Killing y p, es el momento de una particula que sigue
una geodésica, entonces

E'p, = constante a lo largo de la trayectoria (8.16)

En efecto, al derivar a lo largo del pardmetro afin o

d d dk dp*
— (kMp,) = — (kup") = =Lp" + k,—— 1
da( Pu) d0<“p> d0p+“da (8.17)
Sabemos que
dk, Ok, dx” dx”
_ — (V. k, +T° kg) ar 1
do  Oz¥ do (V b do (8.18)
Y por la ecuacion de geodésicas, como p* = moH
dpt u o pda?
o - 1
do pol do (8.19)
Por tanto
d " dz” dz®
—(kp,) = (vyku n rwk:g) P = kL
dz” dz#* dx”
=V, k,p" — Jk,—— 8.20
Vikup do mn "do do ( )

El segundo término es simétrico en p <+ v, y usando la ecuacién de Killing antisimétrica
en i <> v, se anula. Entonces

< (kp,) = 0 (s.21)

Esto demuestra que £*p,, es una cantidad conservada si k* es un vector de Killing y
pt satisface la ecuacion geodésica.

En conclusion, si conocemos las isometrias (es decir, las transformaciones z# — z#

o de forma infinitesimal x* — 7# = x# + ek*), podemos:
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- simplificar la forma de la métrica,
- encontrar las cantidades conservadas para particulas en movimiento,
- clasificar las simetrias del espacio-tiempo.

8.1 Isometrias del espacio de Minkowski

En coordenadas cartesianas, la ecuacion de Killing se reduce a
Ouky, + 0k, =0 (8.22)
La solucién general de la ecuacion de Killing en espacio de Minkowski es
k, = wux” +a, (8.23)
donde a, y w, = —w,, son constantes. Es decir, hay
- 4 vectores de traslacion a,,

- 6 parametros antisimétricos w,, que corresponden a las transformaciones de
Lorentz (rotaciones y boosts).

De hecho, si k, = w2 + a,
Ok, = wuaby, = Wy (8.24)
tenemos
Ovky + Ouky, = Wy +wyy, =0 (8.25)

Lo cual cumple con la ecuaciéon de Killing: 9,k, + 0,k, = 0. Los k, representan trans-
formaciones infinitesimales de Lorentz y traslaciones. Como k* son las componentes de
un vector, el vector completo es

k= k", (8.26)

Por ejemplo el generador de rotacion alrededor del eje = es woz. Sea wyz # 0 el tnico
parametro distinto de cero. Entonces

]{32 = WQ3{E3 — W32 (827)

ks = war® = —wasy (8.28)
El vector de Killing correspondiente es
k = k"0, = was(20, — y0.) (8.29)

que representa el generador de rotaciones alrededor del eje x.
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8.2 Isometrias de la 2-esfera
Consideramos la 2-esfera descrita por la métrica
ds* = db® + sin® 0 d¢p* (8.30)
La ecuacion de Killing es
Vuk, +V,k, =0 (8.31)

Para esta métrica, las tinicas componentes no nulas de los simbolos de Christoffel son

1

¢ _ 19 _
oo =Tos = tan @’

F‘Z,(z, = —cosfsinf (8.32)

Aplicamos la ecuacion de Killing para diferentes combinaciones de indices

p=v=0 = Ogky=0 (8.33)
2

=0, v= Opky + Opky — ——ky =0 8.34

p=0,v=0 = Opks+Isko — — ko (8.34)

p=v=¢ = Oyky+coslsinfky =0 (8.35)

De (8.33) obtenemos

ko = f(9) (8.36)
Tomando la derivada (dp) de la ec.(8.35) y usando (8.36)
Dy (Opky) — (sin® 0 — cos®0) f(¢) =0 (8.37)
ahora ocupando (8.34)
Dy (— (o) + tai 9k¢) — (sin® 0 — cos®0) f(¢) =0 (8.38)
finalmente usando (8.34) obtenemos
f1(@)+ f(9) =0 (8.39)
con solucion
ko = f(6) = acos ¢ + Bsin ¢ (8.40)

Lo que nos permite obtener a partir de la ec.(8.35)

ks = g(8) — accos@sinfsin ¢ + [ cos b sin b cos ¢ (8.41)
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Reemplazando en (8.34) nos da una ecuacion para g(f)

g (0) — tai@g(g) =0 = g() =~sin?0 (8.42)

Entonces los vectores de Killing son

ko = accos ¢ + B sin ¢ (8.43)
ky = vsin? 0 — a.cos 0sin 0 sin ¢ + 3 cos f sin 0 cos ¢ '
Y las componentes contravariantes, usando la métrica
K = ¢%ky = kg = acos ¢ + Bsin ¢
® cosf . (8.44)
k¢ = g%k, = =1 1+ sinG(_asm¢ + [ cos )
El vector de Killing completo es
k= k'0p + k0 (8.45)
) cos 6 )
= (acos @ + Bsin¢g) 0p + {’y + e (—asin ¢ + [ cos (]5)] Oy (8.46)

0 0
=70y + [cos GOy — (;:0 sin q§8¢] + 4 [sin ¢y + Z?SQ Ccos gb(%] (8.47)
= ~vk® 4+ ak® 4 gEM® (8.48)
Estos son los tres generadores de rotaciones sobre la esfera S
1) _ o cos 6
k sin ¢ Oy + g °% @0y (8.49)
@ _ B cosf .
k cos ¢ Oy g Sin ¢ 0y (8.50)
k@ =0, (8.51)

Se puede verificar que satisfacen el algebra de Lie de s0(3)
[k kD] = gk ®) (8.52)

Este resultado podia haber sido obtenido més facilmente. De hecho, Si conocemos las
simetrias (por ejemplo, rotaciones), podemos considerar sus acciones como transforma-
ciones de coordenadas. Consideramos las coordenadas (z,y, z). Para una rotacion en
el plano (2, 27)

7' = 2" cosf + 27 sin 0 (8.53)
7 = —2"sinf + 17 cos 0 (8.54)
F=ab sik#£i,j (8.55)
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Si consideramos una transformacion infinitesimal (0 < 1)

T = 2" 4 027 (8.56)
T =27 — 0x (8.57)
zh = o (8.58)

Recordando que una transformacion se escribe como ¥ = x* + k*. Esto corresponde
a una transformacion infinitesimal con parametro € = 6 y vector de Killing

m
Kig)

el indice (ij) es para indicar que es una transformacion en el plano (z¢, 7).

= 2ol — 2o (8.59)

Los generadores de las rotaciones son por lo tanto, k = k*0,, en coordenadas

cartesianas
Kay) = (20} — yol!) 8, = 20, — yO, (8.60)
kiys) = (yor — 204) 9, = y0. — 29, (8.61)
Kz = (208 — 208) 0, = 20, — 20, (8.62)

Al cambiar a coordenadas esféricas, estos generadores se convierten en

k‘(zy) = 8¢ (8.63)
) cos @
k(yz) =sin¢dy + I 8¢ (864)
sin ¢
k(zsy = — .
(x2) COS gb@g tan 8¢ (8 65)

Estas expresiones coinciden con los vectores de Killing obtenidos anteriormente (8.49,8.50,8.51).

8.3 Simetria esférica

Hemos visto como obtener los vectores de Killing, que representan los generadores de
las simetrias. De forma inversa, podemos considerar un espacio con cierta simetria,
es decir, invariante bajo la acciéon de algunos vectores de Killing, y analizar cuéles
seran las consecuencias sobre la métrica para que dicho espacio posea esa simetria. En
particular, nos vamos a enfocar en el caso de la simetria esférica. La ecuacion de Killing
(8.11) es

koaﬂguv + al/kﬁ 9up + auka Gav = 0 (866)

Considerando el primer vector de Killing (k" = 0}) obtenemos con la ecuacion de
Killing

09 =0 = g = gu(t,7,0) (8.67)
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Usando el segundo vector de Killing k* = sin ¢ §y + % d), con la ecuacion de Killing
an
) cos @ _ cos ¢ )
S0 oGy + 7 Doy + (O8I O)guo + Oy | 7 | Guo + (O8I0 9) g0
cos ¢
Al —= )96 =0 8.68
O (tan@) vé (8.68)
. sin ¢
Finalmente con el tercer vector, (k* = cos ¢ dly — o~ 65 ) obtenemos
an
sin ¢
€08 ¢ JpGyu + (9 08 $)gup — Oy tand Yo+ (Ou cos @) gug
sin ¢
-0 ve =0 8.69
(220 e (5.60)
Multiplicando (8.68) por cos¢ y (8.68) por sin ¢, restando y usando
cos ¢0), sin ¢ — sin ¢d,, cos ¢ = 0,,¢ (8.70)
obtenemos
0vPGuo + 0,0gue + 0y (cot 0)g,s + 0u(cot 0)g,s =0 (8.71)

- Siv=2y p=(0,1), entonces g,3 = 0, lo que implica, go3 =0y g13 =0
- Siv=3y p=(0,1), entonces g,2 = 0, lo que implica, goo =0y g12 =0
- Siv =2y u=2, entonces go3 = 0.

- Siv =2y pu=23, se tiene la relacion

922 + Op cotf gz3 =0 (8.72)

—1/sin%0
de donde se deduce ¢35 = sin? @ gos
Por otro lado, multiplicando (8.68) por sin¢ y (8.68) por cos ¢, y sumando

09y — cot 00,04, — cot 00,079, = 0 (8.73)

- Siv =(0,1) y u = (0, 1) obtenemos dyg,,, = 0 es decir que las funciones siguientes
no dependen de 07 gOO(t7 T)? gJo1 (t7 T)J glO(t7 T)J gll<t7 T)
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- Siv =2y pu=2, obtenemos Jygos = 0 es decir gos(t, )

En resumen, las simetrias nos permiten deducir que, en un espacio invariante bajo
rotaciones, la métrica mas general tiene la forma

—f(t,r) h(t,r) 0O 0
| Rt,r) g(t,r) O 0
I =g 0 etir) 0 (8.74)
0 0 0 c(t,r)sin?0

o de forma equivalente
ds* = — f(t,r)dt* + 2h(t, r)dtdr + g(t,r)dr* + c(t,r) (d6* + sin® 6 dp?) (8.75)

Podemos siempre hacer un cambio de coordenadas z# — z/* que no cambie la fisica.
Consideramos por ejemplo, la transformacion

t=F({,r"), r=G{, ) (8.76)
Entonces
dt = Fydt' + F.dr’ (8.77)
dr = Gjt/dt, + Gj,n/dT’/ 78)
Sustituyendo en la métrica, obtenemos
ds® = — f(t,r)dt* + 2h(t,r)dtdr + g(t,r)dr® + c(t,r)dQ> (8.79)
= —a(t',r)dt* + ', ") dt dr’ +~{# ') dr'" + C(t', ") dQ? 80)
donde
a= fF} —2hFyGy — gG> (8.81)
B==2fFpF, +20FyG, + F.Gy)+29G G v (8.82)
v=—fF%+2hF,.G . + gG>, (8.83)
y
dQ? = db? + sin® 0 dp? (8.84)

Podemos elegir el cambio de coordenadas, F(t',7'), de forma que el término cruzado
desaparezca (8 = 0). Ademas, si el gradiente de C(t,r) es tal que ¢*70,C 0,C > 0,
podemos elegir' G(#,7') tal que C(t,r) = r?.

ver el libro de Plebanski and Krasinski, An Introduction to General Relativity and Cosmology
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En conclusion, la forma més general de una métrica con simetria esférica (y
coordenadas adaptadas) es

[ ds* = —A(t,r)dt* + B(t,r)dr* + r* (d6* + sin® 6 d¢2)J

donde A(t,r), B(t,r) son funciones arbitrarias, y

d¥? = db? + sin? 0 dp? (8.85)
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9. El espacio de Schwarzschild

9.1 Campo gravitacional para un objeto aislado con simetria esférica

Considerando un espacio-tiempo con simetria esférica, la métrica se puede escribir de
manera general como

ds®* = —A(t,r) dt* + B(t,r) dr* + r*dQ? (9.1)

Con A, B dos funciones desconocidas que se pueden obtener a partir de las ecuaciones de
Einstein. Es todavia un problema complicado. Por eso lo simplificamos, considerando
el vacio como caso mas simple

T, =0 (9.2)
Lo que implica
R, — %Rgm, =0 (9.3)
Tomando la traza, es decir, g"” x, obtenemos
R—2R=—-R=0 (9.4)
lo que implica
R, =0 (9.5)

Haciendo el calculo de los simbolos de Christoffel, por la métrica (9.1), tenemos

A A A B
Fgo = ﬂv Féo = ﬁa Fgl = F(I)O = ﬂa F(ln = F}o = ﬁ’
B B’ 1 1
F[l)l = ﬂa Fil = ﬁ» 1—‘%2 = Fg1 = ;a F:f:s = F§1 - ;a
0 in%6
T3 = _%7 [y =14, = %, 3 = —TSH; , T2, = —cosfsinf (9.6)

A partir de los cuales podemos calcular el tensor de Ricci. Los mas interesantes son
B
Ry = — =0 9.7
01 rB ( )

es decir que tenemos

B(t,r) = B(r) (9.8)
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También

1 rB r A
=1 = - = :
Fzz B om A (9:9)

lo que implica

fl/((;::)) - ? (1 - % + ;—g;) = f(r) (9.10)
lo que en principio se puede integrar
In A(t,r) = g(r) + h(t) (9.11)
con ¢'(r) = f(r) y h(t) una constante de integracion
ar) = e
A(t,r) = a(r) B(t) con {th; _ 0 (9.12)
En conclusion
ds® = —a(r)B(t) dt* + B(r) dr® 4+ r* dQ? (9.13)

Pero, podemos siempre redefinir el tiempo de tal manera que /3(t)dt = dT. Es un
nuevo tiempo, asociado a algiin observador. En conclusiéon, tenemos

ds* = —a(r) dT? + B(r) dr® + r* dQ* (9.14)
Para notacion, voy a llamar T'— t y o = A, es decir
ds* = —A(r) dt* + B(r) dr* + r* dQ? (9.15)

Cualquier solucién con simetria esférica en el vacio es estatica. Se llama teorema
de Birkhoff. Ademéas, como el espacio es estatico, nada se propaga y por lo tanto no
podemos tener ondas gravitacionales en el vacio alrededor de una esfera.

Continuando la resolucion

1 B—-B?>—rB
0 0o _ _
es decir
B(r) = — (9.17)
g Cl+afr '
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Ademés

AB'+ BA
RY-RYy="T—"" = 9.18
! 0 rAB? ( )
es decir
o
A=A (14+%) (9.19)
r
con Ay una constante. Por lo tanto, la métrica es
2 o 2 dr? 2 1002
ds :—(1+—>A0dt 240 (9.20)
r 1+ a/r
Podemos de nuevo eliminar esta constante por una redefinicién del tiempo
2 2 N g2 dr? 2 102
ds? = ¢ (14 D) a2 + 4 r2d0 (9.21)
r 1+ a/r

« era una constante de integracion, pero hemos visto en el limite newtoniano (2.16)
que

2GM 2GM
Joo~—l1+—F7 = a=—— (9.22)
re c
Usualmente se define ry = QfQM (tiene dimension de una distancia, radio)
s dr?
dsQ:—02<1—T—>dt2+1 TT + r? dQ)?
r — 1S

T

Se llama la solucién de Schwarzschild. Es la tinica soluciéon para un problema con
simetria esférica en el vacio.

9.2 Geodésicas en el espacio de Schwarzschild

Para encontrar las geodésicas, lo mas simple es considerar el lagrangiano (4.121)
22

£2—62<1—E>Z€2+1—Ts

" +r? (92 + sin? 0 ng) (9.23)
con (%, 7, 0, ¢) definido de forma distinta si consideramos la particula de prueba como
masiva o sin masa. Para una particula masiva, se considera derivadas con respecto
al tiempo propio aunque para una particula sin masa, como no existe un observador
que se mueve con la particula, ocupamos un parametro a lo largo de la geodésica sin
interpretacion fisica.

— 84 —



Nota que el tiempo propio se define como (ver seccion 1.5)

2

dr? = —ds? = ¢ (1= 22 ) di* = == =1 (d0° + sin? 0 do?) (9.24)
r _Ts
Para una posicion fija (r, 0, ¢), se tiene
dr? = (1 - %) dt? (9.25)

Cuando r — oo obtenemos que dr = dt, es decir, t es el tiempo propio de un observador
en el infinito.

Este lagrangiano (9.23) no depende explicitamente de ¢ ni de ¢ es decir que t y ¢
son variables ciclicas. Por lo tanto

d (0L oL oL
- (E) =5 = 0 = i constante = —2F/m (9.26)
a (%) — oL =0 = % = constante = L/m (9.27)
dr \ 8¢ o¢ o

Estas constantes corresponden a simetrias del sistema. La simetria temporal implica
conservacion de la energia F, aunque la simetria rotacional implica conservacion del
momento angular L.

2 (1)
E =me (1 - ) i (9.28)
L =mr?sin®0 ¢ (9.29)

Para una particula sin masa, estas definiciones deben cambiar ya que m = 0, por esa
razon usualmente trabajamos con las cantidades

_2(1_Ts\y
E=c (1 - ) i (9.30)
L =1r?sin0 ¢ (9.31)

Para una particula con masa, las constantes F' y L representan la energia y el momento
angular por unidad de masa. Sin embargo, para una particula sin masa, se tiene
t = j—f\, donde X es un parametro afin a lo largo de la geodésica. Este pardmetro no
representa el tiempo propio, ya que no existe un observador propio para una geodésica
nula. El parametro A\ puede elegirse con una dimension tal que las definiciones de E' y
L conserven las unidades correctas de energia y momento angular.

La ecuacion para 6 se obtiene de

d 20\ _ 9.2 o P2
o <2r 9) = 2r°sinf cosf ¢ (9.32)
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pero

d . . .
—(2r%0) = 470 + 20 (9.33)
dr
Por lo tanto
.2 . .
0+ =760 — sinf cos § ¢* = 0 (9.34)
r

A partir de esta ecuaciéon podemos deducir que el movimiento de una particula de
prueba es planar. Para cualquier posicion y velocidad inicial, podemos elegir el sistema
de coordenadas de tal manera que

O(r =0) = g b(r=0)=0 (9.35)
lo que implica a partir de la ec.(9.34)
(1) =0 (9.36)

lo que significa que ¢ sera constante y por lo tanto 6(7) = 7. El movimiento per-
manece en el plano ecuatorial. Como el movimiento es planar, podemos siempre fijar
las coordenadas tal que

T
h=" .
> (9.37)

Podemos demostrar este resultado de otra forma, usando las simetrias y por lo tanto
demostrar la conservacion del momento angular, es decir del vector momento angular y
no de su norma, L. Sabemos que tenemos 3 vectores de Killing asociado a las rotaciones
(8.49,8.50,8.51) y por lo tanto tenemos 3 cantidades conservadas, £"u,,, a lo largo de la
geodésica (8.21) que son las 3 componentes del momento angular, L) = 5(‘;)1@

L, = r*(sin ¢ + ¢ sin 6 cos f cos ¢) (9.38)
L, = 1%(—0 cos ¢ + ¢sin f cos f sin @) (9.39)
L. =r%*)sin’0 (9.40)

La tnica solucion no trivial para que las 3 componentes sean constantes, es 6 = /2.
Entonces el lagrangiano (9.23) se reduce a

2

L=—¢ (1 - %) 2 + 1i—— + 2 (9.41)
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La ecuacion de Euler-Lagrange para r es

d [ 2r oTs ;o TS/TT ”
— = =t —— 2 9.42
d7'|: —r—s} ‘2 (1_7"_5)2T +2r¢ ( )
2 2
L (9.43)
=E g
Reordenando
.. 7“s/""2 .9 2 Ts ( Ts\ ;2 T's 12
- 1——)15 — (1——) = 44
" 2(1—rs/r)r +62r2 r " r ¢ 0 (9-44)

Sustituyendo las constantes de movimiento (9.30,9.31) La ecuacion se convierte en

8.2 E2 S L2 S
. st r (1—T—):O

221 —ry)r) M 2221 —r,/r) 13 r (9.45)

Es una ecuacién complicada, por lo que es mejor usar la condiciéon sobre el tipo de
geodésicas que queremos estudiar

0 fotones
Guiti” =¢e = (fotones) (9.46)
—c?  (particulas con masa)

Escribiendo esto explicitamente:
-2

—c? (1 - E) 2+ 170—1” +r2? =¢ (9.47)
r — S

Usando las constantes de movimiento (9.30,9.31)

- + +—=c (9.48)

Esta ecuacion es la primera integral de la ecuacion de geodésicas (9.45), con constante
de integracion € = 0 para luz, o ¢ = —c? para materia. Es decir, que si tomamos la
derivada de esta ecuacion nos da la ecuacion previa (9.45). Multiplicando por 1 —rg/r
obtenemos

L? s s _ B
f‘2+r—2<1—%>+6r—=—+5 (9.49)

Podemos escribir la ecuacién como
1

LF 4 Vielr) = B (9.50)
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donde el potencial efectivo es

ery L? r
Vie(r) = =22 —(1——3) 9.51
t(r) 2r * 2r2 r (9:51)
y la energia efectiva
E%/c? +¢
Ee = [e+ (9.52)
2
Lo que cierre el sistema de ecuaciones de nuestras geodésicas.
9.2.1 Caida libre de una particula masiva
Consideramos el caso de una particula en trayectoria radial, es decir L =0, y ¢ = —c?
(particula masiva). Partimos de (9.49)
s E?
2ol 2 (9.53)

Pero si la particula parte de una distancia muy grande, ro (r = 0o) sin velocidad inicial
r=0

E? -t = (9.54)

2=l o p=dey [ (9.55)
r T

La solucién con signo negativo describe una trayectoria que cae hacia el centro (aunque

es decir

la otra solucién corresponde a una particula saliendo)

T dr
=y = = — 9.56
=y = (9.56)
Integrando
T T Ts
/ ch:—/ \/—dr (9.57)
0 0 r
es decir

2 7“8 r3
S Y S 9.58
r= 2] B (9.59)
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La particula alcanza r = 0 después de un tiempo propio

2 [r
= —4/— 9.59
T 3c\/ r ( )

Considerando la misma trayectoria para un observador al infinito, es decir, con su
tiempo propio t. Sabemos que

dr T
y de (9.30,9.54)
dt r
E = 2—(1——8>:2 61
¢ . c (9.61)
obtenemos
dr dr dr r T
ar _dradr 1__8> Ts 9.62
dt ~ dr dt C( I\ T (9.62)

con dr/dt la velocidad de esta particula de prueba vista desde el infinito. Veamos que
esta velocidad se acerca a 0 a menudo que r se acerca a r,, aunque la velocidad medida
con el reloj del observador en caida libre (9.60) siempre crece.

La ec.(9.62) es

7n3/2

lo que podemos integrar

2 7’8’ r3 7~L+1 :_2_
ct == |42 =/ = | +2/r(ro — V) +rn | L (9.64)
3 T Ts Vi~

Observamos que cuando r — 74 tenemos t — 00.

La particula llega a r = 0 para un observador cayendo con ella, pero nunca
cruza r = r, para un observador al infinito.
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9.2.2 Observador estacionario

Considerando ahora un observador estacionario, en una posicion (r,0,¢). Este obser-
vador necesita producir energia para mantenerse en ese punto; si no, cae. Para este

dt' = /1 %dt (9.65)

dr' = ——— (9.66)

observador, el tiempo propio es

y la distancia propia radial

Por lo tanto, la velocidad medida por este observador de una particula cayendo hacia
r=20es
dr’ 1 dr T

iy Al (9.67)

Podemos ver que la velocidad es ¢ cuando r» = r,, y mayor que ¢ cuando r < rs. Eso
significa que no existe observador estacionario para r < r;.

9.2.3 Caida libre de una particula sin masa

Para un foton, es decir, € = 0, y con trayectoria radial, L = 0, tenemos (9.49)

F=+Elc y ¢ (1-%)&:)5 (9.68)
es decir
% = *+c <1 — %) (9.69)
lo que nos da
foton saliente: ¢t =71+ rgln (TL — 1) + constante (9.70)
foton entrante: ¢t = —r —rgln (; — 1) + constante (9.71)
Cuando r — oo, tenemos ct >~ +r, es decir, % = +¢, lo que define el cono de luz en

relatividad especial. En nuestro caso, el cono de luz esta definido para un observador
en el infinito, ya que usamos el tiempo ¢ de un observador situado en 7 — oo. A medida
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que este observador define el cono de luz més cerca del horizonte r, dicho cono se va
cerrando.

% = +c (1 _ %) (9.72)

es decir cuando 7 — 7, tenemos % — 0. El cono de luz se hace menos abierto y por
lo tanto el foton saliente toma més tiempo en llegar al infinito cuando se emite desde
r—Ts.

fotén saliente

/ toma mas tiempo parra llegar al infinito
cuando se emite de r = r; ya que el cono
/ de luz es mas cerrado

0 Fs

trayectoria de una particula masiva que nunca
llega a r = r, para un observador al infinito

| "’

9.2.4 Orbita de una particula masiva

Consideramos ahora orbitas para particulas masivas. Para una particula masiva, ten-

emos
L? T T E?
.2 s oT's 2
. L
_ 5 (9.74)

Esto implica

L2 (dr\®> ,r, L* rJ? E?
— =) =c——-— — — 9.75
r (d¢> T N r3 * 2 (9.75)
Como en mecéanica newtoniana, hacemos el cambio de variable u = 1/r
du)? E?
L? (ﬁ) = Prou — L*u® + roL2u® + =~ 2 (9.76)
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Derivando esta ecuacion, obtenemos

d*u N c*rg N 3,
— tu= —7rsu
05 YRR

Es similar a la ecuaciéon de Binet en mecanica newtoniana, excepto por el dltimo tér-

(9.77)

mino. En mecanica newtoniana, tenemos

d?*u GM
dT(ﬁz +u= 12 (978)

El dltimo término desaparece cuando u — 0 (es decir r — o0), o cuando ¢ — 00, es

decir el limite Newtoniano. Por lo tanto, es una correccion relativista a las trayectorias
newtonianas.
Es importante, notar que el valor de r es solo una coordenada. Aunque en fisica
newtoniana es la distancia radial, en relatividad la distancia viene dada por la métrica.
Para una orbita circular, r es constante, es decir v es constante, lo que implica
%@‘ =0, lo que desde (9.78) nos da

Ary 30,

U= o7 + 57st (9.79)
Tiene dos soluciones, mientras que en la fisica newtoniana sélo hay una.

L? 3r2c?

- 1—4/1— =2 9.80

e reC? ( L2 > ( )
L? 3r2c?

et = — | 1 1—- =2 9.81

Fext rsc? ( + L? ) (9.81)

Para cada momento angular L, existen dos trayectorias circulares posibles. De hecho,
se podia ver también con el potencial efectivo (9.51)

Vie(r) = ——27 e (1 - E) (9.82)

Una orbita es circular cuando Vi(r) =

Vet

potencial efectivo newtonian
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Como lo podemos ver, las trayectorias circulares no siempre existen; dependen del valor
de L. Esto se puede deducir de la expresion de 7y, v 7exe: para que r sea real, se requiere

que

r2c?

1-3 22 >0 (9.83)
Cuando se cumple esta condicidn, 7y, corresponde a una oOrbita circular inestable,
Vi (Tint) < 0y rext corresponde a una orbita circular estable. También se puede deducir

de (9.79)

rsC

2 _
Pero como ¢? = f—f, resulta:
3
. rsU
¢ =53 (9.85)
De la condicion ¢? > 0 deducimos la condicion
3 3GM
r 2 57”3 = W (986)

Cualquier trayectoria con r < %7“5 no puede ser una geodésica circular. En mecanica
newtoniana, podemos tener trayectorias circulares para cualquier r. En relatividad gen-
eral, no existe un L suficientemente grande para mantener una érbita circular cuando
r < 3r,.

La trayectoria r = %rs es inestable. Las trayectorias estables son definidas por rey,
y la mas cercana al centro es cuando la raiz cuadrada se anula, es decir L? = 3r? lo que

nos da

6GM
r=3r,; = 2 = Tisco <987>

conocida como la orbita circular interna mas estable (ISCO por sus siglas en inglés,
innermost stable circular orbit). Es un limite importante para la acrecion de gas. De
hecho, los agujeros negros y las estrellas de neutrones tipicamente poseen discos de
acrecion, es decir, discos giratorios de gas y polvo que espiralizan hacia el interior. El
ISCO establece el limite interno de estos discos de acreciéon: en principio, la materia
no puede orbitar de forma estable mas cerca que el ISCO. Pero es precisamente en esta
region donde los efectos gravitacionales son mas extremos, dando lugar a emisiones de
alta energia que los astronomos observan (por ejemplo, en binarias de rayos X).

Por supuesto, hemos considerado un espacio-tiempo sin rotacién. En el caso de
que el objeto esté rotando, el ISCO se reduce y puede acercarse a GM/c? para agujeros
negros con gran espin (sabiendo ademas que el horizonte también disminuye, concepto
que no hemos todavia estudiado).

— 93 —



9.2.5 Orbita de una particula sin masa

Para fotones, la ecuaciéon de las orbitas se obtiene de la misma forma. A partir de

L? T E?
22 _ 5 = =
e (1-2) =5 (9.88)
. L
= (9.89)
obtenemos
d? 3
dT:; +u = §rsu2 (9.90)

Una trayectoria circular existe si

u = §7’Su2 (9.91)
2
es decir
3 3GM
r = 57"5 =~ (9.92)

Por ejemplo, para el Sol, obtenemos r ~ 4.5km < R, por lo que esta 6rbita esta dentro
del Sol, donde la solucién de Schwarzschild no es valida ya que hay materia. Pero esta
orbita puede existir para objetos muy compactos con radio menor a < 3GM /c%. Pero

2 : 1 (3GM
esta Orbita es inestable ya que V}{ (24

) < 0. En conclusioén, es probable encontrar un
foton en una orbita circular alrededor de un objeto compacto, pero no podra mantenerse
mucho tiempo en dicha érbita. Esta orbita se llama la esfera de fotones y es importante
para la nocién de sombra de los agujeros negros. De hecho al "observar" agujeros negros
(como en las imagenes del Telescopio del Horizonte de Sucesos del agujero negro M87*),
la region oscura (la sombra del agujero negro) esté estrechamente relacionada con la
esfera de fotones.

3GM) _ max

Dependiendo de la energia del fotéon comparada con Vef( = o, el foton

puede o no alcanzar r = 0. De la ecuacion (9.50)

1. E?
57"2 + ‘/ef(r> = @ = Bt <993>

. 2 4 . .
vemos que si % < Vi*, hay un ryy, es decir un punto de retorno. Esto ocurre si

L/E > %grs. Por otro lado, si L/E < %grs, el fotéon tiene poco momento angular y
cae hacia el centro.
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punto de
Vet retorno

punto de retorno

En el caso azul, hay una desviacion de rayo de luz y queremos buscar de cuanto el rayo
de luz desvia. La ecuacion (9.90) se reduce para M = 0 o r; = 0, es decir para un
espacio plano, a

d*u
dTéZ +u=0 (994)
lo que tiene como soluciéon
u(¢) = acos ¢ + [fsin @ (9.95)

lo que representa una linea recta. De hecho, en coordenadas cartesianas, u = %, cos ¢ =
L sin¢g = ¥, entonces la ec.(9.95) es
T

Py

1
Z=aZ 4 pY (9.96)
r r r
es decir
ar+ Py =1 (9.97)

Como es una linea recta, podemos elegir una orientacion de nuestro sistema de coor-
denadas tal que y = b lo que significa que en este sistema de coordenadas, o = 0 y
B =1/blo que nos da

_ sing

u= (9.98)

con b un parametro llamado el parametro de impacto. Lo podemos relacionar a los

pardmetros de la particula de prueba. De hecho, como b = rsin ¢

0= %(r sin @) = 7sin ¢ + r¢ cos ¢ (9.99)
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es decir

COSp

" si b =0 1
7sin ¢ + o (9.100)
Usando (9.88, 9.89) en el limite r — oo, es decir ¢ — 0, obtenemos
cL
b= — 101
z (9.101)
Regresando a nuestro problema, queremos resolver
d*u 3 5
Suponiendo una pequena desviacion a la trayectoria rectilinea
e SH;¢ + Au (9.103)
Al primer orden
d*Au 3GM .,
v Au = o Sin o) (9.104)
cuya soluciéon es
3GM 1
Ay = 2 (1 + 3 cos 2¢> (9.105)
lo que nos da
sing 3GM 1
2 52 (1 + 3 oos 2q§) (9.106)

Definimos A¢ el angulo total de desviacion y para u = 0 tenemos ¢ = —A¢/2 lo que
nos permite escribir

0=

14+ = A
b +2c%2 + —cos A¢

] (9.107)

sinAg/2 3GM< 1 )
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lo que por pequenas desviaciones, nos da

Ay 3GM 1
0=—— 14 - 9.108
2b+2c2b2( +3) (9.108)
es decir
AGM
Ao = 9.109
6= (9.109)
Por ejemplo, para un rayo cerca del Sol (b = R), tenemos una prediccion de
A¢p ~ 1.75" (9.110)
En 1919, Eddington y Dyson midieron
A¢ ~1.98" +0.10" (9.111)
y A¢~1.61"£0.4" (9.112)

Actualmente, con VLBI (Very Long Baseline Interferometry) se puede comprobar con
alta precision

A¢ ~ 1.74986" + 0.00013" (9.113)

9.2.6 Precesion de las orbitas

En mecénica newtoniana, sabemos que la ecuacion

d*u GM
W%—U: L2 (9.114)
tiene como solucion
GM
u(p) = 72 (1+ecos¢) (9.115)
lo que corresponde a una trayectoria eliptica con ex- afelio serihelio
centricidad e. Los radios extremos son l l
rn=a(l —e), ro=a(l+e) /;_%

con a = 3 el semieje mayor. En relatividad,

212
GM (1—e?
la ecuacion tiene un termino adicional, lo que cambia

2a

la trayectoria eliptica. Como este termino es usualmente pequeno, lo consideramos
como una perturbacion a la trayectoria de Kepler y podemos escribir

GM
u:?(l—l—ecosqﬁ)—l—Au (9.116)
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La ecuacion (9.77) para Au se escribe

d*Au 3(GM)3 2
. L Au=—""'1N A1
007 + Au 27 (1 4+ ecos o) (9.117)
cuya soluciéon es
3(GM)3 o (1 1 .
AUZW |:].+€ 5_60082¢ +6COS¢+€¢SID¢ (9118)

pero ¢sin ¢ es el termino dominante ya que crece con tiempo aunque los otros términos
estan acotados. Entonces

u@ﬁ:%gﬂ+emwﬂwwmm@ wna:%g%ﬁ (9.119)

Tenemos
u(@) = T (1 + efcosd + agsing) (9.120)
::%égﬂr%eamKl—w@¢H, va que a < 1 (9.121)

Es una orbita periddica, pero con periodo 127—7; > 2. Cada periodo, la érbita termina
con un angulo adicional; no es una orbita cerrada. Esto se llama la precesion.
27 6m(GM)?

A¢:1_a—27r:27ra: 272

(9.122)

Pero como el semieje mayor es

L2
T oM1-)
obtenemos
6rGM
Ag = ac?(1 — e?)

Para Mercurio que corresponde al planeta més cercano al sol y por lo tanto con las
correcciones relativistas mas fuertes

a~58x10"m, e~0.2, M,=2x10"kg (9.123)
lo que nos da

A¢ = 42.98" por siglo (9.124)
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Existen otros efectos que también producen una precesion, como la influencia de otros
objetos en el sistema solar, el hecho de que el Sol no es perfectamente esférico, su
rotacion, etc. El efecto total observado es de

A¢p = 574.1" +0.65" (9.125)
aunque la teoria con la precesion relativista predice
A¢ = 575" (9.126)

9.2.7 Corrimiento al rojo gravitacional

Consideramos dos observadores fijos: un

(g + Aty 1oy G ) CTDISOT E con coordenadas (rg,0g, ¢p)

y un receptor R con coordenadas

(tes T O ) (rr,0r, ¢r). El momento de emision es

tp v el momento de recepcion es tp. Un

(tg + Atg, 15, O, ) foton viaja desde (tg,rp,0p, og) hasta
(tgr,TR,0r, ¢r) siguiendo una geodésica

(tp> T Opr ) nula. El emisor (F) emite un segundo
emisor receptor foton desde la misma posiciéon en el in-

stante tg + Atg, v el receptor (R) lo recibe en su posicion fija en tg + Atg.
Las geodésicas que siguen los fotones son de tipo luz, por lo tanto

ds* =0 (9.127)
lo que implica
2 Ts 2 dr® 2902 | .22 2
¢ (1—7>dt = o+ 0+ sin® 0 d (9.128)

r

De aqui se deduce

dt e\ —1/2 re\=1 [ dr\> do\> do\°
[ _ s _ S - 2 [ 2 2 «in2 -7
Cd)\ (1 7‘) \/(1 r) <d/\) o (d)x) + 7% sin"d <d/\) (9.129)

donde )\ es un parametro afin a lo largo de la geodésica. Entonces, el intervalo temporal

entre emision y recepcion es

AR ro\ —1/2 ro—1 [ dr 2 do 2 d¢ 2
— = 122 122 - 2 [ 2L 24in2 -
c(tp —tg) //\ ( r) \/( r) <d)\> +r <d)\) + r2sin” 0 (d)\) dA

E
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Esta integral depende solamente del espacio recorrido. Si los dos observadores estan
fijos, entonces la integral sera siempre la misma para todos los fotones, es decir que
tr — tg es constante. Tenemos el mismo intervalo para el primer o para el segundo
foton

t) — 1) =) — ) (9.131)
es decir

Aty = Atg (9.132)

Pero para cada observador el tiempo propio es diferente. Como las coordenadas (r, 6, ¢)
son constantes para cada uno, se tiene

ds? = —¢ (1 - %) dt? = —cdr? (9.133)
es decir
dr = /1 — %dt (9.134)
y como 1 es fijo
Ar=]1- %At (9.135)
Lo que implica
Arp = 1 — 22 Aty (9.136)
TE
Arp = J1— 2= Aty (9.137)
TR

Y como Atg = Atg, entonces

ATR _:_;
— = 9.138

Podemos imaginar (A7g, ATg) como el tiempo entre dos crestas consecutivas de una
onda electromagnética, es decir, el periodo. Esto implica que

(9.139)

con v la frecuencia de la onda para cada observador. Si rg > rg, obtenemos que
vr < vg es decir que podemos concluir que el fotén "pierde" energia. Se llama el

corrimiento al rojo gravitacional. Y el redshift gravitacional se define como

142="22 (9.140)

VR
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La primera verificacion fue hecha de 1959 a 1965
por Pound, Rebka y Snider. El experimento de
Pound-Rebka se hizo en un edificio de Harvard, en
la Torre Jefferson, con una altura de aproximada-
mente h = 22.5m. Se utilizé la resonancia de
Mdssbauer con rayos gamma emitidos por niicleos
de °"Fe, lo que permite medir cambios de frecuen-
cia extremadamente pequenos. Un fotén emitido
desde lo alto de la torre cae hacia un detector
situado en la base: su frecuencia aumenta por el
efecto gravitacional. Para compensar el corrim-
iento gravitacional y permitir la absorcién por los
ntuicleos receptores, se aplicd un efecto Doppler in-

verso desplazando la fuente. Recordando que por velocidad el efecto Doppler es

Yr _ 1-v/c (9.141)
VE 1—|—U/c )

Para que ambos efectos se anulan, necesitamos

con R el radio de la Tierra, es decir

)

2GM
L —v/el ~ mme

=1 (9.142)

l+v/c 1— 24

cGhM GM

~ = p (9.143)

~ 2R(h+ R) —GM(h+2R) ~ cR?

lo que corresponde para esta torre de altura h = 22.5m, a v ~ 7.4 x 107" m s~!. Han

obtenido

—— =1.05+0.10 (Pound-Rebka, 1959)

—— =1.00£0.01 (Pound-Snider, 1964)

Actualmente, el efecto del corrimiento al rojo gravitacional se mide con gran precision

utilizando satélites como Galileo, en 6rbitas cercanas al Sol

AVeyp
A Vieo

=140.005 (9.144)
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En 1972, Héfele-Keating han comparado dos relojes atémicos: uno permanecia sobre

la Tierra, y el otro fue transportado en un aviéon a una altitud de aproximadamente
10* km.

También en 1979, Vessot y Levine utilizaron relojes de maser de hidrégeno a bordo del
satélite Gravity Probe A. Fue una de las pruebas mas precisas hasta esa fecha:

AVexp
AVteo

= 140.0002

iNota que los GPS toman en cuenta este efecto!

9.2.8 Efecto Shapiro

El efecto Shapiro se refiere al retraso temporal que experimenta una senal electromag-
nética al propagarse cerca de un cuerpo masivo, como el Sol. Segun la relatividad
general, la presencia de masa curva el espacio-tiempo, lo que significa que el transcurso
del tiempo varia en diferentes regiones del campo gravitatorio. En particular, en las
proximidades de un objeto masivo, el "reloj" local se ralentiza en comparacién con
el de un observador alejado (por ejemplo, en el infinito). Por ello, una senal que vi-
aja cerca de dicho objeto tarda mas en llegar a su destino que si se propagara en un
espacio-tiempo plano. Este retraso, que no es causado por una extensiéon adicional en
la distancia recorrida sino por la dilataciéon temporal inducida por la gravedad, fue
predicho por Irwin Shapiro en 1964 y posteriormente confirmado experimentalmente
mediante el analisis de senales de radar reflejadas por planetas.

Sabemos que para fotones (9.49, 9.30)

L? r E?
.9 s o
; +T_2<1_?> == (9.145)
& (1 - E) i=E (9.146)
T
Entonces
dr dr, E d
Al N ) (9.147)

d dt’ (1 —ry/r)dt

lo que nos da a partir de (9.145)

1 dr\> L2 1
| = = 9.148
A(1—rg/r)? (dt) i E*r? 1 —ry/r ( )
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Para un fotén viajando entre la Tierra y Venus, y pasando a distancia minima ry, donde

dr

o = 0, se obtiene
.

=70
L?c? B 1
E2r2  1—ry/ro

(9.149)

Sustituyendo en (9.148)

dr r re 1 —rg/r
(1 i) _ ST/ 9.150
ar = ( r \/ 21 —rs/1o ( )
El tiempo para ir de rg a r es:
" 1 r2 1 —ry/r —1/2
t = S — O d 9.151
= [ () 15

Al primer orden (cuando r; < 1)

t(ro, 1+ A) dr (9.152)

" r
P~ | ——,
) /ro VA ( r 2r(r+ro)

2 .2 2 .2 -
VPR (u) P (9.153)
c c 70 2c\ r+rg

El primer termino es estandar y corresponde al teorema de Pitagoras aunque la parte
siguiente corresponde al efecto relativisto. El exceso de tiempo comparado con espacio
plano es

\/r%‘ierra _ 7’8 o \/r%/enus B 718] (9154)
C C

At =2 [t(ro, rTierra) + t(’l“o, TVenus) -

El factor 2 corresponde al hecho de que la senal regresa a la Tierra. Pero como rrjeps >
7o YV TVenus > 7o, Obtenemos

4GM ierra ! Venus
At = = {m (TT - )+1] (9.155)
c g
Como los relojes en la Tierra miden nuestro tiempo propio y que para nosotros la Tierra
esta fija
2GM
AT = (1 - ) At ~ At (9.156)
C"T'Tierra
va que Tierra > 2GM /c*. En conclusion,
A4GM ierra ! Venus
Ar =~ = {m (TT - >+1} (9.157)
c U
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200 s . ’
El efecto es maximo cuando ry es min-

] imo (rg = Rg), es decir, alineacion
160~ SUPERIOR CONJUNCTION ; ]
a1 RArsIAEk: 2 Tierra-Sol-Venus. En ese caso
= H sreciso t
AT ~ 220 us (9.158)

Fue una prediccion de Irwin Shapiro en

"EXCESS" DELAY (usec)

1964 (una prediccion que Einstein no
conocia).
Actualmente, se mide utilizando son-

—— das en otros planetas, como la mision

Viking en Marte. También se utiliza el

eco-radar emitido desde la Tierra y reflejado por otros planetas, aunque este método
es relativamente impreciso.

9.3 Estructura geométrica del espacio de Schwarzschild

El espacio de Schwarzschild tiene una cierta estructura geométrica. Usualmente se
representa de la siguiente manera.

Como no podemos representar las 4 dimensiones, se considera una secciéon del espacio
total fijando t = constante y 6 = w/2. Entonces, la métrica se reduce a

d 2
ds? = 1_% +r2d¢?, (9.159)

la cual representa una superficie 2D en coordenadas (7, ¢). Por lo tanto, podemos rep-
resentar esta superficie en nuestro espacio euclidiano 3D (en coordenadas cilindricas),
cuya métrica es

ds* = dr® 4 dz* + r’d¢* (9.160)
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En este espacio, la superficie se describe mediante una curva z = z(r), es decir, dz =
Z'(r)dr. Asi, la métrica inducida en la superficie es

ds? = {1 n (z'(r)ﬂ dr? + r2d¢?. (9.161)

Comparando con Schwarzschild, obtenemos

1
1+2(r) = ——— 162
+ 2'(r) = rjr (9.162)
es decir
(r) = 4, —2 1
2'(r) — (9.163)

lo que nos da

2(r) = £24/rsV/1T — 715 (9.164)

Es la inmersion de una seccion del espacio-tiempo de Schwarzschild en el espacio eu-
clidiano.

9.3.1 Singularidad

Aparecen en la métrica dos divergencias

dr?

Ts

+ 72 dQ? (9.165)

ds? = —¢? (1 ) dt® +

r 1-L
T

una en r = 0 y otra en r = r,. Para saber si son singularidades reales o simplemente
un problema de coordenadas (es decir, que desaparecen al cambiar de sistema de co-
ordenadas), debemos calcular un escalar. Un escalar es una cantidad invariante bajo
cambios de coordenadas. Si un escalar diverge en un sistema, entonces lo hace en todos,
lo que indica una singularidad fisica. Tenemos primero el escalar de Ricci

R =0 (para la solucion de Schwarzschild) (9.166)
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por lo tanto, no aporta informaciéon sobre posibles singularidades. A partir del tensor
de Ricci podemos construir el escalar R, R*", pero como R,, = 0, entonces

R, R" =0 (9.167)
Finalmente, usamos el tensor de Riemann para construir el escalar de Kretschmann
K =R, ,,R"" (9.168)

Los componentes no nulos del tensor de Riemann en la métrica de Schwarzschild son

Ro101 = s (9.169)
rs(r —rs)
Rogge = ————= 9.170
0202 T ( )
Rosos = Rozoz sin® 0, (9.171)
T's
Rigig = ——F——— 9.172
1212 2 —1a)’ ( )
Rig13 = Risipsin®6), (9.173)
Rages = 1grsin® 0. (9.174)
De estos componentes se obtiene
o 1212
RMVpO'RM Po = W (9175)

Este escalar diverge en r = 0, lo cual indica una singularidad fisica real. En cambio,
es finito en r = r,, lo que implica que esa divergencia es solo una singularidad de
coordenadas.

Este sistema de coordenadas (t,r,0,¢) describe solamente la region del espacio-
tiempo donde r > r,. Esto se debe a que estd adaptado a un observador estatico,
que no puede existir dentro del horizonte. Sin embargo, para un observador que cae
libremente hacia el agujero negro, vimos que alcanza r = 0 en un tiempo propio finito
(9.59). Este tipo de observador no deberia experimentar ninguna singularidad al cruzar
r = re. Por lo tanto, es mas adecuado usar un sistema de coordenadas adaptado al
movimiento del observador en caida libre.

9.3.2 Coordenadas de caida libre (Gullstrand—Painlevé)

Elegimos entonces las coordenadas (7,7, 6, ¢), donde 7 representa el tiempo propio del
observador. Ya vimos que (9.64)

oo : o [T V) (Vo — V)
\f \[ B T D e [V v TV o] B
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y (9.58)

2 7”8’ r3
S DY LB 0.177
2] B (9.77)

es decir
ct =1+ 2\/rs(\/To — V1) + 75ln {Eﬁi\é—%gg\/\/:__(;;\/\/:::” (9.178)
Derivando

1 1
cdt = edr — | Zdr + -2 ( ) dr (9.179)

VYT (9.180)

Entonces la métrica (9.165) se transforma en

dr?

2 112
ds?
1_7;_S—|—7“

ds® = —c¢? (1 — E) dt® +
r

vr ar?

drdr | + ——— +1%d®’

T

Ts T
=— (1 - —) [c2d72 + ———dr* — 2c/rs

T r—rs) r=Ts
2
= —cdr? + {dr + %ch} + r2dQ? (9.181)
Son las coordenadas de Gullstrand—Painlevé. Esta forma es regular en r = r, y para
cualquier » > 0, y describe el espacio desde el punto de vista de un observador en caida
libre. Por lo tanto, la singularidad en r = r, era un problema de coordenadas. Para
T = constante, la métrica se reduce a

ds® = dr® + r*d6* + r? sin® 0 d¢? (9.182)

lo cual corresponde a la métrica del espacio euclideo tridimensional. Esto es perfecta-
mente coherente, ya que estamos utilizando un sistema de coordenadas adaptado a un
observador en caida libre, para quien el espacio instantaneo a tiempo propio constante
es localmente plano.

Si este observador emite un rayo de luz radial (df = d¢ = 0), tenemos desde ds* = 0

2
—ctdr? + [dr + %cda] =0 (9.183)
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es decir
TS
—=c {:I:l — —} (9.184)

Observamos que cuando r > r,, tenemos

ro=c (1 - —TS) >0, es decir un rayo de luz saliente (9.185)
r
r=—c (1 + —TS) < 0, es decir un rayo de luz entrante (9.186)
r

es decir la luz puede escapar hacia el infinito o caer hacia r = 0. Pero cuando r < r,,
ambos

r, <0, r.<0 (9.187)

Los dos rayos de luz se dirigen hacia el centro. No pueden ir al infinito. En conclusion,
r = 1 no es una singularidad fisica, pero separa dos regiones. Desde la region r < ry
nada, hasta la luz, puede ir al infinito. Es un horizonte de eventos.

La solucion de Schwarzschild fue encontrada directamente en estas coordenadas
por Painlevé en 1921 y luego por Gullstrand (quien la publico antes que Painleveé).
Ambos usaron esta forma de la métrica para argumentar que la soluciéon original de
Schwarzschild no era fisica, ya que aparentemente existian varias soluciones distintas
para un mismo problema fisico. Einstein, por su parte, respondi6é correctamente que
lo importante no es el sistema de coordenadas en si, sino los observables fisicos que
se derivan de la métrica. A pesar de ello, en otra discusion, Einstein rechazo explici-
tamente la métrica de Painlevé—Gullstrand porque contiene un término cruzado dt dr,
lo que, segtn él, no era compatible con la simetria esférica del problema. Este episo-
dio muestra claramente la confusiéon que reinaba en la época sobre la interpretacion
geométrica del espacio-tiempo y el papel de los sistemas de coordenadas. Atun se es-
taba aprendiendo a distinguir entre singularidades reales y artefactos del sistema de
referencia.

9.3.3 Coordenadas de Lemaitre

Las coordenadas de Gullstrand—Painlevé no son diagonales pero se puede obtener una
métrica diagonal usando (9.178)

r = Fc (7o — T)r/& (9.188)
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Una manera de obtener nuevas coordenadas, es promover una constante de integracion
(7o) a una nueva variable. Hacemos el cambio

2/3
r= [gc ™ (g . rﬂ (9.189)
es decir
dr = —H%(CdT—dp) (9.190)
Entonces

2
ds® = —c*dr? + (dr o cd7'> + r2dQ? (9.191)
V r

i ()] o

ey (2 —7)

= —cdr* +

La métrica es diagonal pero depende del tiempo. Podemos ver que es regular en r = r,
2/3
es decir en [%c Ts (%’ — T)} = r,, no hay singularidad alli.
Fue encontrada por Lemaitre en el ano 1933 y aclaro por primera vez que rs no era

una singularidad.

9.3.4 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Para mejor entender la estructura del espacio-tiempo, es mejor ocupar un sistema
de coordenadas adaptado a la luz. Son las coordenadas de Eddington-Finkelstein.
Aunque parecen haber inspirado la idea, ninguno de los dos escribié explicitamente
estas coordenadas ni la métrica en estas coordenadas. Roger Penrose parece haber sido
el primero en escribir esta forma, pero la atribuye a un articulo de Finkelstein y, en su
ensayo para el Premio Adams ese mismo ano, tanto a Eddington como a Finkelstein. De
manera mas influyente, Misner, Thorne y Wheeler, en su libro Gravitation, se refieren
a estas coordenadas nulas con ese nombre.
Partimos de la métrica

2 _ 21 _Ts 2 d—7"2 2 1092
ds? = —c (1 T)dt iy e (9.193)
- (1 . E) Sy ] g2 (9.194)
n r (1 —rg/r)? '

Definimos una nueva coordenada radial, conocida como la coordenada de Regge-Wheeler
o coordenada tortuga
dr

dr, = ——
" 1—rg/r

(9.195)
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es decir

re =7 +7rln (1 - 1) (9.196)

T's

Cuando r — r, la coordenada r, — —oo es decir que nunca llegamos al horizonte,
como una cierta tortuga en la historia de Zenén de Elea. Entonces

ds? = (1= =) [~cdt? + dr?] + 122" (9.197)
Para un rayo de luz (ds? = 0) radial (df = d¢ = 0), tenemos c*dt* = dr? es decir
ct = £r, + constante (9.198)
Tenemos la misma estructura de cono de luz que en el espacio plano
ct — r, = constante, representa rayos de luz saliente

ct + r, = constante, representa rayos de luz entrante

Como en el caso de las coordenadas de Lemaitre, vamos a promover las constantes de
integracion a nuevas variables

u = ct — ry, un rayo de luz saliente tiene, u = constante
v = ct 4+ 1, un rayo de luz entrante tiene, v = constante
Podemos entonces definir los siguientes sistemas de coordenadas:

- (u,r,0,¢0): coordenadas de Eddington—Finkelstein salientes (también llamadas
retardadas)

- (v,7,0,0): coordenadas de Eddington—Finkelstein entrantes (también llamadas
avanzadas)

- (u,v,0,¢): coordenadas de Kruskal-Szekeres

En las coordenadas de Eddington-Finkelstein

Entrantes: ds* = — (1 — _7“5> dv?® 4 2 dv dr + r2d? (9.199)
r
Salientes: ds* = — (1 - _7“5) du® — 2 du dr + r*dQ? (9.200)
r

Aunque aparece 1 —r/r, la métrica no es degenerada porque el determinante es distinto
de cero. Podemos de nuevo estudiar el cono de luz del espacio pero ahora con un sistema
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de coordenadas que es valido para todo el espacio. Considerando las coordenadas de
Eddington—Finkelstein entrantes y suponiendo df = d¢ = 0, tenemos que para un
rayo de luz (lo que define el cono de luz)

ds? = — (1 - T-) dv? +2dvdr =0 (9.201)
T
es decir
dv =0 (9.202)
dv 2
dv _ 9.203
dr1-17 ( )
v A
l\ y constante
: > r
0 7,

Una vez cruzado el horizonte, el tnico futuro posible para cualquier observador o

rayo de luz es r = 0, la stngularidad.

[ El agujero negro atrapa el futuro de los observadores J

No es posible escapar hacia regiones con r > r, una vez dentro del horizonte ya que
corresponde al pasado de este observador. Salir del agujero negro significaria ir hacia
el pasado. El radio » = r¢ define una superficie nula, llamada horizonte de eventos,
que separa causalmente el interior del exterior. Puede demostrarse que en esta region
el vector de Killing 0; se vuelve de tipo espacio cuando r < rs.

9.3.5 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

En estas coordenadas, tenemos

ds? = — (1 - 7"—) du dv + r2d0>? (9.204)

r
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Pero en estas coordenadas, el horizonte, r = r, esta en r, = —o0 es decir en u = 00
ov=—-o0yaqueu=ct—r,yov=ct+r, Para que el horizonte se encuentra a un
valor de coordenada finito, usamos

U=—e W2V =e/%s (9.205)

es decir que el horizonte se encontrard en U =0 o V' = 0. Tenemos

1D (i _ 1) _ s mrireesy (9.206)
T r o\ 71, r
De hecho
V—U Ty T T
= - 4Inl==1 9.207
2r, Ty Ty +in (7"3 ) ( )

entonces la métrica en coordenadas de Kruskal-Szekeres toma la forma

ds? = — 18 er/ms o=/ 20 gy 00120 Gy 4 12002 (9.208)
T
— Dt (20U (2r,dV) + r2d
T
47"? —r/r 2 2
=~ dU dV + r%dQ (9-209)

Para diagonalizar esta métrica, definimos

U=cl'-X, V=c+X (9.210)
lo que nos da
ds® = 47@@’“/7"8 (—c%zT? + dX2) + r2dQ? (9.211)
con
cthre  _ct—r
vV ; U _ el _|_2@—U/2r5 e J;e /2 cogh (20:5) (9.212)

T ct
= /— —1e"?=cosh 9.213
- e’’’ cos (27"3> ( )

De forma similar

V+U t / t
T = —; — ™/ sinh (267*5) — 7’% — 1¢e"/?"s ginh (207“3> (9.214)

- 112 —




En estas coordenadas, r = constante, corresponde a hipérbolas
X? — ®T? = constante (9.215)

El espacio correspondiente a r > r, se transforma en las coordenadas de Kruskal-Szekeres
como

—c0o<U<0 y 0<V<oo (9.216)

De manera equivalente, en las coordenadas simétricas (7', X), esta region corresponde
a

X>0 y X*—cT*>0 (9.217)

es decir, el exterior del agujero negro se encuentra en un cuarto del espacio en las
coordenadas de Kruskal.

ct

A

T Las lineas con r = constante se representan
C

como hipérbolas
t constante

X2 — 2T? = constante > 0

r constante Las lineas con t = constante se representan

X como rectas que pasan por el origen

— = constante
T

En conclusiéon, hemos definido en el plano
(X, T) la region exterior del agujero negro,

es decir, aquella para la cual r > r,.
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s
o1 - . . . ) Vs
Para describir la parte interior del agujero o ! constante ¢

A

/r constante

negro, necesitamos un cambio de variables
similar al utilizado anteriormente. En este

t
=,/1 e"/?"s cosh ( ¢ )

2r
X =,4/1 e"/?"s sinh < ct )
2r

En esta region, las curvas de » = constante
estan dadas por

caso, definimos

AT? — X? = constante > 0
es decir, son parabolas. La singularidad en r = 0 se encuentra en
AT - X*=1 & I=+V1+X2 (9.218)

lo que representa dos soluciones simétricas. De manera similar, para cada valor de
r = constante, existen dos curvas en el espacio de Kruskal-Szekeres. Todo el agujero
negro se encuentra en la mitad del espacio en las coordenadas (7', X'). No hay ninguna
razén para eliminar ninguna de las regiones; la tinica condicién fisica es que r > 0.

(I) representa la parte exterior de la solucién de Schwarzschild.

(IT) representa la parte interior del agujero negro.

(III) representa la parte exterior de un nuevo espacio (un universo paralelo).

(IV) representa la parte interior de un nuevo espacio (universo paralelo).
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La union (I) U (II) forma el agujero negro, mientras que (III) U (IV) representa un
agujero blanco. La unién total (I) U (II) U (III) U (IV) es la extensidon maxima
de la solucion de Schwarzschild. Por ejemplo:

- Una particula que cae desde (I) hacia (II) corresponde a un objeto cayendo dentro
del agujero negro.

- Una particula que pasa de (IV) a (I) corresponde a un objeto saliendo de un
agujero blanco.

El agujero blanco es el reverso temporal del agujero negro: todo puede salir de él,
pero nada puede entrar.

9.3.6 Diagrama de Penrose

Una manera de visualizar globalmente este espacio es compactificarlo, es decir, trans-
formar el espacio infinito en una regién finita. Para ello, se hace el cambio

U=tan¢, V =tann, (9.219)

lo que transforma +o0o en +£7. Esto permite representar todo el espacio de manera
finita en los llamados diagramas de Penrose. Recordando que

UV = (1 - TL) e/ (9.220)
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obtenemos que cuando:

r=r, = UV=0 = £=00n=0 (9.221)
r=0 = UV=1 = 5+n:g (9.222)
r=oco0 = UV=-00 = fzigon::&g (9.223)

Los puntos notables son

14 : infinito futuro

i_ : infinito pasado
1o : infinito espacial
7 : infinito nulo futuro

#~ : infinito nulo pasado

Este espacio no representa necesariamente algo fisico, de hecho el espacio real proviene
del colapso de una estrella. El diagrama de Penrose para una estrella colapsando no
contiene agujero blanco.
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materia colapsando

exterior de la estrella
la solucion de Schwarzschild
interior de la estrella es correcta
la solucién de Schwarzschild
no es correcta

diagrama de Penrose para
una estrella colapsando
no hay agujero blanco
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CAPIiTULO

Cosmologia

10. Espacio homogéneo e is6tropo

Una de las ideas centrales en cosmologia es el principio cosmoldgico. Es decir, que a
escalas suficientemente grandes, el universo es is6tropo y homogéneo.

e Universo is6tropo pero no homogéneo: el universo es isétropo soélo para el
observador central.

e Universo homogéneo pero no isétropo: es homogéneo para cualquier obser-
vador en un nodo.

e Universo homogéneo e isétropo: estas condiciones deben cumplirse para
cualquier observador, en cualquier punto y en cualquier época.

EEEESN
EEEEN
EEEEBS
E R RN
EEEEN
el universo es isétropo el universo es _hompgéneo_ el universc_: es homogéneo
en este caso es una invarianza discreta e isétropo

para el observador central .
y no continua
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Por lo tanto, necesitamos construir un espacio que sea homogéneo e isétropo en cualquier
momento t. Podemos de nuevo ocupar la ecuacion de Killing con las simetrias que ten-
emos. Pero ahora el problema es suficientemente facil para discutirlo de otra manera.
La métrica mas general compatible con estas simetrias es:

ds® = —c*dt* + a*(t) ds; (10.1)

donde a(t) es el factor de escala, y ds3 es la métrica espacial de un espacio homogéneo
e isotropo. Supongamos que el factor dependiera también de x, es decir a(t, x). Esto
implicarfa una direcciéon privilegiada, contradiciendo las simetrias. Por lo tanto, la
forma escrita arriba es la més general compatible con el principio cosmologico. El tér-
mino ds3 describe un espacio con 6 simetrias (3 rotaciones y 3 traslaciones): un espacio
maximalmente simétrico en 3D. Como en 4D los espacios maximalmente simétricos son
Minkowski, dS y AdS, en 3D también tenemos tres posibilidades:

10.1 Espacio plano: R?

ds* = dz* + dy* + d2* (10.2)
En coordenadas esféricas:]
x =rsinf cos ¢ (10.3)
y = rsinfsin ¢ (10.4)
z=rcost (10.5)
obtenemos
ds* = dr? + r*d6* + r*sin® Od¢? (10.6)

10.2 Espacio con curvatura positiva: 3-esfera

El segundo espacio se puede construir como la 3-esfera en 4 dimensiones. Es decir como
subvariedad en R*:

Py rwt =R (10.7)

La esfera tiene una curvatura positiva, es decir que lineas paralelas convergen. Podemos
definir 22+y?+22 = r? es decir que (10.7) se transforma en w? = R?—r?. Pero, sabemos
que para la superficie 2% + y* + 2% = 72, la métrica es (10.6) y como

dw = ————dr (10.8)
RQ _ TQ
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La métrica inducida es

ds* = da* + dy? + d2* + dw?
2
R2 _ 2
2

= —R2R Sdr? +r? (d6* + sin® 0d?)
-Tr

= dr® +1? (d6® + sin® §d¢?) + dr?
También se puede parametrizar como

x = Rsin ysinf cos ¢
y = Rsinysinfsin ¢
2z = Rsin y cosf

w = Rcosy
y por lo tanto, con una métrica
ds* = R? [dXQ +sin® x (d02 + sin? 0dgb2)}

10.3 Espacio con curvatura negativa: hiperboloide

(10.16)

El tltimo espacio es la hipérboloide H3, incluida en R (espacio de Minkowski) que

podemos definir como superficie con ecuacion

2+ + 22 —w? = —R?

(10.17)

Este espacio tiene curvatura negativa, es decir que las lineas paralelas divergen. De

nuevo, consideramos r? = 22 + y? + 22 es decir w? = R? + r%. Por lo tanto, la métrica

inducida es

ds* = —dw? + dz* + dy* + dz*
2 19
— —% +dr? +1? (d62 + sin? 0 dgb2)

2

T RZ g2

dr? +1r* (d6® + sin® 0 d¢?)
También se puede hacer el cambio » = Rsinh x, lo que lleva a

ds* = R? [dx2 + sinh? y (d92 + sin? @ d(bQ)}
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10.4 Métrica FLRW en coordenadas esféricas
En conclusiéon, en coordenadas esféricas podemos unificar las tres geometrias con
2

ds* = 5
1 — ki

+ 7% (d6® + sin® 0 d¢?) (10.22)

donde
+1 esférico

k=<0 plano

—1 hiperbdlico

La métrica completa en coordenadas (¢,7,0,¢) es

2
ds* = —2dt* + a*(t) =+ 17 (d6? + sin® 0 d¢?) (10.23)
1 — kg
Redefiniendo la coordenada r como 7 = %, tenemos
2 2 7,2 2 2 dr? 22 (102 | a2 2
ds® = —c*dt* + R a*(t) - + 7 (d6” + sin” 0 d¢?) (10.24)

Redefiniendo ademas el factor de escala a(t) = Ra(t), llegamos a

2
ds? = —2dt* + a*(t) [1 —= 7 (d6* + sin* 6 d(bQ)} (10.25)
Y finalmente, omitiendo las barras, tenemos
2
ds? = —c2dt* + d*(t) L 5+ r? (d6* + sin’ quﬁz)] (10.26)
— kr

Esta es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). En este espacio,
se produce un corrimiento al rojo (redshift) debido al factor de escala a(t).
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Lo podemos escribir también en coordenadas (t, x, 6, ¢)

ds? = —2dt? + a3 () [ dx® + SE() (A6 + sin? 0 dg?) | (10.27)
donde
sinx sik=+1
Se(z) =1z sik=0
sinhz sik=-1

10.5 Corrimiento al rojo en el espacio FLRW

Imaginamos que estamos en 7 = 0 y que recibimos a tiempo t; un fotén emitido desde
r1 en el tiempo ¢;. Como el foton sigue una geodésica nula

dr?
1—kr?

ds® =0 = —c*dt* + a*(t) (10.28)

obtenemos

dt d
-4 (10.29)

W) T Vi—k2

el signo significa que el fotoén viene hacia nosotros, es decir cuando ¢t aumenta r decrece

ot v dr " dr
c — — _ S S — (10.30)
, a(t) o V1 — kr? o V1—kr?

Cuando se emite un segundo foton en el tiempo t; + 0ty y se recibe en ty + dtg, tenemos

oot gt T dr
c / — = / —_— (10.31)
t1+8t1 a(t) o V1—Fkr?
La parte derecha no cambia ya que la fuente se encuentra en la misma posicién rq
aunque la distancia fisica a nosotros a cambiado. La diferencia entre (10.30,10.31) es

ot gy bedt
/ —_ / — =0 (10.32)
to+5to CL(t) to a(t)

e

Sabemos que para una onda electromagnética, dos crestas estan separadas por

A Ar
(Stl - —e, 6t0 - — (1034)
C C

lo que implica
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con A, la longitud de onda emitida y A, la longitud de onda recibida. Tenemos

Ae Ar
= (10.35)
a(ty)  a(to)
la longitud de onda cambia, porque el factor de escala cambia
)\,« a(to)
— = 10.36
)\e a(tl) ( )
Se define el redshift como
/\r — )\e a(to)
— = -1 10.37
TN T al) (10.37)
Usualmente se normaliza a(tg) = 1, entonces
U S (10.38)
() '
0
42— (10.39)
() '

10.6 Distancia luminosidad

En cosmologia, para medir distancias y comparar-
las con nuestro modelo, necesitamos definir lo que se
SUPT°® Jlama la distancia de luminosidad. Consideramos
una fuente (por ejemplo, una estrella) que emite una

r=0
observador luminosidad intrinseca L. El flujo observado (es de-
cir, la luminosidad por unidad de superficie) es
flujo Ly
L
drd?

donde dj, es la distancia de luminosidad. En un espacio plano sin expansion, d;, coincide
con la distancia estandar euclidea. Imaginamos que esta fuente con luminosidad L se
encuentra en la posiciéon r y el observador en » = 0. La energia emitida durante un
intervalo de tiempo At. es AF,, mientras que para el observador los parametros son
At, y AFE,. La luminosidad recibidas e emitidas son

AE, _AE,

Lr = AL e
At, At,

(10.40)
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Pero sabemos que

lgpm e Ve A (10.41)

Entonces
Le = Lp(14 2)? (10.42)

Es decir, si hay expansion del universo, se cumple L. > L,, lo cual significa que
recibimos menos luz.
Sabemos que el flujo también se puede definir de manera intrinseca como:

L.

= ¢ 10.4
4rd? (1043)
pero para el observador, el flujo corresponde a la luminosidad recibida dividida por la
superficie
L
F=-— 10.44
- (10.44)

La superficie total se define a partir de la métrica, més exactamente de la parte angular
a*(t)SE(x) (d6? + sin® 0 dp?) (10.45)

Tenemos
S = a*(t)S;(x)dm (10.46)

pero como miramos esta superficie hoy, tenemos a(t) = 1, es decir

S = SP(x)4m (10.47)
Por ejemplo, para un universo plano, Si(x) = x es decir S = 472
Entonces

L L

— _ 10.48

4rds S ( )
lo que implica, usando (10.42,10.47)

L. S
d2 = Tar = (1+2)2S7(x) (10.49)
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Es decir

dr = (14 2) Sk(x) (10.50)
Ademas, sabemos que la métrica FLRW es
ds* = —c*dt® + a*(t) |dx® + Sq(x) (d6* + sin* 6 d¢2)] (10.51)
Para una trayectoria radial (df = d¢ = 0) de un fotén (ds* = 0)
0=—cdt* +a*(t)dx*> = dy= cﬂ (10.52)

a(t)

o dt
X:/t o (10.53)

es decir

En conclusion, la distancia luminosidad es

dy = (14 2)S (/tt %) (10.54)

con tg el tiempo hoy. Esta integral se puede escribir de otra forma. Sabemos que

X .
l42=— = do=——dt (10.55)
a

a(t)

y definimos la funcién de Hubble como

a
H= " (10.56)
Entonces
dt = oAz (10.57)
(1+2)H(2)
lo que implica
o dt *dz
I 059

En conclusion, en funcion del redshift

dp = (1+2)S, UO %} (10.59)

La parte derecha depende de la teoria (ecuacion de Einstein), pero la parte izquierda se
puede medir experimentalmente. Asi, podemos comparar la teoria con observaciones.
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10.7 Ecuacion de Friedmann

Partimos de la métrica

2

ds? = —2di? + (1) [1 5+ 1 (d6° + sin? 6d¢2)] (10.60)
— kr
Los simbolos de Christoffel relevantes son?
la 1 aa kr
Ftln = F%o = F(2)2 = Fgo = Fg:s = Fgo = ca F?l = ol — kr2’ %1 = 1 — k2
(10.61)
I, = —r(1 —kr?), T3 = —cosfsingd, TIia;=—r(1—kr®)sin’f (10.62)
1, L, . . cos 0
o, = ETQaa, Iy, = Er2aa sin?f, Ty =1I%,= o (10.63)
Y las componentes del tensor de Ricci son
3G
Roo = ——29, (10.64)
a
2k + 2a%/c* + aa/c?
= 10.65
Roy = 12(2k + 24/ + aii/c?), (10.66)
R33 = SiIl2 0R22 (1067)
De lo cual podemos obtener las componentes del tensor de Einstein
1a?> k
k+a?*/c* + 2aa/c?
= 10.69
G —1+Fkr? ( )
Consideramos un fluido perfecto (1.41)
P
Tw=p+ 7 ) + Pg,, (10.70)
Para un observador en reposo respecto al fluido, tenemos
u' =(¢,0,0,0), w,=(—c0,0,0) (10.71)

2Se considera z° = ct YV goo = —1 y no otra convencién 20 =t Y goo = —c2.
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Entonces

Too = pc?, (10.72)
a2

T, =P 10.73

11 1 — k7’2, ( )

Tyy = Pa*r?, (10.74)

Tss = Pa*r?sin®6 (10.75)

Podemos ahora escribir la ecuacion de Einstein

8rG
GM]/ + Agwj = FTMV (1076)
Para la componente (0, 0)
1a*> k 87

Usando la funcion de Hubble H = a/a, la primera ecuacion de Friedmann es

9 9 kc?
3H® =8nGp+ Ac” — 3— (10.78)
a

Para la componente (1, 1), tenemos

Eoo1d 2 e
T ey 10.
a? c2a®> 2a ct (10.79)
. ke 87G
“3H® —2H - “ 4+ AP = P (10.80)
a (&

Las ecuaciones con componentes (2,2) y (3,3) nos dan la misma segunda ecuacion de
Friedmann. Podemos obtener una tercera ecuaciéon que no es nueva, sino una combi-
nacion de las dos anteriores. Tomando la derivada de la primera

kc?

6HH — 6~ H = 87Gp (10.81)

Por otro lado, la suma de las dos ecuaciones de Friedmann da

: kc? P
—2H + 2= = 87rG<p + g) (10.82)
multiplicando por —3H

. kc? P
6HIT — 6= H = ~3HSTG (o + g) (10.83)
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Comparando (10.81) y (10.83), se obtiene la ecuaciéon de continuidad
, P
p+3H(p+ ) =0 (10.84)
c

También se puede obtener directamente de V,7* = 0, mas exactamente de V, 7% = 0.
En las ecuaciones de Friedmann no se considera necesariamente un solo fluido. Para
cada fluido i, se tiene

Pi
pi+3H (pi + —2> —0 (10.85)
c
Y las ecuaciones de Friedmann se escriben entonces como

3H? — A + 3= =8G > i (10.86)

-~ kc? 871G
2 2 _ A
—3H* —2H — ol + A" = . g P, (10.87)
Lo que podemos reescribir

3H? = 87G (Z pi + pa + pk> (10.88)

“3H? - 20 = 8:2G (Z P+ Py + Pk> (10.89)

donde se define
pA = %, Py = —c*pa (10.90)
Pr = —3&Tk—§aQ, e = —C—ka (10.91)

Es decir, la constante cosmologica y la curvatura del espacio pueden ser descrito como
fluidos efectivos con ecuacion de estado

c

Py = —c®pr, P, = — 3P (10.92)
Nota que para estos dos "fluidos", la presion es negativa. Para los otros fluidos tipicos,
tenemos un fluido de bariones o de fotones. Las ecuaciones de estado son P, = 0 para
la materia o polvo, ya que las galaxias, materia oscura y visible--- se mueven con la

expansion sin otra interaccion que la gravedad y con muy baja velocidad. Para los
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fotones, que tienen alta velocidad, se produce presion. La ecuacion de estado se calcula
en fisica estadistica; para un gas de fotones, se tiene

2

P = %pr (10.93)
Entonces
3H? = 87G(pm + pr + pa + pr) (10.94)
. , 1
“2f —3H? = 87TG<% ~pa— gpk) (10.95)
Se asume que cada fluido satisface su ecuacion de continuidad. Es decir para la materia,
tenemos
. P
0= -+ 3H (o + 0—2) (10.96)
= pm +3Hp,, (10.97)
es decir
Om — 31 = -3% (10.98)
Pm a
lo que implica
Pm = pm,Oa_3 (1099)

La densidad de energia de la materia disminuye como el volumen a?, ya que tenemos
dilucién. Para la radiacion, tenemos

P, :
pr + 3H(pr n —2> — b+ 4Hp, =0 (10.100)
¢
es decir
Or— _4g = —4° (10.101)
pr a
lo que nos da
pr = proa " (10.102)

Tenemos un factor de dilucién por el volumen a®, pero también los fotones pierden
energia debido al corrimiento al rojo, con 1 + z = 1/a. Para la constante cosmologica,

P
pa+ 3H <pA n C—Q) —pr =0 (10.103)
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es decir que p, es constante lo que es consistente ya que

Ac?
= 10.104
A= ( )
Finalmente, para la curvatura del espacio
: Py :
pr+ SH(pk v g) — p+2Hp = 0 (10.105)
es decir
pr = proa”’ (10.106)
Lo que de nuevo es consistente ya que
3kc?
= 10.107
Pr 8rGa? ( )
Entonces la primera ecuaciéon de Friedmann se puede escribir como
3H? = 871G [pmjoa_?’ + proa” ! + pao + pkyoa_Q] (10.108)
Lo que equivale a una ecuacion diferencial de primer orden:
a 8tG
- = + = (Pm.0a™3 + proa=* + pao + proa=?) (10.109)

La raiz positiva (@ > 0) corresponde a un universo en expansion; la negativa, a uno en
colapso. Esta ecuacion puede resolverse numéricamente para obtener a(t), y por tanto
H(t). Esto depende de parametros libres como py, 0, pr.0, PA0, Pko- Pero podemos usar
otra estrategia, en la cual expresamos las evoluciones en funcién del redshift y no del
tiempo. Evaluando la ecuacion de Friedmann hoy (a(ty) = 1), obtenemos

3HS = 87G (pmo + pro + Pro + Pro) (10.110)

También, definimos los parametros de densidad

QO G

i0 = S Pi 10.111
70 3H§p70 ( )

lo que transforma la ec.(10.110)

Qo+ Qro+ Qo+ Qo =1 (10.112)
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La ecuacion de Friedmann (10.108) se reescribe como
— = Qnoa? + Qoat + Qo + Qoa? (10.113)

Y usando 1+ z = 1/a, obtenemos

H2
7= Qo1+ 2)° + Quo(1+ 2)* + Qao + Qo1 + 2)? (10.114)

0
Esta expresion para H(z) permite calcular dy(z) y compararlo con los datos observa-

cionales.

46

5 log(d;) + constante

3350 02 04 06 08 10 12 12

Por ejemplo, se obtiene
Qo >030, Qpro~0.70, Qpo~0, Q00 (10.115)

Finalmente, de estos parametros podemos obtener la edad del universo (10.57)
T /to dt /OO dz 13.8 x 10° ai (10.116)
= = ——— ~13. anos .
0 o (14+2)H(z)

con Hy ~ 68 kms~! Mpc .
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CAPIiTULO

Ondas gravitacionales

11. Teoria linealizada

Para definir las ondas gravitacionales, consideramos una perturbacion del espacio. Las

fluctuaciones alrededor de un espacio estatico describen ondas gravitacionales. Por eso,

tomamos el espacio de Minkowski y una perturbacion h,

Guv = Nuw + h,ul/

(11.1)

Para calcular los simbolos de Christoffel, necesitamos el inverso de la métrica g*”. Por

definicion
9" Gar = 0}
Definimos
Gov = Naw + Paw, g = M + algo™®
Entonces

9" Go = (M"* + algo“a)(nau + hay) = 0

Expandiendo al primer orden, obtenemos
N hey + algo"*na, =0
es decir

h*, + algo”, =0
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o bajando/subiendo el indice con la métrica 7, ya que es de orden 0
algo"” = —h* (11.7)
es decir
g =" = n (11.8)
Al segundo orden, el procedimiento es similar
g =" — h* + algo™” (11.9)
Usando la relacion definiendo el inverso (11.2)

9" G = O = (" — h"* + algo"*) (Nay + haw) (11.10)
=0 — h*, 4+ h*, — h**hq, + algo”, + O(h?) (11.11)

lo que nos permite obtener algo”, y en conclusion
g =n"" =" + R+ (11.12)

En esta seccion, estaremos interesado a la perturbaciéon al primer orden, de lo cual
podemos obtener los simbolos de Christoffel al primer orden

I, = %Q”A(aygux + 0uGru — OrGyuw) (11.13)
S Y RSN (11.14)
SEVSCYRER VNN (11.15)
_ %(@h(’u + 0%, — O ) (11.16)
No hemos considerado el termino de orden 0
%n‘”(amm + 0y — ) (11.17)

ya que trabajaremos con coordenadas cartesianas y por lo tanto ese termino es nulo.
De forma similar, el tensor de Ricci es

_ a a a B8 a
Ry, = 0,15, — 9,8, +T0,I0, — T2, T, (11.18)
los dos tltimos términos son de segundo orden y
1 1
re =-o0,h%, ==0,h 11.19
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donde hemos definido h*, = h. Por lo tanto, tenemos
1 6 6
Ry = 5 (0ouh®, + Oavh®,, = Oy = Oy h)
De lo cual, podemos definir la curvatura escalar
R~n"R,, = 0.,3h* — Oh
y finalmente el tensor de Einstein
1
G,ul/ = R;u/ - §Rg;u/
1 1
~ §(awhay + Oyah®, — Ouh — Ohy,) — 5nw(f),whf’éﬁ — Oh)

Podemos eliminar de esta expresion, h usando el cambio de variables

- 1
Py = Dy — 577Wh

lo que implica

y por lo tanto

>

- 1
h,ul/ = hw/ - 577;uj

El tensor de Einstein en funcién de B,w es

1 - _ _ _
GMV = 5(6Mahau + auahau - Dhl“/ - nMVaa/Bhaﬁ)

Finalmente, la ecuacién de campo al primer orden de perturbaciones es

_ _ _ _ 167G
Oy + 0 Oaph® — Buah®, — Dyah®, = _C—ZTW

11.1 Gauge

(11.20)

(11.21)

(11.22)

(11.23)

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(11.27)

(11.28)

Esta ecuacion puede ser simplificada si cambiamos de coordenadas. Podemos hacer

una transformacién

g > 2,
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pero para que sea consistente con nuestra expansion al primer orden, la transformacion

tiene que ser lineal
ot =zt 4+ &*  con & pequerno.

Bajo esta transformacion, la métrica se transforma como

, Oz 9dP
S = 900 G

y también
gt = g/t — ¢
lo que nos da

O(a' — &%) 0(a" — &)

9w == (Nap + hap)

ox'm ox™
= (roa+ o) (57— 550) (32— 55
~ N+ Py = Ty %553 ~ Tap gii O
A

pero al primer orden

o¢r ¢ daT o ( 5 ago) e

ox't — Oz° Ox'm  Oxc \ M Oxm ) T Qxr

por lo tanto

o, €,

ox+  Oxv
= N + Py — 06 — 00,

gL,, ~ Ny + Py —

Por lo tanto, si definimos la perturbacion en las nuevas coordenadas como

G = T + B

(11.30)

(11.31)

(11.32)

(11.33)

(11.34)

(11.35)

(11.36)

(11.37)

(11.38)
(11.39)

(11.40)

entonces, bajo una transformacion infinitesimal, la perturbacion se transforma como

h:w = hyw — 0§ — 0&,
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Es muy parecido al campo electromagnético, donde uno puede hacer una transformacion
del 4-potencial

A=A, + 9 (11.42)

sin cambiar el campo eléctrico E ni el campo magnético B. Esto se llama una transfor-
macion de gauge. De manera similar, tenemos una transformacion para la perturbacion
métrica (11.41) que no cambia los tensores de Riemann, Ricci, ni el escalar de Ricei.

Nota que podemos interpretar esta teoria linealizada como una teoria de campo
(campo h) sobre el espacio de Minkowski, donde el potencial h,, juega un rol analogo
al de A, en el electromagnetismo.

Al igual que en el caso electromagnético, podemos elegir £# como queramos. En
ese caso, se dice que fiyjamos el gauge. Hemos cambiado de perspectiva: seguimos
trabajando con las mismas coordenadas x*, pero hemos redefinido el tensor h, = h,,,.
Es similar a pasar de una transformaciéon pasiva a una activa.

Por ejemplo, podemos trabajar en el gauge de Hilbert

d,h", =0, (11.43)
lo cual es anédlogo al gauge de Lorenz en electromagnetismo
0, A" = 0. (11.44)
Pero porque podemos elegir este gauge. A partir de la transformacion
h;w = hy — 0,6 — 0,8, (11.45)
podemos obtener la transformacion de la traza
h' = n“”hiw =h —20,&" (11.46)
Entonces, la perturbaciéon reducida f_LW transformada es

1

Moy = iy = S’ (11.47)
= (= B4 — 0uby) — 3 (h — 20,6%) (11.43)
= hy — %mwh — 0,& — 008, + 108" (11.49)
= hyy — 0,8 — D€ + 10l (11.50)
Ahora, derivando
O"h,, = 0"hy,, — 08, (11.51)
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Entonces, siempre podemos elegir el campo &* de tal manera que
¢, = 0"h, (11.52)
Esto nos permite fijar el gauge de Hilbert
0"hi,, =0 (11.53)

La condiciéon que hemos definido no fija totalmente el gauge. De hecho, podemos elegir
&, de tal manera que

0, = 0"hy,. (11.54)
Pero todavia podemos agregar una transformacion adicional a &, del tipo ¥, con
0w, = 0. (11.55)

Es decir, en lugar de considerar solo la transformacion &, consideramos &, + ¥,. Como
LW, = 0, se sigue que

D(Sl/ + \Iju) = 8MBMV7 (1156)

por lo tanto, se mantiene la condiciéon de Hilbert. Esto implica que atn tenemos

una libertad residual de gauge tal que LW, = 0. Para fijar completamente el gauge,

debemos imponer condiciones adicionales sobre W, lo que vamos a ver mas tarde.
Considerando el gauge (11.43) la ec.(11.28) se reduce a

. 167G
Oh,, = —C—ZTW (11.57)

Es decir una ecuacion de onda con fuente 7, y velocidad c. En el vacio, tenemos
Ohy =0, 9"h,, =0 (el gauge) (11.58)

11.2 Onda progresiva

Buscamos una soluciéon tipo onda progresiva

By = Ayeto (11.59)

donde A,,, es una constante (tensor de polarizacion) y k, el vector de onda. La ecuacion
Oh,,, = 0 implica que

Ky =0 (11.60)
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es decir, la onda es de tipo nulo, se propaga a la velocidad de la luz. Para una propa-
gacion en la direccién z, tenemos

ko = <f,0,0,kz> (11.61)
&
y la condicion k“k, = 0 implica
2
T bR =0 = k=Y (11.62)
C C

Por lo tanto, el término de fase es

ihat® = i (‘—”ct + ‘—"z> = iw (t + f) (11.63)
C C C

lo cual describe una onda que se propaga en la direcciéon +z o —z. La condiciéon de
Hilbert 8”71“,, = 0 implica

Akt =0 (11.64)
Por ejemplo, para v = 0 se tiene
Aook‘o + Alokl + A20k2 + Agok?’ - 0 (1165)

Esto implica que los coeficientes A,, no son independientes. Como A,, es un ten-
sor simétrico, tiene inicialmente 10 componentes independientes, pero la condicion de
Hilbert nos da 4 relaciones. Por lo tanto, quedan sélo 6 componentes independientes.

Como lo hemos visto, podemos hacer una transformacion adicional tal que LJU” =
0. Sea

U = BYeika” (11.66)
Entonces
Ov” = —k*k, 0" =0, yaque k%, =0 (11.67)
Como hemos visto, bajo esta transformacion el campo perturbado se transforma como
Wy = hyw — 0,0, — 8,9, + 1,0, 0" (11.68)
Sustituyendo explicitamente ¥ = BYetka®

By = Iy — 0u(Bye™ ™) — 8, (B,e™*") + 1,,00(B*™*") (11.69)
= A e —iB, ke —iB, ke + iy, B ket (11.70)
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por lo que
A:W = A, —ik,B, — ik, B, + inu,k.B* (11.71)
Podemos elegir B, de tal forma que
A, =0, A;=0 (i=1,23) (11.72)
Estas condiciones se traducen en el sistema

" A + 20k B, = 0 (11.73)

Este sistema lineal puede escribirse como:

KK K2 B (B —In AL,
K=k 0 0 B, —iAn

= 11.
l{?Q 0 —]{ZO 0 BQ —iAog ( 75)
k3 0 0 —kY B3 —’iAog

Este sistema tiene solucion tnica si el determinante es distinto de cero. Se verifica que
det = —(K°)* [(K°)* + (k") + (K*)* + (K*)?] # 0. (11.76)

Por lo tanto, existe una transformacion tal que
n“”Aiw =0, Ay =0. (11.77)

Esta transformacion fija completamente el gauge y se llama gauge T'T (Transverso-sin
Traza), es decir

- Transverso: Ay =0
- Sin traza: n*”A,, =0
Sabemos que Ay =0y que A,,k” = 0. Para ;x = 0 se tiene
Agok® 4+ Agr k' 4 Agok? 4+ Agsk® = 0 (11.78)
Pero como Agy; = 0, esto implica

Ak =0 = Ap=0 (11.79)
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Por lo tanto
Agpy =0 (b=0,1,2,3)

Esto implica que para h,, = A, e tenemos

h()'u:()

y como n**'A,, =0

Recordando que

obtenemos

z

(11.80)

(11.81)

(11.82)

(11.83)

(11.84)

Consideramos una onda con fase iw (t — E) es decir propagando hacia z creciente.

Entonces

ku = (%a()?()a _%>

La condicién de Hilbert, A, k" = 0 implica

Apw—A,.=0
Pero ya que A,y = 0, se deduce

A,.=0
Por lo tanto, los tinicos componentes no nulos son
Age, Ay, Agy

Ademas la condicion sin traza implica

Ay + A, =0
Definimos

Azx = a4, Aa:y = Qx
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Entonces

heo(t, z) = ay cos[w(t — z/c)] modo + (11.91)
hay(t, 2) = ax cos[w(t — z/c)] modo x (11.92)
Nota que habiamos considerado nuestra perturbacién como una exponencial compleja,
lo cual es un ansatz matematico para buscar soluciones més facilmente. Sin embargo,
fisicamente, la perturbacion del campo gravitacional debe ser real, por lo tanto, al final
tomamos la parte real de la expresion compleja

Py () = R{ A, e} (11.93)
Se denotan usualmente como
hy(t,z) = ay coslw(t — z/c)], (11.94)
hy(t,z) = ax cos|w(t — z/c)]. (11.95)
En conclusion, tenemos
00 0 O
Oay ax O
= - 11.
Py 04y —a, 0 cos|w(t — z/c)] (11.96)
00 0 O

donde (h,, hy) representan los dos modos de polarizacion de la onda gravitacional. El
tensor h,,, tiene 10 componentes. El gauge de Hilbert fija 4 condiciones y el gauge T'T
fija otras 4, dejando 2 componentes independientes: son los dos grados de libertad del
campo gravitacional.

11.3 Efecto sobre la distancia

En el gauge TT, tenemos la métrica
ds® = —=c*dt* 4 (05 + hy;" )dax'da? (11.97)

donde h[;" es transverso y sin traza, h/;' 6" = 0. Sea una particula libre, que satisface
la ecuacion de geodésica. Inicialmente, antes de que la onda pase, la particula esté en
reposo:

v'=0, 2°=ct (11.98)
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En presencia de la onda gravitacional, la ecuacion de geodésica es
d?at p dz® dz”

+ -

dr? B dr dr

A primer orden, los simbolos de Christoffel relevantes son

-0 (11.99)

| ONTT
v (11.100)
0= 3 8 (11.101)
) 1 , , ,
;k = 5 (ajhlkTT + 8khleT . azhfl;f) (11102)

Pero para particulas inicialmente en reposo, dz'/dr = 0 al inicio, y entonces al primer
orden obtenemos
d?z
dr?

Por lo tanto, la particula permanece en su posiciéon original. No hay desplazamiento

~0 (11.103)

observable de una sola particula. Pero como lo vamos a ver, es s6lo un efecto del sistema
de coordenadas. Para detectar un efecto fisico, necesitamos al menos dos particulas y
medir la distancia entre ellas. Sea A en z’y = (0,0,0) y B en x%; = (x,y, 2), ambos en
el mismo instante . Entonces, la distancia cuadrada es

L? = g (@l — ) (x — 2%) 11.104
= g;; (2l — 24)(z — 7))  (porque 2% = 2%} = ct) 11.105

(
(
= gijwswyy  (porque xy = 0) (11.106
(
(

)
)
)
)
)
)

= (6 + hl)alya] 11.107
= Lj(0; + hl")n'n? 11.108
= Lj (14 hf"n'n?)  (porque n'n; = 1) (11.109

donde n' = z%/Ly es el vector unitario en la direccion de separacion. Tenemos al
primer orden

1 o
L~ L0(1 + §hiTanan> (11.110)
Entonces, el cambio relativo de longitud es
AL 1 .
7 = ghy ' (11.111)
0

Este es el efecto medible del paso de una onda gravitacional: un cambio oscilante en la
distancia entre dos particulas inicialmente en reposo. Podemos concluir que si existe
un desplazamiento fisico, pero que se necesita observar al menos dos particulas para
detectarlo.
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11.4 Polarizaciones
Considerando dos geodésicas cercanas, para la primera tenemos

A2zt u dzx® dxP
+ -
dr? B dr dr

—0 (11.112)

y para la segunda

d?(zh + o) d(x® + 6x) d(2” + 62°)
dr? dr dr

Restando ambas ecuaciones y considerando que dx* es pequeno, obtenemos la ecuacion

+ ¥ (2 + o) =0 (11.113)

de desviacién geodésica

d*5z+ dx® dxP dz® doz?
oz’ o, It ,— — 2T —— =0 11.114
dr? tor B dr dr +=las dr dr ( )
Esta expresion se puede reescribir elegantemente como
D?§x# da? dz
= Rop /' ———dz” 11.115
Dr? A ( )
donde
Dox*  doxt dz“
= I, ——z” 11.116
Dt dr T las ar 0% ( )
= diva&t“ (11.117)
dr

es la derivada covariante de dz* a lo largo de la geodésica. Como las particulas de-
splazadas por la onda gravitacional se mueven de manera no relativista, tenemos

w
dr dr

Ademés, estamos en una de las dos geodésicas (la de la particula A), la cual se encuentra

(11.118)

en movimiento libre, por lo tanto

[hs(A) =0 Dgfu = dflfu (11.119)
Entonces
% = Raooiz_ajcz_ioéxa = Rjoo'0” (11.120)
donde
) ‘ . 1 0%hIT
Rjoo' = =0T + 0oLty = 5 at;] (11.121)
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Recordando que la métrica es
ds® = —dt* + 0;;dz"dx? (11.122)

tenemos que

dx® da’
dt* = dr* |1+ 6;j——— | ~dr? 11.12
g [ 0 dr dT:| T ( 3)
por lo tanto, dt ~ d7. Finalmente obtenemos
26zt 10°hLT
A I (11.124)

dt? 2 Ot?

Sea 027 (t) la desviacion con respecto a la primera geodésica. Esta desviacion depende
del tiempo y cambia a medida que pasa la onda gravitacional

d27 (t) ~ 627 (0) + términos de orden superior en h;" (11.125)
con 027(0) el valor antes de que pasa la onda. Antes del paso de la onda, se tiene

d*6xt  10°hf"

~ 9§ 11.12
a2~ 2 o " (0) ( 6)
es decir
. . 1 .
5zt (t) = 02'(0) + §hz;T(t, 2*)627(0) (11.127)
Como
OnrT
hit(t, 2%y ~ BT (t,0) + a—xka’f +... (11.128)
Y dado que
OhTT z*
ij k| o |3 TT
&C]k T T (11.129)

con \ la longitud de onda de la onda gravitacional. Entonces, en el limite A > 2*
(longitud de onda mucho mayor que la distancia entre particulas), se puede aproximar

hit(t, a*) ~ hlT(t,0) (11.130)
y asi
R i =4 i 1 TT ) J
r'(t) = oz (0)+§hij (t,0)627(0) (11.131)
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Recordando que (11.96)

00 0 O
Oay ax O
hyw = 0 ai _;+ 0 cos|w(t — z/c)] (11.132)
00 0 O
entonces se obtiene
1
dx(t) = dwo + §(a+5x0 + axdyp) cos wt (11.133)
1
0y(t) = dyo + §(ax(5x0 — a40yp) coswt (11.134)
dz(t) = 0z (11.135)

En el caso ay = 0 (polarizacion +)
1
dx(t) = dwg + §a+5x0 cos wt (11.136)
1
dy(t) = oyo — §a+5y0 cos wt (11.137)

Si inicialmente las particulas estan distribuidas sobre un anillo 6z3+dys = R?, entonces

(55“—“))2 n (1 oy(t) >2 _ R, (11.138)

1 )
1+ 5ay coswt — 504 coswi

lo que representa una vibracion de los ejes del anillo, es la polarizacion lineal +.

periodo T t=0 t=T/4 t=T/2 t=13T/4 t=T

Para el caso a; = 0 (polarizaciéon x), tenemos

2 2
oz + Oy n —o0x + 0y _ B2 (11.139)
V2(1 + % coswt) V2(1 — % coswt)

— 145 —



que es la misma ecuacion que (11.138) bajo una rotacion de w/4 de los ejes

dx + oy —dx + oy
ox — , Y —— 11.140
7 Y 7 ( )
9,
periodo T t=0 t=T/4 t=T/2 t =3T/4 t=T
Nota, que la matriz de perturbacion hiTjT es
ar ax 0
hi = [ ax —ay 0] coslw(t — z/c)] (11.141)
0 0 0
Bajo una rotacién por un angulo # alrededor del eje z
cosf —sinf 0
R =|sinf cosf 0 (11.142)
0 0 1
la perturbacion se transforma como
hit " = R Ry (11.143)
Esto implica
a!, = a4 cos20 — ay sin 20 (11.144)
a', = ay sin 20 + ay cos 20 (11.145)

Esta transformacion muestra que el sistema es invariante bajo una rotacion de 6 = , lo
que indica que en una teoria cuantica, la particula asociada a la gravitacion, el graviton,
tendra espin s = 2.
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11.5 Férmula del cuadrupolo

Para describir la produccion de ondas gravitacionales, consideramos la ecuacion lineal-
izada de Einstein en el gauge de Lorenz (11.57)

- 167G
Dh,uz/ - —TTHV (11146)
Esta ecuacion puede utilizarse en el régimen en el cual el tensor energia-momento
T,, es suficientemente pequeno, es decir, cuando el campo gravitacional es débil y la
velocidad caracteristica de las fuentes es pequena en comparacion con la velocidad de
la luz. Para cuantificar cuando esta aproximacion es vélida, se introduce el parametro

de compacidad definido por:

GM
o 11.14
2R (11.147)

[1]

Este parametro indica cuanto intensa es la gravedad de una fuente. Algunos ejemplos
tipicos son:

- Tierra: =~ 101
- Sol: =~ 106

Estrella blanca: = ~ 10~% — 1073

Estrella de neutrones: = ~ 0.2

- Agujero negro: =~ 0.5

Como se ve, las ondas gravitacionales producidas por sistemas con = < 1 pueden ser
tratadas dentro del marco linealizado. En cambio, para objetos muy compactos como
estrellas de neutrones o agujeros negros, es necesario un tratamiento méas completo o
numérico.
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La solucion general a la ecuacion de campo linealizada (11.146) es

[x—x'| s
(et
= — 11.14
by (t, %) o / ¥ d°x ( 8)
Recordamos que
1
A = —476®¥ (x — x') (11.149)
|x — x|

Por lo tanto

2 [x—x'| |x—x'| /s
. 4G 1atTW<t_T>X> ATW(t—T,x)
Ohy(t,x) = — [__
|x — /| 1
+ T (t - ,x' A\x — X,’] d*x’ (11.150)
pero
1 —x .
— 0T <t _kx - x |,x/) + AT, (t _be=xl : x |,x'> (11.151)
1 1
= =5 0u T (u,X) + 50T (u,x) = 0 (11.152)

Si el observador se encuentra muy lejos de la fuente, es decir, |x| > |x/|, entonces

expandimos el denominador con r = |x| y n = x/r
/
Ix — /| :T‘n——

=0T
:T\/l_gn.§+(§)2:r<1—n;ﬁxl)+O<|j;|2) (11.153)

La métrica perturbada toma entonces la forma aproximada

clr

P (tx) = 26 /TW (t - E,X’) &3z’ (11.154)
La conservacion del tensor T*” al primer orden es
8, T =0 (11.155)
Para v =0

1 .
—=0T" +9,T" =0 (11.156)
C
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y para v =j
—%atTOJ' + 9T =0 (11.157)
Aplicando derivadas temporales a (11.156) y usando (11.157)
éafTOO = 0,0,T"" = ¢0,0,T" (11.158)

es decir

1 a2TOO 62Tz J

— = — 11.159
2 Ot? oxt0x ( )
Multiplicando (11.159) por xz¥z” e integrando
1 aQTOO . 5 82Tij . 5
= oz~ P dxr = prr i P d’x (11.160)
Mediante integracion por partes (ignorando los términos de borde)
0*TY
D 3, kp 73
/axiaﬂ.x P d x—Q/T d’z (11.161)
Entonces se deduce
L [T s kp 13
= 5 xxpdm:2/Tpdx (11.162)

Ademas, como la derivada temporal es independiente de la variable de integracion
espacial, se puede sacar fuera de la integral

1 02T 1 d?
2| o kol Py = ey /Too(t, x)zF o dPx (11.163)
c c

Finalmente, para fuentes no relativistas, se puede aproximar

T% ~ pc? (11.164)
Y definimos el tensor de inercia
I (t) = /p(t,x)xk:vp d>x (11.165)
entonces
Iy = Q/Tkp(t,x) AP (11.166)
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Finalmente, insertando en la ecuacion (11.154)

hij(t,x) = zTGTIij (t . g) (11.167)
Esta es la formula del cuadrupolo para ondas gravitacionales generadas por una
fuente débil y no relativista.

Cuando tenemos una soluciéon de onda en la direcciéon n en el gauge de Lorenz,
podemos obtener la forma fisica medible en el gauge (TT) mediante el uso del tensor
de proyeccion

Este tensor proyecta cualquier vector o tensor sobre el subespacio ortogonal a n. Sus
propiedades fundamentales son

Simétrico:  Pj; = Pj; (11.169)
Transversal: n'P; =0 (11.170)
Proyector: Py Py; = Py (11.171)
Traza: P; =2 (11.172)
A partir de P, se define el tensor de proyeccion TT (llamado a veces A)
1
Agjri(n) = Py Py — §piijl (11.173)
Este tensor también es un proyector
Nijpr = Mg, n'Aij = nF A =0 (11.174)
Por lo tanto, si tenemos una onda h;; en el gauge de Lorenz, su proyeccion fisica en el
gauge TT es
hiit = Nijrt b (11.175)
Esta proyeccion garantiza que
n'h};" =0 (transversal), (11.176)
RET =0 (sin traza) (11.177)

Introduciendo el tensor de momento cuadrupolar como
1

Qi (t) = Iijj(t) — géij M I (t) (11.178)
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es decir
i 1, 3
Qij(t) = | p(t,%) (x ) —3x 5@-) d’x (11.179)

Es esta cantidad @);; la que aparece en la expansion multipolar del potencial gravita-
cional en el régimen cuasi-newtoniano, asi que es medible

B(t, %) — —GTM 38 Qi 1 (11.180)
La proyeccion del tensor /;; sobre el subespa(no TT elimina automaticamente la traza,
y por tanto
Nij il = Nij Qi (11.181)
La expresion final de la onda gravitacional observada en el gauge T'T es
hij' (t,%) = iTGr i k(1) Qr (f - —) (11.182)

Esta es la formula del cuadrupolo TT, que da la parte fisicamente observable de la
radiacion gravitacional.

11.6 Sistema binario

Consideramos un sistema binario compuesto por dos masas m; y ms, con vectores de
posiciéon ry y ry definidos respecto al centro de masa. Definimos

Posicién relativa: r=r; —ry (11.183)
Masa total: m =m; + mq (11.184)
Masa reducid e (11.185)
asa reducida: = .
n (m1 + m2)2
Las posiciones individuales en funcién de r son
rp= 2p = My (11.186)
m m
Y las velocidades respectivas
vy = @V, vy = My (11.187)
m m
donde v = 1 es la velocidad relativa. El tensor de momento cuadrupolar del sistema es
L; = /p(t,x)xixjdga: = ZmAxi‘xQ (11.188)
A
= marir] 4 morir) = Mrirj (11.189)
m
= nmr'r? (11.190)
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donde hemos usado que

. mo . mi
1=—r 5 =——T" 11.191
51 m T, Ty m r ( )

Calculamos la derivada temporal segunda de I;;
Ly = nm (2007 +1'a? + a'r) (11.192)

donde la aceleracion relativa se obtiene por la ley de Newton

G
a=71= ——Tn, conn=—- (11.193)
r r
Entonces
Ii; = nm {21}107 - —T(TW + nlrj)} (11.194)
r
= 2nm {vivj — —mnznﬂ (11.195)
r

donde usamos r* = rn’. El potencial gravitacional creado por un sistema binario en
movimiento no relativista a una distancia R es (11.167)

. 4 o .
Rid(t,x) = i@zm <vw - GTmnnJ) (11.196)

Para orbitas elipticas, las coordenadas de la particula reducida estan dadas por las
ecuaciones de Kepler. En coordenadas polares

P . Gm

T(gb) = m s gb == p_3(1 -+ e cos QZ))Q (11197)

donde p es el semilatus rectum, e es la excentricidad orbital y 0 < e < 1 para o6rbitas
elipticas. La relacion entre el semieje mayor a y el semieje menor b es e = b/a. En el
sistema orbital, definimos las siguientes bases

n = (cos ¢, sin ¢, 0) (11.198)
A = (—sing,cos¢,0) (11.199)

donde n apunta a lo largo del vector de separacion y A es perpendicular. La velocidad
relativa puede escribirse como

d .
v:a(rn) =Trn+roA (11.200)

- 152 —



El campo gravitacional emitido es, en el sistema orbital

4G?m?n

B —
c*Rp

[ — (1 +ecos¢ — e*sin® ¢) n'n’ + esing(1 + e cos @) (n'N + A'n?)

+(1+ ecos ¢)2Aw] (11.201)

e
Y

Para obtener las componentes fisicas que ve el observador, transformamos al sistema
(€, €y, €,), donde €, apunta hacia el observador. La base del sistema del observador,
orientado mediante los angulos  (inclinacion) y v (fase ascendente), se define como

e, = (cos~y, —sin~,0) (11.202)
e, = (cos fsiny, cos 5 cosy, —sin f) (11.203)
e, = (sin Bsin~y, sin 3 cosy, cos [3) (11.204)

lo que implica, la transformacion inversa, es decir las coordenadas (X,y,z) en la base

(€, €y, €:)

x = (cos 7y, cos sin~, sin 3 sin ) (11.205)
y = (—sin~, cos  cos~,sin 5 cos ) (11.206)
z = (0, —sin 3, cos f3) (11.207)
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El vector de separacion y su perpendicular en este sistema son

n = cos ¢xX + sin ¢y = (cos(y + @), cos Ssin(y + @), sin Ssin(y + ¢)) (11.208)

A = —sin ¢x + cos ¢y = (—sin(y + @), cos B cos(y + ¢),sin fcos(y + ¢))  (11.209)
La proyeccion TT se realiza mediante el tensor

P =57 —¢lel (11.210)

El operador de proyeccion TT es
g 1
Ay, = PP — §P”Pkl (11.211)
Finalmente, el campo fisico proyectado es
hit = AR (11.212)

Las componentes fisicas detectables de la onda gravitacional se extraen proyectando el
campo hf;" sobre la base del observador

1 1 1
=i = (prf — 3PP )= (i = kel — Skl )

—ehel) b (11.213)

(ehel, +ebel) b (11.214)

N | —

1
2

=hjys = <P P — —P12P ) hi = eielyhkl =
(

Usando (11.201) y (11.208,11.209), la amplitud total se factoriza como

hy =hoHy, hy=hoHx (11.215)
donde
2G?m?n
hg = ———— 11.21
o= “ihr (11.216)

y las funciones angulares H, y Hy contienen la dependencia en los angulos 3, v, la
fase orbital ¢, y la excentricidad e

2
Hy = — (1+ cos?p) [oos(Zgb +2v) + Ze cos(¢p + 2v) + Zcos(?)qb +27) + % cos(27)}
+ gsin25008(¢+7) (11.217)

5 2
H, = —2cosp [Sin(ngS +2v) + 1€ sin(¢ + 2v) + isin(&b +27) + %sin(Qw)}

(11.218)
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La fase orbital ¢(t) puede determinarse mediante la ecuacion de Kepler (para orbitas
elipticas)

o(t) = G—m(l + ecos §)? (11.219)

3
Esto permite reconstruir la forma de onda completa en funciéon del tiempo, mediante
la sustitucion ¢ = ¢(t — R/c), es decir, evaluada en tiempo retardado.
Para un sistema binario con los siguientes parametros

e=0.7 [=30°, =45

la onda gravitacional se emite con mayor intensidad cerca del periastro, donde la sepa-
racion es minima y la velocidad orbital maxima. La senal es por tanto asimétrica, con
picos agudos cerca del periastro, y decae suavemente en el resto de la orbita.

a0
2 |

’

L/ L/ L/ (~ Ric
-1 periodo
21
-3l

| P]><
-4

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

— 155 —



12. Radiacion gravitacional

12.1 Energia

En relatividad general, definir una nocién local de energia para el campo gravitacional
no es sencillo. A diferencia del electromagnetismo, no existe un tensor de energia-
momento del campo gravitacional bien definido que sea local, covariante y tensorial.
Esto se debe a que, localmente, siempre se puede elegir un observador libre y un sistema
de coordenadas donde la métrica sea la de Minkowski: ¢, ~ 7,,. En ese marco, la
curvatura y por tanto la gravedad desaparecen localmente, lo que sugiere que no hay
energia gravitacional bien definida de manera local. En nuestro contexto, en el
régimen de ondas gravitacionales débiles, podemos expandir las ecuaciones de Einstein
en potencias de la perturbacion h,,

G =Gl +G0)+ (12.1)

donde GE}V) es lineal en A, G,(fy) es cuadratico (y contiene la energia de la propia onda).
La ecuacion de Einstein se escribe
811G
G =1 (T + 1) (12.2)
donde t,,, se interpreta como un pseudo-tensor de energia-momento del campo grav-
itacional, y estd dado por

t = ——=G® 4 ... 12.3
M 87TG ny + ( )
Esta estructura es analoga al electromagnetismo (cuadratico) donde el tensor de energia-
momento tiene forma

1
Ty = FuaF% — ZWFQBFW (12.4)

En espacio plano (R%3), se cumple
Dt = 0 (12.5)

Sin embargo, t,, no es un tensor verdadero es decir que no se transforma covariante-
mente bajo cambios de coordenadas. Ademés contiene derivadas de segundo orden
de Ny, lo que introduce ambigiiedades ya que una energia potencial no deberia tener
derivadas. Para resolver estas dificultades, se toma el promedio espacial (o temporal)
de GLQZ,) sobre una region suficientemente grande comparada con la longitud de onda de
la onda gravitacional

4
C
tw = —5—= (G2)) (12.6)
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Este procedimiento define una cantidad efectiva de energia-momento del campo grav-
itacional, valida en el régimen de ondas gravitacionales débiles en espacio casi plano.
Al segundo orden en perturbaciones, tenemos

171
R() = 5 éﬁﬂha[g&,h“ﬁ + 0, has — W0, 5h0u — W00y + W Onghyu,

+ 0%, Oghay — 0P, Ouhg, — Ogh PO, hey + Osh* P Ouh, — Osh™ 0y has

1 1 1
— 50" h0uhy, + 50°hD,hay, + 55%@%] (12.7)

Como no tenemos una direcciéon privilegiada

(0,V)=0 (12.8)
Por lo tanto
O.(VIV)) = (B.V)W) + (VO W) =0 (129
lo que implica
(0, V)W) =—=(Vo,W) (12.10)
Usando esta condicion, el gauge de Lorenz 0"h,, = 0 y la condicion TT, h = 0,
LR, = 0 obtenemos
1
(R = =7 (Ophas ) (12.11)

De forma igual, obtenemos <R(2)> = 0. Entonces la expresiéon para la densidad de
energia-momento gravitacional es

4
c e
b = 35— (0,hag 0,07 (12.12)

Ante una transformaciéon de coordenadas infinitesimal

hw/ = h/u/ - augu - al/&u (1213)
obtenemos
4
C
e e {(8has — Ouals — Ousa) O™ + (Byhag — Dvals — Oupa) 0,07
(12.14)
4

> b — 32CTG (Do Oh + Dy O™ + Byl 0,0 + 0,560 0,h°7) (12.15)
=t (12.16)
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es decir que ¢, es invariante bajo transformaciones lineales de coordenadas. En el

gauge TT tenemos

C4

b = 33— (Db} Ouhi)

Entonces la densidad de energia queda
oo = & <5?ThrT>
%7 327G\ T

Usando la descomposiciéon en polarizaciones hy y hy, tenemos

CQ

o0 = 15 (4 +72)

12.2 Flujo de energia

(12.17)

(12.18)

(12.19)

Se puede, de manera similar, definir el flujo de energfa. Sabemos que 9,t*” = 0, por lo

tanto para v =0
0" =0
Integrando sobre un cierto volumen V'
/Q%QMW+@W)ZO
La energia gravitacional contenida en el volumen V' es

By = [ da
1%

y su variacion temporal es

1dE ,
__V = / d3$ 301500 = —/ d3l’ 82-15’0
c dt v v

con dA = r2dQ). Como n =7

dE
Vo —c/ dA t°"
dt S

donde el flujo energético radial es (12.17)

4
oo € 01.TT qr 1. TT
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(12.20)

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)

(12.25)



Recordando que h[;" (t,r) tiene la forma

1 r
hg;-T<t,7") _ ;f” (t _ E) (12.26)
por lo tanto
o 1 r 10f;i(t —1r/c)
o = =gl (1= 0) + 275 (1220
1 r 1 0fi;(t—r/c)
2 Ji (t B c) e ot (12.28)
_ 1 ofit=r/c) 1
- rc— - O<T—2> (12.29)
hTT t,r) 1
_ _E <_2) (12.30)
_ _aOhTT tr) ( ) (12.31)
= O°RET (¢, 7) + (9( ) (12.32)
lo que implica
or _ 0 TT 03 TT\ _ 400

lo que nos muestra que (12.24)

dE
— = —c/ dAt" <0 (12.34)
dt s

Por lo tanto, tenemos una pérdida de energia por parte del sistema. También podemos
obtener la potencia total radiada integrando sobre la esfera la energia que se recibe, es

decir, E = —Ey, lo que corresponde a la energia perdida.
dE c3r? P
P=""cc [ dAt® = ao (5T hETY 12.35
i =) Rl At 1235)
Esta integral parece ser dificil, pero usando la expresion cuadrupolar (11.182)
2G
hg;-T(t7 X) = C47“ ’Lj kl( )le (t - —> (1236)
lo que implica
dp  r?
al QT hTT> 12.37
Q9 327G < ( )
G ceoe 7" cos /r‘
= o izt (M) Aij (1) <ka (t - E) Q rn (t - Z>> (12.38)
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La integral es mas facil, ya que la parte promediada no depende de los dngulos

G cee 7"‘ cee 7"
P (Gu(t=2)@m(t-2)) /dQAij,kl(n)Aijmn(n) (12.39)
Para integrar en angulos se usa
4
4
/dQ nin;ngn; = E (5ij5kl + 5ik5jl -+ (Sil(Sjk) s (1241)
lo que permite obtener
2
[ 49008 n0) = [ 421110 0) = 5T (11608~ A + G
(12.42)
lo que permite obtener el resultado final
G o
P= =5 <Qile.j> (12.43)

Lo que corresponde a un resultado obtenido por Einstein en el ano 1916.

12.3 Hulse y Taylor

Queremos aplicar este resultado a un sistema binario, compuesto por dos estrellas que
consideraremos puntuales y sin rotacion sobre si mismas, ya que se encuentran sufi-
cientemente alejadas entre si. Usando la relaciéon entre el tensor de inercia y momento
cuadrupolar (11.178)

1
Qi = 1 — §]kk5ij (12.44)
obtenemos
oo 2 o 1 e g 1 )
QijQy= 141y 3 (1 k) +§(Ikk) = 1 I _§(Ikk) (12.45)
es decir
G 1, o
P—@<[”IU—§([%)> (12.46)
Para le sistema binario
Ly = > maz'yady = gmorgr; = qmr? nn; (12.47)
A
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y con n = (cos ¢, sin ¢, 0), obtenemos

Ih = nmr? cos® ¢
I5 = nmr? cos ¢ sin ¢

Iy = nmr2 sin® [0}

pero sabemos que r = p/1 + ecos ¢, lo que implica que

2 _ p 2_ a’(1—e*)?
T <1+ecos<;5> (1 +ecosg)?

es decir
2
I — o (1 — ¢2)? o570
1= ma ( e) (1+ ecos ¢)?
I 2 (1 _ ¢2)2 cos ¢ sin ¢
12 =ma” (1—¢) (1+ ecos¢)?
-2
Ly = mma? (1 — 2)? S0
2 = npma” (1 - ¢°) (14 ecos¢)?
y

¢ = \ i_?(l +ecosg)? = \ i_T(l —€”) (1 + ecos ¢)’

lo que implica

ACB312mS

I = %(1 + ecos ¢)? [2sin2¢ + 3esin ¢ cos® @]
a’ (1 —e?)

ACB312mS

Iy = %(1 + ecos @)’ [—2cos2¢ + ecos (1 — 3cos” ¢)]
a’ (1 —e?)

ACB312mS

Toy = m (14 ecos¢)? [~2sin2¢ — esin ¢(1 + 3 cos” ¢)]

a’ (1 —e?)
lo que nos permite obtener

G e e e 1 e e 2
- [1@ T4 2035 (Tt Ta)
B 8G4 n2m5
1565 ad(1 — e2)

P

=(1 +ecos ¢)* [12(1 + e cos @) + €” sin® ¢
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(12.49)
(12.50)

(12.51)

(12.52)
(12.53)

(12.54)

(12.55)

(12.56)

(12.57)

(12.58)

(12.59)

(12.60)



Como vimos antes, tenemos que tomar un promedio. Una buena manera de hacerlo es
introducir el periodo de la érbita

_1 T L[ _d¢p 1 | ad °n
P=_ | Pit=~ | P—=_ —1—23/2/ do (1 —p
7 pa=g [P = py e [ ot ecoso) P
(12.61)
La tercera ley de Kepler dice que
T? 472 a3
= T =21y — 12.62
a>  Gm = T m (12.62)
Por lo tanto, el promedio de la potencia es
_ T d
P=(1- 62)3/2/ 2—¢ (1+ ecos¢) 2P(¢) (12.63)
0o 2m
Este calculo fue hecho por Peters y Mathews en el ano 1963 y encontraron que
_32GM*mb 1 73, 37,

De acuerdo con las leyes de Kepler, la energia determina el periodo de una orbita.
Partimos de

27 ,  Gm _ Gmn
T = U, con w = ?, Yy a= W (1265)
Sustituyendo a en T
27 Gmn>3/2 3 ™ _
T = — —E)732 = —Gmn*l*(—E) 73/ 12.66
() B = Tomp(-E) (12,66
Derivando logaritmicamente
T 3E 3P 332G *m® 2a
== =_Z 12.67
T~ 2F 2E " 3 soc  Gmp (12.67)
96G3nm? [ w? \* 96G53ym?/3 [ 27\ ¥/?
_ - T (ZZ 12.68
e N 2 (F) 10 a2

Nota que esta formula puede usarse para verificar si la constante de gravitacion varia
con el tiempo, es decir, si G = G(t) afecta a T'. Definimos la constante

96G5/3,um2/3

=3 (2m)%3 f (e) (12.69)

o =
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Entonces la evolucion temporal del perfodo es TT%/3 = o que podemos integrar

3/8
T3 = gat +T% = T=T, (1 + 3;—(?/3t> (12.70)
Si a < 1, se puede aproximar
T~T, (1 + #t) = AT = %t (12.71)
Hulse y Taylor consideraron un sistema con los siguientes parametros
my = 1.387 M, a=1.95x10"m (12.72)
mo = 2.8283 M e =0.617 (12.73)

A partir de estos valores se obtiene o ~ —6.16 x 1075 s%/3

27933.3 s se obtiene

y con un periodo de Ty =

AT ~ 76 us por afio (12.74)

Este sistema binario presenta una periodicidad que disminuye en aproximadamente
76 us cada ano. Por este resultado, de detecciéon indirecta de ondas gravitacionales,
Hulse y Taylor recibieron el Premio Nobel de Fisica en el ano 1993.

12.4 Amplitud de onda

Considerando una aproximacion para la amplitud h, se tiene
<hi> - <h2> ~ (27 fh)? (12.75)

donde f es la frecuencia de la onda y A su amplitud. La energia por unidad de area y
por unidad de tiempo (flujo) es (12.35)

_dE 3
 dAdt 167G

Durante un tiempo 7, la energia total emitida es AE = 47r?F1 es decir

AE Gm
— 12.
h mc? \/ 2m2r2T f2¢ (12.77)

Definiendo el parametro de eficiencia ¢ = @/%, se obtiene

_ |/GMgy [m1 1 1
h_‘/2n2c‘/M®r\/Ff e (12.78)

: : A
<h2+ + h’i> ~ S e (12.76)
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Expresado numéricamente

h=15x 1019, [ (1 Mpe
' M@ T

Si el sistema emite toda su energia en ondas gravitacionales: € = 1. Si no: ¢ < 1.

>(1kaz) ansﬁ (12.79)

Algunos valores tipicos es por ejemplo para estrellas de neutrones, se suele tomar f =

1kHz, 7 = 1 ms.

Fuente periédica f (Hz) | Distancia | Amplitud en la Tierra
Sistema, binario 10~ 10 pc 10720

Nova 1072 =1 500 pc 10722

Rotacién de estrella de neutrones 60 2kpc <1072
Formacién de agujero negro ~ 104 M, 0.1 3Gpc 10719
Supernova 103 10kpc 10-18
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