Relatividad General SOLUCIONES 5

1. Espacio simétricamente esférico en 2D

Consideremos una métrica Riemanniana general en dos dimensiones (no Lorentziana) en coordenadas (xl, 51:2),

que denotaremos por (z,y). La métrica simétrica mas general tiene la forma:
ds® = g1 (z,y) dz® + 2912(z, y) d dy + gaa(x, y) dy”.

Impondremos ahora simetria esférica. En dos dimensiones, el grupo de rotaciones es SO(2), lo que implica que
debe existir un vector de Killing que genere las rotaciones. Sea £* un vector de Killing

V& + Vi€, = 0.

Podemos entonces pasar a coordenadas adaptadas a esta simetria. Introducimos coordenadas (r,¢), donde
¢ € [0, 2m[ parametriza las 6rbitas del vector de Killing £ = 0y, y r es la coordenada transversal. Los componentes
del campo de Killing son

lo que implica a partir de la ecuacién de Killing que
09w = 0.
Por lo tanto, la métrica bidimensional més general que admite un vector de Killing rotacional es
ds®* = A(r) dr® 4+ 2B(r) dr d¢ + C(r) dp*.

Ahora usamos la libertad de coordenadas para eliminar el término cruzado dr d¢. Esto siempre puede hacerse
mediante una redefinicién de ¢, por ejemplo

B(r)

¢/ = ¢+F(T)7 F/(T) = C(T‘)

Dado que ¢ — ¢ + 27 implica ¢’ — ¢' + 2, el nuevo dngulo sigue siendo periddico. En las coordenadas (r, ¢')
la métrica toma la forma

ds® = [A(r) _B (7")2} dr® 4 C(r) d¢'>.

Definimos una nueva coordenada radial

' B(r)?
= A(r) — d
g / (r) C(r) "
renombramos C(r(p)) = R%(p), y obtenemos finalmente

ds® = dp* + R*(p) d¢”

2. Simetrias del espacio FLRW

Sabemos que el vector de Killing &* es solucién de la ecuacién de Killing

ggaagw/ + (aufa)goa/ + (augﬂ)g,uﬁ =0



Para los diferentes valores de (u,v) tenemos
p=0,v=0 0" =0
p=0v=1i  (0&)gj— 0 =0
p=iw=i g+ 20 )gn =0
p=iv=y5  (9&"gr; + (956" )gir =0

Si escribimos la métrica g;; = a?(t)7;;, tenemos

=0,v=0 9" =0

=0,v=1 a? (007 )yj; — 0:6° = 0

=iv=1i 207" + a®&jyii + 20*(0;6 vk = 0

=i,v=74 (0" + (96 )vin =0

La tercera ecuacion nos da
a .
25%1‘50 = —&0;vi — 2(0 ) i

Dado que por la primera ecuacién sabemos que £° depende solo de las coordenadas espaciales, el lado derecho
de esta ecuacion necesita tener una dependencia temporal proporcional a a/a, lo cual implica

¢t = LFi(ed) = H(t)Fi(29)
a
Pero eso implica, a partir de la segunda ecuacién, que
CL2HFj’}/ji - (9150 =0

Por supuesto, podriamos considerar H = 0, lo que corresponde al espacio plano o al espacio de de Sitter, pero
como estamos interesados en FLRW, la tnica solucion es

9 =0, (%) =0

lo cual, a partir de la tercera ecuacién, implica que £° = 0. En conclusién, no tenemos un vector de Killing en
la direccién temporal y las componentes espaciales son independientes del tiempo. En conclusiéon, el vector de
Killing general es

€= (0,£'(a"))
v las ecuaciones de Killing son

&0 + 2(0:€F )y = 0
(0:") s + (0" ) vk =0 (para i # j)

La primera ecuacién da para i = (r,0, ¢)

ad " —d'€" =0 (1)

rdp +¢" =0 (2)
o & o8t g

058" + r + sin0€ =0 3

donde definimos o = v/1 — kr2. La otra ecuacién da para (i,j) = (r,0), (r, d), (8, ¢) respectivamente

a?r20,£% + 9p¢" = 0 (4)
r2a?sin? 00,62 + 04" = 0 (5)



sin? 00p€? + 9,¢% = 0 (6)
Usando las ecuaciones (1,2) tenemos

§" = ar(b, o)
59 = _%G<67 ¢) + H(T’, ¢) ) G,9 =F

lo que al sustituirse en la ecuacién (4) da
G,GG‘(Q? ¢) + G(a’ ¢) = _O[(T)T2H,T(T7 ¢)
Como el lado izquierdo depende de (6, ¢) y el derecho de (r, ¢), deben depender solo de ¢

G,H@(Qv qb) + G(ea QS) = A(¢)
—a(r)r?H,(r, ) = A(9)

lo que implica

G = a(¢p)cos O + b(¢)sinf + A(¢p)
H = A(9)7 + B(0)
F = —a(¢)sinf + b(¢) cos b

y por tanto
& = alr) (—a(¢) sin 6 + () cos e)
¢’ = B(¢) — alr) (a(gb) cos 0 + b(¢) sin 9>

r

sustituyendo en las ecuaciones (3,5,6) obtenemos

a(r)a(p) cosf
r sinf sinGB(d)) (7)

'"(¢) sinf — b/ () cos
r2a(r) sin? 6

Dp? = _B(e) + a(r) (d((b) cos § + b'(¢) sin 0) 9)

sin2f = rsin?6

0pt? =

8r£¢ = ¢

Tomando la derivada respecto de r de (7) menos la derivada respecto de ¢ de (8) obtenemos a” +a =0y " =0,
lo que implica

a(¢p) = ccos ¢ + dsin ¢
b(g) =ep+ f

Tomando la derivada respecto de 6 de (7) menos la derivada respecto de ¢ de (9) obtenemos B” + B = 0, lo que
implica

B(¢) = gcos¢ + hsin ¢

Tomando la derivada respecto de 6 de (8) menos la derivada respecto de r de (9) obtenemos V' = 0, lo que
implica. En resumen, encontramos

a(p) = ccos ¢ + dsin ¢ (10)
b(o) = f (11
B(¢) = gcos¢ + hsin ¢ (12



y las ecuaciones (7,8,9) se reducen a

a(r)a(¢) cost

6¢§¢ ~ r sinf  sind B(9) (13)
o,6% = M(;b)ne (14)
69545 — _B/(¢) 4 O‘(T) a/(¢) COSH (15)

sin? 6 r sin? 6
Integrando (14) y (15) obtenemos

B

) (6) 050

r sin6

== G(9)

que, al sustituirse en (13), da G'(¢) = 0 y por tanto G(¢) = m. En conclusién, nuestros vectores de Killing son

€ = a(r) (—(ccos¢ + dsin¢)sinf + f cos 9)

59 =gcos¢+ hsing — ag)<(ccosqb—|—dsin¢)cos€+fsin9)

a(r) —csin ¢ + d cos ¢
T sin

£¢:_

+ (—gsing + hcosgb)c,o—se +m
sin 6
En conclusién, nuestro vector de Killing puede escribirse como
£ =19, = €0, + €% + €99y = hLy — gLy + mLy — cPy — dPy + f Py
con

Ly = sin g0y + cot 0 cos ¢p0y

Ly = — cos ¢y + cot 6 sin pOy

L3 =04
1 .

P =+1—kr? (sin@ €08 ¢p0, + — cos 0 cos ¢y — sin ¢ (9(;5)
T

rsin 6

1
Po=+1—kr? (sin 0 sin ¢0, + — cos 0 sin pdy + CO,S 4 8¢>
T rsin 6
in@
Py = m<cos 00, — ot (99)

r

(L1, L2, L3) son los generadores estandar de las rotaciones, los generadores usuales de SO(3). Podemos verificar
facilmente que forman la algebra

[Li, Lj] = €iju Lk
mientras que las “traslaciones” (Pj, P2, P3) dependen de k. Tenemos las conmutaciones

[Li, Pj] = €1 Py
[P;, Pj] = —kegji Ly,

lo que da las algebras de Lie

k=+1:s0(4)
k=0:is0(3)
k=—1:s0(1,3)



