Relatividad General SOLUCIONES 2

1. Error en la colocacién de indices

V# no es una notacién vélida sin contexto. En realidad, significa g’V ,, por lo que

VY, = ghPV,V, = gh* (apvy . F?I,V,\)

2. Derivada covariante

(a) En coordenadas cartesianas, el espacio es plano y la métrica es constante. Ademds, los simbolos de Christoffel
se anulan
I
r,,=0

Entonces, la derivada covariante es simplemente

vV, V=0,V =0

(b) En coordenadas curvilineas (por ejemplo, coordenadas polares), el mismo campo vectorial V# tiene compo-
nentes distintas debido al cambio de base. Aunque geométricamente representa el mismo campo, los simbolos
de Christoffel ya no son cero.

La derivada covariante toma la forma

V,VE=9,VE+TH VA =0

ya que bajo una transformacion de coordenadas, la derivada covariante se encuentra multiplicada por algunos
factores. Pero si la derivada es cero en el sistema de coordenadas originales, quedard cero en cualquier otro
sistema de coordenadas.
Por tanto, en general
B _TH A
oVt =-TI',\V

(c) Para el vector V=g = (1,0) sus derivadas en coordenadas cartesianas son obviamente nulas. Por lo tanto
O VH =TtV
En coordenadas polares

€, = cos e, — sin 0éy

es decir V! = cosf y V2 = —sin@/r. si queremos que su norma sigue siendo 1. Por lo tanto
oVt =0
V! = —sind

0,V? =sinf/r*
DpV? = —cosf/r

Se puede comprobar que

1

oVl = -1hv* = —5911@\911‘/)‘ =0
1

OQL 1 == —F%/\L A == 5 T'QQQL 2 = —sinf



1

9, V? = —1“%/\1/A = g2287~g22V2 = sin ¢9/r2

2
1
OpV? = —I‘%AV/\ = —5922&9221/1 = —cosf/r
3. Determinante
O/ = —— Oy (—g) L
AW =9 = 5F7—0\—9)= —57—0)\g
2y/—g 2\/—yg

Luego, sustituyendo la identidad para dyg:

/=g 1 V=g
g =————.qg-g" = —
8)\ 2\/jg g-g a/\g,ulj 2

" O\guw

Por otro lado .
I”L;j/\ = iglw (auguA =+ a)\gu,u - augu/\)

La primera y la tercera derivadas se cancelan al contraer 1 con v, quedando:

QQMVa/\guV

1
Tix = 39" Orgun =

lo que nos permite concluir.

4. Divergencia
Tenemos
A
V.Vt =0,V¥ + FZAV
1
V=g " _g> v
= (V=g 0, V* +VH8,\/—g)
1

- \/jg aﬂ (\/jg Vﬂ)

_a#vu(
- 1

5. Contraccion

1
AY By = 2 (A" By + A" Byy,)

Como AW = A""y B,,, = —B,,,, entonces:

1
A" By = 3 (A" By — A" By) = 0

6. Derivada covariante de un tensor (0, 2)

Usando la regla de Leibniz:

ValAu B*C") = (VA ) BHCY + Ay (VABH)CY + Ay BH(VACY)



= (VAA)B*CY + A, (0\B" + F’;pB”)C” + A, BH(0\CY +T%,C7)
Por otro lado, si expandimos directamente la derivada parcial:

Or(Auy BHC") = (03 Auy) B*C” + A, 0y B*CY + A,y BFONC”

Pero como 0)(A,,B*C") = V(A B*C"). Comparando ambos lados y cancelando los términos comunes,
obtenemos:

(VaAL)BHCY = (06Au)BHCY — APVI"))\HB“C” — A, B C”
Factorizando B*CY

v)\A;w = 8)\Al,w - FiuApl/ - FKVAMU



