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1. Identidades trigonométricas

Sabemos que

eV = cos\/az + i sin Vax
e~ VAT — cog\/ax — isinax

lo que implica que

AeV® 4 Bem W9 — A(cos/ax + isinvaz) + B(cos vaz — isin /az)
= (A + B)cos vaz +i(A — B)sin vax

Definiendo A+ B = a y i(A — B) = (8 lo que significa A = O‘_Qw y B = O‘;w, podemos escribir
U(z) = acos vax + Bsinax

es también solucion de la ecuacién diferencial

d*v
W + a\II(ac) =0

Para la segunda igualdad, es més facil comenzar del resultado

v cos(vaz + ¢)

y usamos la identidad

cos(a +b) = cosacosb — sinasinb

lo que nos da

v cos(vax + ¢) = v cosv/ax cos ¢ — «ysin y/azx sin ¢

es decir que tenemos ycos¢ = a 'y vsin¢ = —f es decir
y=+va?+p% y ¢=arctan (—B>
o

Por lo tanto la solucién se puede escribir también ¥ (x) =« cos(y/azx + ¢)
En resumen, la ecuacién diferencial

tiene una solucién que se puede escribir de 3 formas
U(z) = AeVar 4 Be—iVaz
= acos(vax) + Bsin(vax)
— ycos(v/az + )

FEn todos los casos tenemos 2 constantes de integracion.

2. Particula en una caja



La ecuacion de Schrodinger estacionaria tridimensional se lee como

n? [0*W N 0% N 0%
ox?  0y? 022
El potencial V(z,y, z) se anula para 0 < z < a, 0 <y < b, 0 < z < ¢. La funcién de onda no puede penetrar

donde V' diverge lo que implica que tenemos las condiciones de borde ¥(a,y,2) = ¥(0,y,2) = ¥(x,b,2) =
U(z,0,z) = ¥(z,y,c) = ¥(x,y,0) = 0. Dentro de la caja, la ecuacién de Schrodinger se reduce a

PV N O*w +a2\p By
2m \ 022 Oy 022 )

— )+V\I/—E\I/
2m

Gracias a la simetria, la ecuacién diferencial parcial es separable

U(2,y,2) = ha(@)y (y)=(2)

lo que implica

1, | 1 d%y, 1 d*p,  2mE

Yo da? gy dy? G 22 2

Esta ecuacién se puede separar en 3 ecuaciones. Por ejemplo, tenemos

1 d*, 2mE  1.d*%p, 1 &P,

Uy da? R Wy di? 1), de?

Pero como la parte izquierda depende solamente de x y la parte derecha depende de (y, z), obtenemos que ambos
lados deben ser constantes

1 d*p,
by dz?
2mE 1 d*y, 1 d*,
R2 yy, dy? 4, d2?

Haciendo el mismo procedimiento para la segunda ecuacién, obtenemos

2mE 1 d*p, 1 &P,
h2 Py dy? N Y, dz?

es decir

2mE 1 d*p,
h2 ¢y dy2 -
1 d*y.

A 2T _p
+¢z dz?

En resumen, las ecuaciones son

1 d,
Y, dx? -
1 d*y, 2mE
o =B 2

Yy dy h

1y
Y, dz? B

lo que podemos también escribir

1y,
Yy dz? 7




1 d*y,

by dy?
1 dy,
(U8 dz2 :
tal que
2mE
T}; = kg + ky + k-

Estas ecuaciones de Schrodinger se transforman en

d*),
k:r; T =

72 + kgtp 0
d*i

dx2y + kywy =0
d*p,

—— + k1, =0
dx? +hy

que ya hemos resolvido en clase, hemos obtenido

b wzni
xr CL2
2,2
o Tny
Y b2
L
z 62
lo que nos da
2mE 2 (i 12/ :
L =k hy ke = (S 2L )
es decir
o h%n? (nfc nz N n%)
2m \a2 b2 2

Ademads hemos obtenido que la funcién de onda es

Yz(z) = asin (nx;m:)

by(@) = Bsin (“275)
() = ysin (2

3
5 o

Lo que nos permite obtener la funcién de onda total

U(x,y, 2) = P (2)1y (y)1.(2) = afysin (nz;m) sin (ny;T£E> sin (Wm:)

c
. (MgTT\ . (NyTT\ . (NI
= ~ysin sin sin
a b c

con -y una constante de integracién que se puede obtener de la codicién de normalizacién

/8 x . . 2
V(z,y,2) = %Sin<n;x>s1n<ny;y)sm(n:z>




