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Estos apuntes de clase de la Licenciatura en Matematicas estan basando en varios
libros:

Mathematical Methods of Classical Mechanics, "VIadimir Arnold"

Un excelente libro recomendado para este curso, escrito por uno de los expertos y
actores de la mecanica.

Classical Dynamics: a contemporary approach, "Jorge José, Eugene Saletan™

Este libro es excelente y cubre los mismos temas que el primero. Su estilo puede parecer
un poco mas moderno que el de Arnold, pero esto es principalmente una cuestion de
preferencia personal.

Foundations of Mechanics, "Ralph Abraham and Jerrold Marsden"

Este libro es considerablemente més avanzado. No esta dirigido a quienes estan comen-
zando en el campo, pero podria resultar excelente para aquellos que ya tienen una
solida comprension de la geometria diferencial.

Lectures on Classical Dynamics, "David Tong"

Estos apuntes en linea contienen una materia cercana a lo que estudiamos en la primera
parte de este curso.
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1. Mecanica newtoniana

1.1 Ley de Newton

El objeto de la mecanica newtoniana es la descripcién de la dinamica de las particulas
con concepto de distancia, tiempo, velocidad y aceleraciébn. A Newton se deben las
leyes fundamentales de la mecanica:

1. Todo cuerpo permanece en reposo 0 en movimiento uniforme (no acelerado) a
menos que actia una fuerza sobre el cuerpo.

2. Todo cuerpo sobre lo cual actia una fuerza se mueve de tal forma que la variacion
de su momento es igual a la fuerza.

3. Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas entre si, estas fuerzas son de intensidades
iguales y sentidos opuestos.

En realidad, la segunda ley implica las otras.
Seaf un vector posicion de una particula (con un cierto orige®) y seav su vector
velocidad. Sabemos que

y= dr
T odt

La cantidad de movimientop de la particula esp= mv, conm la masa del cuerpo.

Por consecuencia de interacciones con campos y objetos exteriores, la particula
puede experimentar fuerzas. La suma vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre una
particula es la fuerza resultanté~, de la cual podemos de nir la ley de Newton:

Existen sistemas de referencias en los cuales el movimiento de la particula esta
descrita por la ecuacion diferencial

_dp_d
T odt dt(mv)

Si la masa es constante, esta ley se transforma en

F

dv
F=m— ma
dt
Obtenemos automaticamente que si no hay fuerzas, no hay aceleracion
F=0 ) a="0

Este resultado corresponde a la primera ley.



La tercera ley es conocida como el principio de accion-reacciéon. Cuando estamos
en reposo, no hay movimiento entre dos particulas es decir qgae= 0 o de forma
equivalenteF = 0. Pero como son dos fuerzas, tenembs= F,+ F,; conFy, la fuerza
gue ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2 y viceversa pgy. Por lo tanto, obtenemos
deF =0queF; = F;; lo que corresponde a la tercera ley.

Los sistemas de referencia donde se cumple la segunda ley de Newton se denominan
sistemas daeferencia inerciales Es decir que en ausencia de fuerzas, una particula en
reposo en un sistema inercial en un instante dado, sigue en reposo en todo instante.
En cambio, los sistemas de referencia no inerciales son sistemas de referencia donde
aparecen términos adicionales en la segunda ley de Newton, que no son asociados a
las fuerzas del sistema. Estos términos adicionales se denominan fuerzas cticias y son
debidos a la aceleracion del sistema.

Por ejemplo, una particula en movimiento rectilineo con respecto al laboratorio
sera visto con un movimiento muy complicado por un mosquito. Por lo tanto, en un
sistema de referencia inercial, las leyes de la mecénica toman su forma mas simple.

Existen una in nidad de sistemas de referencias inerciales, que se mueven los unos
con respectos a los otros con movimiento rectilineo y uniforme. En estos sistemas, las
leyes de la mecanica son las mismas. Eso corresponde al principio de relatividad de
Galileo.

Figure 1. Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme, con velocidad
v en la direccionOy.

Las ecuaciones de transformacién para las coordenadas son

8 8 8

< x%=x < x%=x < x%=«
y°=y vt derivando con respecto al tiempo = y°=y v)  y'=y
729= 7 ) 2_0: z 0=



Se observan gue las derivadas segundas coinciden es decir que las leyes no cambian
entre dos sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme.

1.2 Momento

Podemos obtener varios teoremas de conservacion
- Teorema de conservacion de la cantidad de movimiento

Cuando la fuerza total se anulaF = 0 tenemosg—‘f = 0 es decir quep es constante.
- Teorema de conservacion del momento cinético

Sea una particula de masan y velocidad v localizada enP. EI momento cinético
respecto a un punto jo O se de ne como

C=+ p

con el producto vectorial. Por otro lado, de nimos el momento de una fuerza respecto
a un punto O por

Por lo tanto, tenemos

N=+ F=+ %(mv): %(T_{(Zm‘vi) g (mv)
C

pero como el ultimo termino es nulo, obtenemos

se deduce facilmente que cuand® es nulo, se conserva el momento cinétids,= 0.

1.3 Trabajo y energia

Sea una particula de masa, que se mueve del punt® al punto @ bajo la accion
de la fuerzaF. Se de ne el trabajoW deQ a @



Z,

W12= F dr
1

R
con 12 la integral de camino del puntoQ al punto @ y dr la tangente a la trayectoria.

Z 2 Z de Z 1, Z dv

Wi, = F dr= F —dt= F vdt=m — v dt
1 t dt t dt

t1

En la Ultima expresion, hemos asumido que la masa es constante y los tiem{io,)
corresponden al los tiempos cuando la particula se encuentra@ny Q respectiva-
mente.
Z,,
d 1 1 1
Wp=m — Zv2 dt= Zmv: Zmv?
2 , dt 2 2 2 2t

conv;, V(t) parai = (1;2). Por lo tanto, observamos la aparicién de una cantidad
importante llamada energia cinética

— 1 2
T= émv
lo que implica que el trabajo entre los dos puntos é&,, = T, T; es decir que
depende solamente de la diferencia entre la energia cinética que posee la particula en
Q vy la energia cinética que posee €éh. Cuando esta diferencia no depende del camino
tomado, se llama una fuerza conservativa. Deducimos automaticamente que para una
fuerza conservativa la integral de la fuerza sobre un camino cerrado es nula.

F dr=0
c

Usando el teorema de Stokes, obtenemos
I 27 |
F de= (F F) 'dS=0
S

conCun contorno cerrado yS el area encerrado po€. Dado que esta relacion se aplica
a cualquier trayectoria cerrada y, por ende, a cualquier super cie, podemos inferir que



es decir que
F= rV

con V la energia potencial, el signo es por convencién. En el caso de una fuerza
conservativa,
Z z z Z
2 2 2 @V 2 @V

I \Y
Wy, = F dr= ~V dr = —dx —d —dz
12 15 1 1 @x 1 @yy 1 @z

2

dv = Vl V2
1

Pero comoW,, = T, T; para una fuerza conservativa, obtenemos que
Ti+Vi=To+ V;
lo que corresponde a la conservacion de la energia total de una particula
E=T+V

Las fuerzas que vamos a estudiar en este curso son conservativas como
- gravitacional
- elastica (resorte)

aunqgue un ejemplo de fuerza no conservativa es la friccion (rozamiento).

1.4 Resorte

Cuando se obliga a un cuerpo a cambiar de forma, la fuerza deformadora es proporcional
a la deformacioén. Esta fuerza puede consistir en:

- aumento de longitud (resorte helicoidal)
- en una exion (resorte plano)

- torsién de una banda alrededor de su eje

La ley de elasticidad de Hooke nos dice que:

La fuerza es proporcional a la extension
Es una ley empirica es decir que no tiene fundamentos ni demostracién pero funciona.
Fue publicado en el afio 1678 ut tensio, sic vis (como la extension, asi la fuerza), es
decir que la extension es proporcional a la fuerza.



La ley de Hooke funciona solamente en un régimen de pequefias elongaciones

Consideramos una masa puntuam, obligada a moverse segln una recta ja, por
medio de un resorte elastico, de constante El resorte elastico ejerce una fuerza
recuperadora, que se opone a la elongacion.

F= k(X X

con Xq la longitud natural del resorte (sin tension).



Imaginamos una elongacion en la direccion es decir quex Xg > 0, pero como
la fuerza se opone a la elongacion, la fuerza debe estar en la direcci@, lo que
corresponde bien a la forma de la ley

F= k(X Xo)&

El mismo razonamiento se puede hacer en el caso de una compresion, es decir cuando
X Xo<O.
El movimiento de la masam, después de la elongacion, es solucion de

ma= F
,  mxg = k(X Xo)&

k
+ =
, X m(X X0) =0

Como Xy es una constante, de nimos = X Xq, lo que transforma la ecuacion en la
ecuacion de uroscilador armonico

*+12 =0
donde se ha de nido! 2 = k=m > 0. La solucién puede ser escrita de la forma

(t)y= coslt + )

Xx(t) = Xo+ cosft + )

Observamos que la particula oscila alrededor de la posicion de equilibeigocon periodo
r

7=2. .= K
P m
La energia cinética de la masa es
1 1
T=2mx?= 2k 2sin’(lt +
2 - 2 ( )

La energia potencial puede ser obtenida calculando el trabajo necesario para desplazar

la masam a una distanciax. Como
Z

W = F:dax



obtenemos
dW =F dx=k(x Xg)dx=kd
lo que nos permite obtener
1 2
W = §k + constante

de lo cual identi camos la energia potencial

1 1

V= Zk(x  x)®= 2k 2cod('t + )

2 2
Es ahora facil veri car que la energia total es constante

1 : 1

E=T+V-= Ek Z siP(lt + )+cos?(lt + ) = ék 2

Hay dos maneras de representar la solucion.

En la primera representacion, consideramos la evolucion de la posicion en el tiempo
0 en la segunda tenemos una representacion paramétrica en el cual el parametro es el
tiempo. Tenemos

x(t)= cos(t + )
x(t)y= 1 sin(lt + )

es decir que

2
X 2 X
-+ = =1
w
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pero comoE = k 2=2, es decir

X2 NG
+ ———=1
2E=k 2E=m

lo que representa una familia de elipses, llamadas curvas de Lissajous. Este espacio es
llamado el espacio de fase. Cada trayectoria del espacio de fase corresponde a un valor
de la energia del oscilador. Por lo tanto, dos trayectorias del espacio de fase no pueden

cortarse.

1.5 Péndulo simple

Consideramos un péndulo simple (a diferencia de un pén-
dulo fisico) de nido por una masa puntualm, suspendida
mediante un hilo inextensible y sin peso de longitul.

La masam esta sujeta a dos fuerzas:

- La gravitaciéon
Fy= mg(cose, sine)

- La tensién del hilo
T= Te

lo que nos permite obtener a partir de la ley de Newton
ma= T€ + mg(cose, sine)

Para obtener la acpleracién en el sistema de coordenadas polares, consideramos las
derivadas del vectotOM que conecta el centrd de la masa en el puntdM .

|
‘OM = Le
) v=L=2
) a=L% L2
lo que implica

mL*® = mgsin
mL 2= T+ mgcos
La segunda ecuacion nos permite calcular la tensién del hilo sobre la masa

T = mgcos + mL 2

11



Aunque la segunda ecuacion, nos da la dinamica de la masa

L] g H
+ = =0
Lsm

Es interesante observar que la ecuacion es independiente de la nms&s una ecuacién
no-lineal, se puede resolver numeéricamente. Pero si consideramos pequefias oscilaciones
alrededor de =0 es decir 1 podemos hacer una expansion en serie

lo que implica

es decir un oscilador armonico de frecuendig = g=L. La solucion es
(t)= Acos(t + )

de la cual podemos obtener el periodo de oscilaciones

S
2
T:|_:2

Q|

Observamos que cuandb aumenta, el periodo aumenta.

1.6 Osciladores acoplados

Consideramos tres resortes con con-
stantes(ky; ko; k3) y dos masagmg; my).
Queremos estudiar las oscilaciones (el
movimiento) de las dos masas. Llamemd;X,) los desplazamientos de cada una
de las masas a partir de su posicion de equilibrio. Las variables; x;) son positivas
cuando se mueven hacia la derecha.

Si X1 Y X, se mueven hacia la derecha

- el resortek; se estira dex;
- el resortek, se deforma de<, X3

- el resorteks se comprima dex,

12



Se considera que los resortes tienen una masa despreciable. Por lo tanto, las Unicas
masas sormm; y m,. Ocupamos la ley de Newton para estas dos masas. Para la masa
mi, hay dos fuerzas

K1X16
+ ka(X2  X1) &

y las fuerzas sobre la mas@a, son

KaX 28
Ko (X2 X1) &

Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de las dos particulas obtenemos:

d?x

mlT; = kixg+ ko(X2  Xq)
d?x

mZT; = ksxz ka(Xz2 Xi)

Hemos obtenido dos ecuaciones diferenciales acopladas. Para el estudio, consideramos
un caso particular, cuandam; = m, myk; = ks Kk

d?x

mTZl = kxi+ ka(X2  X1)
d?x

mTZZ = kxz ka(Xz2 X1)

Sumando y restando las dos ecuaciones, tenemos

2
m@(xl"‘ X2) = K(X1+ X2)
2

d
m@ (X1 X2)=  (2X2+ K) (X1 X2)

Son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, desacopladas. De nimos

r r
k+ 2k,

m

Iy = 5; I =
m
La solucién es

X1+ Xo = Acos( it + 1)
X1 Xp=Bcos(t+ »)

13



es decir

A B
X1 = 5005¢1t+ 1)+ ECOSQ2t+ 2)

A B
Xp= s coslt+ 1) Scoslrt+ »)
2 2
(A;B; 1; ») son constantes de integracion y representan las condiciones iniciales. Por

ejemplo, imaginamos que inicialmente se desplazan las masaxﬁey X<20) y las veloci-
dades iniciales son nulas, obtenemos

X(O) + x© 0) (0)
X1 (t) = %cosq 1)+ %cose ot)
0 4 O ) (0)

X1

2 1
—_— | gt
5 Ccos(t)

X2(t) = TZ cos( ot)

Si X(10) = x(zo), obtenemos

x1(t) = x¥ cos ( 1t)

xa(t) = x{” cos ( 1t)

lo que implicax;(t) = x,(t) es decir que se mueven en fase. El resorte central no sufre
ninguna deformacion y por lo tanto, no ejerce ninguna fuerza sobre las particulas, se
mueven como si no estuvieran acoplados

Se llama un modo normal (movimiento asociado a una sola frecuencia, en este caso

! )
1 1)
Hay un segundo modo IIOI'III8.|, asociado a la segunda frecuencia. Se encuentro por

x? = xO lo que implica

X<20) cos( »t)

X1

x2 cos ( Ht)

X2

es decirxy(t) = X»(t), lo que corresponde a un movimiento en oposicion de fase

14



Estos dos modos normales son los modos fundamentales del sistema. Cualquier
otro movimiento es una combinacion de estos modos. Por ejemplo

x© 4 O © 0
X1(t) = %cose i)+ %cosc ot)
I {z o {z }

modo normal 1 modo normal 2

Otro caso interesante que podemos ver es cuandf =0

X(O)
X1 = % [cos( 1t) + cos (! 5t)]

<O
X2 = =5~ [cos( 1t) cos( )]

Es una cierta combinacion lineal de los dos modos normales. Usando las relaciones de
los coseno/seno, obtenemos

) wy+ 1o T
X1 = X;) €0S ———=t €O0S ———t
tT 2 2
oWt ! o] !
x;= xPsin =22t sin 5 %t

Por la ilustracion, Consideramosx(lo) =

I, =1 Yy 1,=2

Observamos una diferencia de fase entre los
dos movimientos y por lo tanto un intercambio de
energia. De hecho, si la energia total es constante,
podemos identi car una energia de intercambio

1 1 1 1 1
E=-mx2+ —mx2+ —kx?+ Zkx3+ Zk(xz X1)°
o AL SR T SR T SRR T 5 (X2 1)
1 2
=>-m x0 " 124w2 o
4
Podemos escribir
1 1 1
Ek(xZ x1)2 = “kyx2 + “kox3 riﬁf}z
|2_{z_} -z} energia de
energia potencial energia potencial 9 b
asociada al asociada al intercambio
oscilador uno oscilador dos

15



Una segunda manera para estudiar estos problemas es de usar matrices. Tenemos
las ecuaciones siguientes

mxi =  kxi+ Ko(X2  Xi)
mx; = KXz k(X2 Xq)

Para simpli car aiun mas, consideramog&; = k, = k3 Kk

mx; =  2kx1 + KXo
mx, = kx;  2kX»

Podemos de nir un vector X = il , una matriz M = rg I‘(T)l y uma matriz
2
2k Kk
K =
k 2k
MX = KX

Buscamos soluciones de la formé(t) = Ae' ' con A un vector constante. Obtenemos

2MA = KA ) (Iﬂ{z K}I{%} =0

vector

matriz

Hay una solucion trivial A = 0 es decirx;(t) = X»(t) = 0. Una solucién mas interesante
es cuando

det M K =0

16



es decir
m 2 2k k 2 2

2 — — 2 _
det “M K =det K m 2 ok 2k m k==0
k ( b k !
2 _ 2 _ :m _ :m -1
o dkem T= ko ~ 3k=m - P 3k=m I,

con (! 1;!,) los modos normales. Los vectores propios corresponden al ve&orEs
facil veri car que el vector propio asociado a ; es

1
A =
1
con una constante. Mientras que para el segundo valor propib;, tenemos
1
A =
1

con oftra constante. La solucién nal es una combinacion lineal de estas soluciones

1 . 1 - 1 ; 1 :
X - It + it + I ot + il ot
(t) 14 e 2 4 © 1 e 2 4 ©

lo que podemos escribir

X ()= 1 cos( t+ o)+ 11 cos( ot + )
Pero comoX (t) = ilgg , Obtenemos
2
Xi(t)= cosft+ 1)+ coslt+ »)
Xo(t) = cosf t+ ) coslt+ )

Si gueremos resolver el problema genérico, podemos calcular el determinante

ki+k, my 2 k> —
det K, Ko+ ks M, 2 =0

es decir que los dos modos normales del sistema son

p—
5 _ My(ko+ k3) + my(Ky+ kp)

B 2m;m,

con

=[ my(ko+ ka)+ ma(ky+ k)]®  4mymg (kika + kiks + Koks)

17



2. Formalismo lagrangiano

2.1 El formalismo

A menudo se pre ere la mecénica lagrangiana a la newtoniana por:

- Generalizacién a distintos sistemas de coordenadas: El formalismo lagrangiano
proporciona un marco mas elegante y general que puede aplicarse a una amplia
gama de sistemas de coordenadas, incluidas las coordenadas generalizadas, que
a menudo son mas naturales para describir ciertos sistemas (por ejemplo, las
coordenadas polares para el movimiento de rotacién). Esto hace que la mecanica
lagrangiana sea especialmente util en ambitos como la mecéanica celeste, donde a
menudo se emplean sistemas de coordenadas no cartesianos.

- Simetria y leyes de conservacion: La formulacion lagrangiana de la mecanica
esta intimamente ligada al principio de minima accién, que a menudo conduce a
simetrias en los sistemas fisicos. Estas simetrias, a su vez, corresponden a leyes
de conservacion a través del teorema de Noether. Esto facilita la identi cacion y
explotacion de simetrias y principios de conservacion en sistemas complejos.

- Tratamiento de restricciones: El formalismo lagrangiano es muy adecuado para
tratar sistemas sujetos a restricciones o ligaduras. Las restricciones pueden in-
corporarse al lagrangiano mediante multiplicadores de Lagrange, lo que permite
derivar ecuaciones de movimiento que satisfacen automaticamente dichas restric-
ciones.

- Util para la mecénica cuantica: El formalismo lagrangiano es altamente compat-
ible con los principios de la mecéanica cuantica y la teoria cuantica de campos, lo
gue lo convierte en el formalismo preferido de la fisica tedrica para describir las
interacciones de las particulas y los campos cuanticos.

- Elegancia y simplicidad: Desde un punto de vista puramente estético, muchos
consideran que el formalismo lagrangiano es mas elegante y conciso desde el punto
de vista matematico que la mecéanica newtoniana, sobre todo cuando se trata de
sistemas complejos o espacios de mayor dimension.

Para una fuerza conservativa, hemos visto que la fuerza puede ser expresada a
partir de un potencial

@V

Fi: @(

18



lo que nos permite escribir la ley de Newton de la forma siguiente

_ @V
SN}
con p; el momento de la particula. Queremos de nir una funcién a partir de la cual
obtener esta ley. Por eso, de nimos las coordenadas generalizagad o;%;: ;g

gue representan el estado de un sistema, por ejempioy;z), (r; ; ):::y sus veloci-

dades generalizadag ddit A partir de lo cual se de ne el lagrangiano

L L(g;t)=T(a:t) V(a:t)
conT la energia cinética W la energia potencial. La ecuacién de Euler-Lagrange es
d @L _ @L
d @  @q
Por ejemplo, en el caso de una particula de masa sometida a un potencialV (g),
tenemos

(2.1)

L= md V()

lo que implica

@L @L
—=mq; —= V
@ 1 @q 9
usando la ecuacion4.1) obtenemos
me= Vg

es decir la ecuacion de Newton.
Podemos de nir la accion paraN particulas, como la integral del lagrangiano
YA t
S= 2L(q;(_JL;t)dt i=11:::;Ng
t1
El principio de minima accién (no se busca realmente el minimo, pero solamente un
extremo) nos dice que de todas las trayectorias entee(t;) y g (t2) el sistema escoge
aguella que extremiza la accio®. R
Consideramos el caso d¢ =1, es decirS = ttlz L(qg;q; t)dt. Sitenemos un camino
g(t), podemos modi carlo un pocog(t) + q(t) para ver si el camino era un extremo,
es decir que buscamo$ =0 donde " " es una pequefia variacion de la accion
Z,, Z,,
S = L(g+ g;q+ q;t)dt L(g;q;t)dt=0

t1 t1

19



con la condicion de que q(ty) =
g (t2) = 0 es decir que iniciamos y termi-
namos siempre en los mismos puntos. Son
trayectorias con el mismo estado inicial y

nal. th oL oL th
S' L(g;q;t)+ — g+ — dt L(q;q;t)dt
L (CHeR) @qq @Lq . (CHeR)
t
2 @L @L
' —q+—q dt
. @ @

Pero comog = % g, se puede hacer una integracion por partes
Z
. " @  d @ d @L

et @t woa 1
Ll d et . oeL”
ty @q dt @ |@{Z—t}
. GLa(t) & q(t2)=0
CTrg e d el
t @q dt @

El principio de minima-accion pide queS sea nulo para cualquier variaciong, lo que
implica la ecuacion de Euler-Lagrange.

2.2 Resorte

Como primer ejemplo, consideramos un resorte de constante
k y una masam. Llamamos la posicién de la masa, de

lo cual de nimos la energia cinética por%mx_2 y Su energia
potencial %kxz, lo que nos permite de nir el lagrangiano

— 1 2 1 2
L= 2mx_ 2kx
lo que implica
@L @L d @L
= = kx: = = — = =
@x X & mx_ ) i @ mx
y la ecuacion de Euler-Lagrange2(1) nos da
p
mx= kx ) x+!5x=0 con !o= k=m

con solucion

X(t)= Acos(ot+ )
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2.3 Cambio de coordenadas

La ecuacion de Euler-Lagrange es la misma en cualquier sistema de coordenadas. Si
de las coordenada$qgg pasamos a coordenada¥Q;g tal que Q;  Q; (qu;:::;0v;t),
obtenemos

o=@ @Qq
@t . @q
Para que sea un buen nuevo sistema de coordenadas la relacion dmgre;g debe ser
invertible es decir que debemos tener ¢ (Qq;:::;Qn;t), es decir
.- @9, X @a.
@ _ @Q

j
Por lo tanto, comoL (g;qg;t), obtenemos

eL_* eLeg X eLa@ , @Lat
@Q @9@Q - @ @Q @tl@z?

el ultimo termino es nulo porquet no depende de las coordenadas. Ademas podemos
modi car el segundo termino usando

@_d @ _ @ N @

Qx

@Q d @Q @t ,_ @WQR

y
b\
@_ = QL@ +0+0
@D‘I j=l @-
Pero como,
b\
0- 907 85y ) @ o
j=1
tenemos
eL_* eLeg
@ ., A eQ
es decir

d @ _M"d oL @, e dg M @

@ @ .4 @ e @ ewed, 6900

d @9

a  @qQ
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lo que nos permite encontrar
" #
X X X
@L d @L _ QL@_'_ oL @q N @q Q

@Q d @ ., @IeQ _, @ @t _ @WQ
X d @eL @, @ @ 1N @q

I#

L @ @ Q' @ @@l ., eeed™

_*eL d el eg

@q dt @ @Q

j=1
Lo que nos permite concluir que si
!
@Ld@L_O) @L d @L
@q d @ @Q dt @y
Las ecuaciones de Euler-Lagrange guardan la misma forma en todos los sistemas de
referencia, no solamente inerciales.

2.4 Sistema de referencia en rotacion

Queremos estudiar una particula libre en un sistema de referencia en rotacion. En las
coordenadas cartesianas

= %m X2+ yt+ 2°

Consideramos un sistema de coordenadas®(y® z% en rotacion a velocidad angular
constante alrededor del eje, es decir

8

< X%= xcos(t )+ ysin(t )
~y9=  xsin(lt ) + ycos(t)
" 2%=72

o al revés 8
< x = x%os(t) yOin(lt)

~y = x%in(t ) + y°cos(t )
" z=12°
lo que implica
x2+ y?+ 22 = [x%cost ) y%sin(it) Ix %sin(it) !y °cos(t )]’
+[x%in('t ) + y°cos(t ) + !x %cosft ) ly %sin(lt )]* + z®
= X@ 4 y@a 1 2@ 4 1 2y® 9 4 Q04 D) OO0, @

=(x° ly 9P+ (y0+ x Y%+ 2°
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En conclusion en este sistema de coordenadas, el lagrangiano se escribe

h i
L= %m (x° 1y 9%+ (y0+ Ix 9°+ Z®

Pero como las ecuaciones de Lagrange no cambian de forma, tenemos

@L d @L d
0% & GO ) mw(f+!x‘):ma(&° ly 9
) x% 20y 1%°=0
L d L d
g? dt % ) omEOC =m0 )
) y0+2!X_0 !2y0:0

) migo-

@_d @, d
at=

@— a @_0 0 ) ZOZO

Lo que corresponde a las ecuaciones de Newton con fuerzas cticias. Es decir que
podemos reescribir nuestras ecuaciones de la forma siguiente

0 o1

44+ £9+2+ £°=0; con 0= @y°A
Z0

El segunda término esta relacionado a la fuerza de Coriolis mientras que el tercero
a la fuerza centrifuga. Esta ecuacién podia ser obtenida directamente a partir del
lagrangiano. De hecho podemos ver que
h [
1 1 2
= om0y O (¥ X 9P+ 2% = Im ek #

Por un lado, tenemos

L
OL_ o pos s 40
@°
y nos falta calcular &5 o en (:omponente@@—',)Lo
1 0 0 2 1 X 0 0
L=2om &+ + + =3 2+ (+ 9 2+ (+ #9,
i
1 5 0 > L
= 5m 2+ (+ 9 r2+(+ 9 ; notacion de Einstein
1 0 n 0 0 n 0
= SM U+ iR (G Mim Eir)
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En la notacién de Einstein, se suma sobre los indices repetidos

X
abg ahg; elindice j no es sumado
i
Obtenemos
h i
@L_
@g:mijp!j(r_f’+ imird)=m £+ 4+ £° 4.~p
es decir
@L 0
——=m = ++(+ % +
o5 (+
= m+ £++ (+ £9
Lo que nos da
g i h i
amt°+4~ £ =m + £ + * 9
y nalmente
h [

m +%+2+ £+ + + £9 =0

2.5 Unicidad del lagrangiano

El lagrangiano no es unico, de hecho podemos siempre agregar la derivada total con
respecto al tiempo de una funcién sin cambiar las ecuaciones de movimiento

Lo= L + —f(q 1)

conf una funcion cualquiera.

Z,, z,,
= LWt=S+ d(da )

i1 t1

dt= S+ f(q(ty);t) f(g(ty);ty) = S+ constante

lo que implica trivialmente que S°= S. Lo podemos demostrar también al nivel de
las ecuaciones

@ d @ _@eL d @, @ dd @h@f @f !
G “oid @' o 4 @@

@q dt @q dt @ = @qadt dt |@L@{I @3‘

| 20

=0

De forma similarL°= L con constante, permite obtener las mismas ecuaciones.
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2.6 Multiplicadores de Lagrange

En algunas situaciones, existen ecuaciones de ligadura, por ejemplo en el caso de un
movimiento circular, (x;y) no son libre, tenemos la restriccion? + y> = ¢* o de
forma génericaf (x;y) =0 conf (x;y) = x2+ y? ¢ en este caso. Las equaciones de
ligadura de tipof (g;t) = 0 se llaman ligadura holonénica aunque las ecuaciones de
tipo f (g;q;t) =0 o ecuaciones de tipd (g;t) > 0 se llaman no holonémicas.

Vamos a estudiar solamente el caso de ligaduras holonomicas. Si tenemos un sis-
tema conN variablesfgg i =1:::N y P ligadurasf; (g;t)=0 conj =1:::P, se
dice que el sistema tiend&d P grados de libertad.

En el caso presentado en el dibujo, tenemos dos varialesy)
y una ligadurax?+y? 2 =0 es decir que hay un grado de libertad.

En el caso de las ligaduras holonomicas, se puede satisfacer
la restriccion con un cambio de variable. Por ejemplo, en el caso
previo, podemos consideray = "cos; x = “sin (con el
unico grado de libertad). El lagrangianoet = TV, con

1 1
T=Im x>+y? = —m?22
M X TY 75

V =mgy= mg cos
es decir
L= %m‘2_2+ mg’ cos
lo que nos da

L 2

= mg sin ; QL:m —
Q@-

9|®

y nalmente
*+ gsin =0

En este caso, fue facil imaginar nuevas variablés) que cumple con esta ligadura. Pero
imaginamos que la ecuacién de ligadura es complicada y no podemos hacer un cambio
de variable simple que nos resuelve la ecuacib(x;y) = 0. Por ejemplo si tenemos
x0+ x3=y+ xy® 2 =0. En estos casos, existe una metodologia (que no existe en el
formalismo de Newton).

Se introducen multiplicadores de Lagrangé ;g. Si tenemosp ligaduras, f; (g;t),
se introducenp multiplicadores de Lagrange y se de ne un nuevo lagrangiano

LO=L C e +)<p f .
(q,q_,t) ] J(q!t)

=1
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Losf ;g se consideran como nuevas variables, es decir
L® L%a:q; i5t)

Por lo tanto, podemos hacer la variacién con respectofggy f ;g. La variacion con
respecto a i, nos da

@l

— = fi(q;0);

0 ) fi(gq;=0

Pl

hemos por lo tanto recuperado la ecuacion de ligadura, mientras que la variacion con
respecto af gg es

et
G

lo que nos da la nueva ecuacion

e d L  * @f_

ee_e@L * of

:QL - = —_ —_—
@' @ @ _, '@qg

i

- — — =0
@ d @ ., '@
Como ejemplo, podemos estudiar de nuevo el péndulo simple, tenemos
L°= %m X+y?  mgy+ x*+y? 2
de lo cual obtenemos
x2+y? 2=0 (2.2)
mx 2x =0 (2.3)
my+ mg 2y =0 (2.4)

Queremos eliminar , por eso combinamo$2:3):x + ( 2:4):y

_ Mm(xx+yy+ gy)
- 5

Pero tomando dos derivadas de la ecuacion de ligadura, tenemos

m(gy x* Yy?)
2‘2

XX+ yy+ x2+y>=0 ) =
y nalmente

x %(gy x* y»)=0
y+g %(gy x* y)=0
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es decir las mismas ecuaciones pero en coordenadas cartesianas. De hecho si consider-
amosx = “sin yy= ' cos , tendriamos

N

“*cos " Zsin

~2

*+ gsin =0
A partir de las ecuacionesZ.32.4) podemos identi car una fuerza de tipo
2><'ex+2y'ey:2rer

lo que corresponde a la fuerza de tension del hilo quién es el origen de la ligadura.
Para terminar esta seccion, consideramos el caso de un lagrangiano que no depende

¢ se llama una variable ciclica. La ecuacion de movimiento por esta variable es simple

@L d @L
—=0 — — =0
es ° ) @ @
lo que implica una integral de movimiento
@L
= = Cste
@

2.7 Teorema de Noether

En varias situaciones, tenemos cantidades conservadas, por ejem-
plo para un resorte por lo cual la ecuacion de movimiento es
x + £x = 0, la energia es conservad& = Imx*+ ikx® De
hecho

(?j_f: mxx + kxx =  kxx + kxx =0

Esta cantidad conservada E) es relacionada a una simetria del lagrangiand, =
%mx_2 %kxz. El lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, es decir que
L(t+ t)= L(t) es una simetria.

Es el punto central de este teorema. Por lo tanto, si se observa en la naturaleza
una cantidad conservada (energia, carga, momenta,:) sabemos que el lagrangiano
debe ser construido con esta simetria.

Consideramos una familia de aplicaciones

g(t) 7! Qi(;t) 2 R; con Qi(0;t) = g(t)
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tal que sea una simetriccontinua del lagrangiano, es decir que

SL QGG =0
el lagrangiano no cambia cuando cambia. En este caso el teorema de Noether implica
que
X QL@
—— es constante
i @L @ =0
De hecho " #
@L_* QLeQ, OLE
@ , @QRe @ @
pero como&t=0, tenemos &t _ ' =0, lo que implica
p " "
0- @ _X elee e.@ _X e
@ ., ,,00 @@ _ , @@
_X 4 eLee | e@
dt @ @ , @@ %
_X d ewe
LAt @e
es decir
X QL@_Q = CSte
i @L @ =0
Podemos generalizar un poco el teorema, no necesitamos que
@
—L Qi(;t);(;t);t =0
@ Qi(5t)Q(:t)
pero solamente que
@ val-ryr - 96
@L QI( ’t )’Q"( ’t )’t - dt

ya que una derivada total no cambia el problema lo que implica

G _X d @L @Q

- d @ @ .
es decir que

es constante.Q se llama la carga de Noether.
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2.7.1 homogeneidad del espacio

Consideramos el caso de un espacio homogéneo, y un sistemid grrticulas interac-
tuando, descrito por el lagrangiano

1 X
L=35" m# Vs )

i
Este lagrangiano es claramente invariante bajo traslaciones

£ 7! + A; con A un vector
es decir que tenemo®; = + + A . Podemos facilmente veri car que
L fii&t =L /+ A &t
es decir que la carga de Noether es

X . X X
Q=" &R " e =" pw

es decir que el momento total en la direccién es conservado, pero comees cualquier
direccion, el momento total es conservado. En conclusion, la homogeneidad del espacio
implica la invarianza por traslacién delL es decir la conservacién del momento lineal
total.

2.7.2 Isotropia del espacio

La isotropia del espacio, signi ca que tenemos invarianza por rotacion del lagrangiano.
Como la carga se calcala co% _, Podemos considerar solamente una rotacion de
angulo pequefio ( as el angulo)

Cuando hacemos una rotacion alrededor de un efede angulo in nitesimal , el
vector cambiat, 7! #+ A . Por ejemplo, para una rotacion de angulo y eje
A= &, tenemos

0 1 0 o1 0 . 10 1
X X cos sin O X
@yA 71 @yA = @sin  cos 0A @yA
z z0 0 0 1 v4

es decir

8 o i

< x°= xcos  ysin
y’= xsin + ycos
2°=z

29



0 para 1
8
EXO:X y =X+ ('eZ +)x
JYEYH X =yt (8 0#),
2=z =z+ (& ¥,

Por lo tanto, para un lagrangiano que tiene esta simetria, tenemos

X @L
Q=x+n f ) Q= — (R *) es constante
G
pero comof = %L, obtenemos
X X
Q= a @® ®)= #AF® AP)=7ACL

conC el momento angular. Comon es cualquier, tenemos conservacion del momento
angular total. En conclusion, la isotropia del espacio implica la invarianza por rotacion
de L y por lo tanto la conservacién del momento angular total.

2.7.3 Homogeneidad en el tiempo

Para terminar, consideramos la homogeneidad en el tiempo, es decir que consideramos
quet 7! t+ no cambia nuestro lagrangiano. Para pequefas traslaciones en el tiempo,
obtenemos

q(® 7! g+ )" a®+ a Q(t)
y a7t at+ )" a®)+ ¢

lo que implica que nuestro lagrangiano cambia de la forma siguiente

L(g;a;t) 7! L(g+ q;qa+ ¢;t+ )
o @L @L @L
7" L(g;q;t)+ q@f q@+ at
@, d oL d @L, @L

eq da Y@ ‘Yo @ T et
@L d @L d @L @L
7 L@an+ ale - 2y & g% &

@1 ¢ @ a ‘@ et

=0

7" L(g;q;t)+ g

dL
I ‘G -
7" L(g;qg;t)+ gt
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es decir

@L_d
@ dt
Lo que implica que la carga conservada es
X
Q = @L@ L
@ @

i =0
lo que corresponde a la energia. Por ejemplo,LlsE %mv2 %kxz, tenemos

L 1 1 1 1
Q= %Vv L = mv? Emv2+ Ekx2 = émv2+ ékx2

El teorema de Noether no aplica a simetriatiscretas como por ejemplo la simetria
de re exion + 7! *

2.8 Problema de dos cuerpos

Queremos estudiar un problema de dos cuerpos con un potencial de interaccién pro-
porcional a la distancia entre estos cuerpos. Sobre cada una de estas particulas actuan
las fuerzas exteriores al sistema y las fuerzas de interaccion mutua entre las particulas
del sistema.

d

£:H+%

d

_d? =F+Fa=F Fp
d 3 dp
g RrtR SRR o

donde p es el momento lineal total del sistema Y; + F, = Fgy es la resultante
de las fuerzas exteriores. El movimiento del sistema de particulas viene determinado
solamente por las fuerzas exteriores. Nosotros, estudiaremos un sistema aislado es decir
cuandoFe, = 00 P = 0.

Sear = +, ¥, el vector entre las dos particulas, es una coor-
denada conveniente para nuestro estudio ademas de la posicion
del centro de masa

_ Myt + Mat,
fon = 22
mi+ mo
=% *q
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en términos de las cuales las coordenadas originales se escriben

1 = —mz ¥
1 — TCM

mqi+ M,
2= fom + L
2 — TCM

mq+ M-,

lo que implica

dp

i mit + Myt =(my+ my)tem = Fee = O

En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se movera a velocidad constante,
por esa razén es un sistema de coordenadas interesante.

El lagrangiano del sistema se de ne por

1 1 . .
L = ém11e12+ émz‘r—'zz Ut i)

1 mo S| m; 2

= —-m ——+% + —-m + ——F U(r
2t Fem my+ mo 22 Fem m; + mo (r)
1 2 1 mm, ,

=—-(m;+m + —— U(r
5 (Mt mo) &gy + oo U()

Observamos que la energia cinétigd ) es la suma de la energia cinética del movimiento
del centro de masa mas la energia cinética del movimiento en torno al centro de masa

(T9.

_ 1 mm, 2

mso my
= Z ;Y -|¢20:
2mi+ ms

TO — —
m; + my m; + my

= %mlflm+ %mzfz@ con =

De niendo la masa total del sistemaM = m;+ m, y la masa reducida = ™"2 (o

mi+my
1 - 1

1
== -+ ;) obtenemos

1

1
EM Byt = £ U(r)

L =
2

Los seis grados de libertad (tres parg, y tres para+,) se describen mediante las
componentes de los vectoresy fcy. Pero las componentes decy son coordenadas
ciclicas

d @L

——— =0 M = constante

El centro de masa se movera con velocidad constante (no hay fuerzas externas) y es
entonces posible describir el movimiento con respecto a un sistema inercial en el cual el
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centro de masa es el centro, es deegy = 0. En consecuencia de lo cual, el lagrangiano
se reduce a 1
L=3 £2 U(r)

es decir que hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema de un cuerpo
equivalente de masa en el campo central(r). Una vez que se ha obtenids, podemos
obtener los movimientos individuales colircy = 0)

_ mo . _ mq
¥ = —F, tHh= ——F
mi + my miy + my

Tenemos con este lagrangiano, varias simetrias y por lo tanto cantidades conservadas.
Como la energia potencial sélo depende de la distancia de la particula al centro de

fuerzas, y no de la orientacion, este sistema posee simetria esférica, lo que implica que
el momento angular del sistema es conservado

C=+ p= constante

Eso implica que el vector que una las dos particulas, permanece siempre en un plano
normal aC. Es decir que nuestro problema es planar y por lo tanto se reduce a dos
dimensiones (espacio ortogonal &). Podemos usar las coordenadas polaress re

£E= 1€ + I8

re +re

£2= 12422

El lagrangiano es

1
L= 5 r2+r22  U(r) (2.5)
Veamos que es una coordenada ciclicp %L = constante= r ?_, es el momento
angular del sistema. Podemos escribir 2_= ", con " la norma del vector momento

angular. De forma trivial, %rz_es conservado. Es la velocidad areolar area barrida por
el vector de posicién por unidad de tiempo.
El &rea barrida en un tiempodt es

_1 _12
dA = ér(rd )= 2r d

lo que implica

dA _ 1r2 = constante
dt 2

Es conocido como la segunda ley de Kepler (1609)
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"El radio vector que une un planeta y el Sol barre areas iguales en tiempos iguales"

Nosotros, hemos encontrado que esta ley existe para cualquier potentiét) y no
solamente para el potencial de interaccion entre un planeta y el Sal ( 1=r).
La variacion del lagrangiano 2.5) con respecto a las dos coordenadés ) nos da

d @L_ @L

dt@  @r

d @L_ @L

dta @
es decir

p=r 2 UYr)

lo que podemos reducir a una sola ecuacién
~2

P= 3 uqr)

Veamos que el problema de dos cuerpos, puede ser reducido de forma genérica a un prob-
lema en una sola dimensién. Podemos interpretar esta ecuacion como el movimiento
de una particula de masa en el potencial efectivo

N2

Uef(r): U(r)+ 21 2

F= U
2.8.1 Problema de Kepler

Queremos estudiar el problema anterior en el caso de una fuerza de gravitacional entre
un planeta y el Sol, en este caso

k
u(r) = .
conk una constante que depende de la masa del Sol y del plandtaz GMm
\2 k

Para muchos problemas de este tipo es mas interesante estudi@r) en vez der(r).
Haciendo este cambio de variable, obtenemos

dr_drd _ o
acaas FO 0
dr_ ) e
diz = 22 r( )2 “r()3
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lo que transforma la ecZ.6)

) 21k

r()2 “r(»® r 2

el problema es aiin mas interesante si usamos la variable 1=r

)+ u() S=0

cuya solucion es

u()= &+ Acos( o)

~ 1+ ecos( 0)

cone= A'2=k una constante, lo que implica

\2:k
1+ ecos( 0)

r()=

La constante o corresponde solamente al angulo desde cuando empezamos a medir
nuestro angulo , por lo tanto lo podemos jar a o =0. También podemos ver que si
tomamos o = , es similar al reemplaze! e. Por lo tanto, podemos considerar

e 0. Aparecen 4 casos

. . N2
- e=0, en este caso la trayectoria es circulai ) = —

0<e < 1, latrayectoria es un elipse, en este cassse llama la excentricidad.

e=1, la trayectoria no es acotada, tenemos una parabola.

e > 1, la trayectoria es una hipérbola.

En el caso de un elipse, sabemos que "=r 2, es decir

2

— k 2
—= —5(1+ ecos)

lo que implica que
z, z

k2 k2
d = — dt= —T
o (L+ ecos)? 8 8
conT el periodo de nuestro movimiento. Como
Z
2 d 2
o (l+ecos)?2 (1 )32
obtenemos
~3
T= 2 -
k2 (1 €232
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pero sabemos que el semieje mayeax, es obtenido con

la relacion2a=r( =0)+ r( = ), es decir

\2:k

a=

1 e

lo que nos permite concluir que
r_
T=2 -a¥ , T?=4 2.8
k k

es decir la tercera ley de Kepler (1618)

Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente
proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su Orbita eliptica.

2.9 Sistema de referencia no inercial

Consideramos dos sistemas de referendig) un sistema iner-
cial y (M) un sistema en rotacion alrededor de un eje comun
entre (1) y (M), en este caso el ejg.

Se de ne lavelocidad angulart = £,. Este vector mide
el cambio del angulo (t) con una direccién de nida por la
regla de la mano derecha.

Un vector ¥+, jo en (M), se desplaza er(l) por la
rotacion. Para un desplazamiento in nitesimald , el vector
se transforma enr+ dr condr = rsind y una direccién
indicada en el gra co. dr es ortogonal al plang(* +)

dgr=d +; con d =d=e,
De hecho,

d +=de, rcose, + rsin cosey+ rsin sine,

=rsind (fos ey{z sin eT)
ortogonal a + y *
De esta relacion, concluimos que
dr
dt

De manera mas genérica, consideramos el caso con

=+ ¥, con+ =2,
jo

t=l6+!,8+!38
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Estudiamos primero el efecto de la rotaciok; sobre los
vectores unitarios. Obviamente, en este casg, no cambia.
El vector g, cambia deds, lo que corresponde a una rotacion
de angulod 4, (*1 = 4€).

§ + dg =cos(d 1)g +sin(d ;)" §+d 8

) dg =d &
€+dg= sin(d,;)g+cosd,)e' dig+e
) de= dig

De manera similar, considerando una rotacion pdf, = »€,. El vector € no cambia
mientras que el vectorg, se transforma en

&+ dg = sin(d ;)& +cos(d 2) &

) d&= d2g
§ + dg =cos(d 2) & +sin(d 7) &
) de =d 8
Finalmente considerando la rotacion con respectota, tenemos
dg = d 38
dg = d 38
Considerando el gfecto in nitesimal, de las tres8rotaciones, tenemos
2dg=dsg d.g 2 =138 !,8
Jdg=de ds& ) _g=!18 !3&
dg =d .8 di§ e =l 11§
es decir
de

habi A E : i=fxvy:
il €; con i=fx;y;zg

Consideramos ahora un vector = xg + y8§ + z€, en un sistema de referencia no
inercial, es decir qugg; §;€ ) son los vectores unitarios de este sistema de referencia.
Queremos conocer su variacion en el sistema de referencia jo (inercial)
jo I z } I { }
velocidad en el sistema br

de referencia en rotaciéon

dr
dt

rotacién
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es decir

df . dr
dt . dt

jo rotacion

+ 4+ f 2.7)

Aunque hemos obtenido esta relacion para el vector posicigres valida para cualquier

vector Q |

! !
aQ  _ dQ

-= = = + &
dt jo dt rotacion ?
En particular, si consideramosQ = +, tenemos
d+ o d+
dt jo Codt rotacion

Es decir que la aceleracion angula: es la misma en ambos sistemas de referencia.
Ahora consideramos dos sistemas de referencias sin cen-
tro O en comun, con(R9) = (O%%%9 un sistema de ref-
erencia inercial aunque(R) = (Oxyz) no es inercial. De
» = R(t) + *, obtenemos
|

dv AR dr
dat dt o dt
pero
d_‘F = d_‘F + 4+ *
dt jo dt rotacién
lo que implica !
dﬁ = d_R + d_‘F + + *
dt . dt dt

rotacion

De nimos

-  » la velocidad deP en (R9)

dr

- dt rotacion

, la velocidad deP en (R)

-V({t) & lavelocidad deO en(R)
jo
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es decir
v =V({H)+ v+ w

Con esta relacién podemos ahora armar el lagrangiano. En el sistema iner¢if),

tenemosL = %mv& U para una particula con masam, velocidad % y bajo un

potencial U. Sabemos quer = V(t)+ v+ + +conv+ + * %‘t o €S decir

= V()2 + w2+ (+ HI+2V(1) ('|V+ fz 1? +2v (v ¥
©) o

lo que nos permite obtener

L:}mV(t)2+}mv2+%m(+ £)Z+ mv(t) dr +mv (+ ® U

) |——5

dF (t)

4 my) dv (t)
|-

dt
A(t)

£

El primero termino depende solamente del tiempo y es conocido, por lo tanto se puede
escribir usando una cierta funcién, comé qt).

d
|d_t[F (t) +{ZmV(t) 7]

puede ser eliminado

L

%mv2+%m(+ HZ+my (+ ¥ me A) U+

%mv2+%m(w HZ+mv (w £ mr A(t) U
L(¥ ;1)

Sabemos que la ecuacién de Euler-Lagrange es

d @ _el
d @v @+
Obtenemos aL
@v: mv+ m+

Para calcular %t, tenemos que usar las formulas
(+ P2=4+%2 (+ 9)?

) @@1@ £)2 =242 20+ Pt

39



también tenemosy (+ ¥) = + (¥ +) lo que implica

@@+V + ®n =~ #+
es decir
%i: m+2e m(+ HF+mv + mA(L) %ﬁ

lo que implica

@Uu
+ + m¥ = m+? + o)+ + + ="
ma [n_ﬁ'z_f [T‘I_.{Z_*}f m++ m+ ®)++mv + mA(t) @+
me & my
ma= m+¢ {m(!- HE+2my  F+me £ mA(t) @u
I z } @+
m(+ ) *+
y nalmente
ma=m(+ ¥ ++2mv ++m+r £ mA(L) %l:

Los términos de la parte derecha pueden ser interpretado en el formalismo newtoniano
como fuerzas ( cticias), conm(+ ¥) + la fuerza centrifuga,2mv + la fuerza de
Coriolis y nalmente m# & la fuerza de Euler.

Demostramos las formules ocupadas previamente

2— — " n
(+ B =(+ N *+ ="K i m"rm
-— ||" ||_ !! r r
|£<Z|I_n} jr1Tklm
il km o jm K
= km! jNifkfm jm okt iTkrm
:!j!jrkrk !jrj!|r|

=(H)*®* *+ 9°

v (v 0= vith B = viti!

= ik il

="viline=1(r ¥ =+ (r )
=" Vviline=r(v F=F (v #+)
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L2 (F BF=10ie it

=il Lirl;8
=il ity 8
=(C g wk)itkng
= "mij "k bl kg

= "mili(v PImg
="mi it PImg
=((+ » *+); 8
=(+ + +

2.9.1 Péndulo de Foucault

Como aplicacion, estudiamos el péndulo de Foucault. Quer-
emos estudiar un péndulo simple en el sistema de referencia
del laboratorio (no inercial).

(Ro) es un sistema ja (con direcciones hacia estrellas
lejanas) y(R ) es el sistema de referencia no inercial asociado
al laboratorio. Tenemos

+=1( siney+cose,)

Queremos estudiar el movimiento de este péndulo con una masa que se encuentra en
la posicion* = (x;y;z), por lo tanto v = ( X;y;z). Sabemos que

1 1
L= émv2+ ém(4.~ 2+mv (+ ¥ me Alt) U
La energia potencial de gravitacion es

U= mg £= m( ge) (x&+yg§ +2zg)= mgz
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y también
1

1
2 — 2 2 2
-mvy = -m X°+ + Z

£ #=1( sinex+cose,) (x&+yg+ze)
=!( ysine,+ zsiney+ xcose, YyCOS€y)
(+ ®2=12 y2cog +(zsin + xcos )2+ y?sin?
=12 y2+(zsin + xcos )?

¥y (+ H=1! (x&+yg+z8) ycose, +(zsin + xcos )g ysine,

=1 yxcos +yzsin +yxcos zysin
Nos queda calcula’iA(t), es decir la aceleracion d® en (R )
|
Q=R ¢
conR el radio de la Tierra'y
— 0 ; 0 ; H 0
§ =C0s €, +sin cose,+sin siney

lo que implica
h i
V()= R — sin sinel+sin cosel ; con _=
h i h
) A(t)=R L sin sinlel+sin cosley R !?sin cosle/+sin

La rotacion de la Tierra es casi uniformé_ ' 0y !? 1 de hecho!
0; 000073 rads por lo tanto podemos aproximar

At(t)'!O y (+ 920

El lagrangiano de una particula libre es

1 . .
L' 5m X2+ y>+z2 +ml yxcos +yzsin +yxcos  zysin

pero estudiamos un péndulo, es decir q&;y; z) no son independiente

(l Z)2+X2+y2:|2 I

r .3
_ X2+ y?
, z=1 1 1 E
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Esta expresion dez es una ecuacion de ligadura y la podemos reemplazar en el la-
grangiano. Pero también queremos estudiar las pequefias oscilaciones es decir
Ly 1
r 1
X2 + \2 X2 + 2 X2 + V2
y 1 | 1 1 y 1 y

=] 1 - 7
) 2 2 212 2

es decir quez es de orden dos. Para evaluar el orden de cada termino del lagrangiano,
obtenemos

0 1
1
L' —m@ %3 + y2 + 23 A+m! cos + sin + cos sin
ST T T IE | | 17 &
orden 2 grden2 orden 4 orden 2 orden 3 orden 2 orden 3
m9 (A
orden 2
1 1 . .
=Zm x®+y? + m|_gosy(xy. yx) -m 9 o y2 + términos de orden superior
! 0

lo que nos da nalmente

1 1
L Layisy)= sm xE+y? +m (xy. yx) smig x*+y?

Tenemos 2 ecuaciones de Lagrange

d @L @L

a @ = @X a(mx_ my): my m! CZJX
) X 2y+135x=0

d @L @L, d

a @ = @y) a(mL'F m X ) = m X m! cz]y

) y+2 x+!1gy=0

Son dos osciladores acoplados, con el acoplamients ! cos . Se observa que no hay
acoplamiento en el ecuadof = =2).
Para resolver estas ecuaciones, se de ne x + Iy

*+2i 412 =0
Podemos buscar soluciones de la forned

(t) = g it Aeip 415ty Be ip 2412 ¢
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con A y B las condiciones iniciales. Podemos considerar que el péndulo se encuentra
en una posicién sin velocidad inicial{0) = 0

- P P : P P
-(t): ie it Ae' +.0t+Be| +15t + i 2+!c2)e|t Ae' +15t Be ! +15t
q
{0)= i (A+B)+i 2+13A B)=0
es decir
2+!2
B = p=—r’
+ 18+
lo que implica
oA ~ ha q q [
)= p——¢e"" 2+ 12cos 2412t +1i sin 2412t
2+ 12+
| {z }

ecuacion de un elipse en el espacio complejo

De hecho para un elipse& = acqgs; y = bsin es decirz= x+ iy = acos + ibsin ,

lo que nos permite concluir que 2+ ! 2 es el eje mayor y el eje menor. El factor

e 't es un factor de rotacion, hace que el elipse tiene rotacion en el tiempo.
Durante un dia,!t =2 por lo tanto, el péndulo gira de

t =1t cos 2 CoSs

El péndulo gira de2 cos cada dia.

Movimiento del péndulo en el plandx;y) para =45 y = 1000 km 100 knt 100 ng
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2.10 Sdlido rigido

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas cuyas dis-
tancias mutuas son jas, es decir que no varian en el
tiempo. La descripcion del movimiento se puede hacer
en términos de la posiciéon de su centro de masa y de
la orientacién relativa del cuerpo en el espacio. Esto
requiere de dos sistemas de coordenadas:

- Un sistema inercial (laboratorio) denotado por
(xy;2).

- Un sistema en movimiento, jo en el cuerpo, con
origen en el centro de masa, identi cado pqixy; X2; X3).

La posicion R de cualquier puntoP del cuerpo rigido en un instante dado con
respecto al sistema de referencia del laboratorig; y;t) es

R = RCM+'F

con ¥ la posicion deP con respecto al sistema jo en el cuerpo. Considerando un
desplazamiento in nitesimal deP en el laboratorio,

| |
'dR = dRgy + dF (2.8)

Un cambio in nitesimal dr en las coordenadagxi; X,; X3) sb6lo puede deberse a un
cambio de direccidn del vector no a un cambio de su magnitud (puesto que la distancia
de P al centro de masa es ja). Es decir que un cambi@rdebe ser el resultado de
una rotacion in nitesimal alrededor de un eje dado instantaneo que pasa por el centro
de masa.

Como lo hemos obtenido en la e@(7)

e _ of
dt . dt

jo rotacion

++ F

pero en un solido rigido, los puntos no se mueven dentro del sélido, es decir

dr -0
dt rotacion
lo que implica
dr
habl - L
i L or
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es decir, a partir 2.9
¥=4cy ++ F

con + la velocidad angular instantdnea de rotaciény = dR=dt la velocidad deP en el
laboratorio (x;y;X), ¥cm = dRcy =dt la velocidad del centro de masa en el laboratorio
(X;¥; X).

En un instante dado, todos los puntos del cuerpo estan girando con la misma
velocidad angular+. Obviamente, la direccion y la magnitud de+ pueden cambiar
durante el movimiento.

2.10.1 Angulos de Euler

La direccién der estad dada por la orientacion relativa de los
ejes(Xy;Xz; X3) con respecto a los eje€;y;z). La descrip-
cion de la orientacion relativa entre dos sistemas de coorde-
nadas cartesianas requiere de tres angulos entre los respec-
tivos ejes de cada sistema.

- Precesion: rotacion alrededor de un eje jo en el labo-
ratorio

- Nutacion: inclinacién con respecto al eje jo
- Rotacion: rotacion del cuerpo sobre si mismo

Necesitamos por lo tanto tres rotaciones.

Tenemos 3 rotaciones, que descomponemos en 3 ang(lps ). La primera
rotacion, nos permite pasar dgx;y;z) a (x%y%z9
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0 1 0 1 0 |
X X cos sin O
@yA = @yA; con =@ sin cos 0A
z° y 0 0 1
en la segunda rotacion, pasamos q&°%y% z% a (x%0y%9z%
1 1
0 x001 0 x0 0 1 0 0
@yoA = @y%A ; con = @0 cos sin A
z%° z° 0 sin cos

y nalmente la rotacion para pasar de(x°0y%z% a (x1;y1;z1) es

0 1 0 0 . 1
X1 x001 cos sin O
@y, A= @y%A : con =@ sin cos 0A
Z z%0 0 0 1
lo que implica la transformacion
0 1 0 1 0 1
X1 X X
@ylA = @yA @yA
Z1 z Z
con
COS COoS COS Sin sin CcosS sin +cos cos Sin sin  sin
= @ sin cos COS sin cos sin sin +c0S coS cos cos sin A
sin sin sin cos cos

2.10.2 Velocidad angular mediante los angulos de Euler

Podemos de nir la velocidad angular en el sistema de coordenad&s; ¥1; 2,). Sabemos
que

= 2+ R0+ _p00

Por ejemplo, tenemo2°°= %,, lo que implica que

0 0 1
-_ @0 A
De forma similar 0o 1 0 1
X1 x°
@Y1A = @YOA
Z z°
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lo que implica’®=cos ®; sin ¥, es decir

0 1
—Ccos

== @ _sin A
0

y nalmente
—sin sin
== @ _sin cos A
—COoSs

La velocidad angular instantanea- de un cuerpo rigido es por lo tantd- = (! ;! 5;! 3)

con 8

<!1= -sin sin + _cos
> = _Sin cos —sin

!
!
l3= _+ _cos

2.10.3 Energia cinética

A partir de la velocidad angular, podemos deducir la energia cinética

1 X
T:E m; ¥

2

con m; la masa de cada particula w la velocidad de cada particuld'i" del solido.
Pero sabemos que

¥=Vem ++

lo que implica

X n o]

1 X 2
= m V& +2Vew *+ ® +(+ ®)

T_é m; VCM++ i =

NI =

i i
Descomponiendo el calculo, obtenemos

1X , 1., X 1., .
> miVy = EVCM m; = EMVCM Tem ; conM la masa del solido.

Es la energia cinética del centro de masa con la masa total del cuerpo. Para el segundo
termino, ocupamos la relacion

a® ©€=DbD (e &=c (a D
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X X I
mVem (v 1)= Vem + mi+ = 0

| |z
0

porque el origen es el centro de masa. Finalmente, para el ultimo calculo, usamos la
relacion

(a B (e O)=(agbd (ad (b9
lo que implica

1 1 X

PG W= m () T

i
Es la energia de rotacién ya que depende He En conclusién, tenemos
T=Tem + Tiot

Le energia cinética de rotacidon puede ser expresada de otra forma. De nimos las
coordenadas de una particuldi" en el puntoP; como

i = Xa(Pi); X2(Pi); X3(Py)

lo que implica

X
Fa= 0 i (P)
j
or lo tanto
yP " #" #
) X X
(+ 1) = Lix; (Py) I Xk (Pi)
X! “
= itk (P) Xk (Pr)
ik
y también
, X X
+= 'Jl i = 'JI k jk
J jik
lo que implica . 4
1 X X )
Tot =5 M Pt ™ Lty (P) X (P)
i ik
1 X X X
=5 e my £ 5 X (P) xk (Py)
ik i
1 X
é Ijk!j! k
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donde hemos de nido el tensor de inercia del cuerpo rigido

- 2
e = M 77k XXk

Este objeto puede ser expresado como una matriz

0 1 0P .. . P P
l11 112 113 i [ (X5 + X3) = i MiX1X2 i MiX1X3
| = @|21|22|23A =@ pimixZXl iE“ (X%"'X%) p i M X2X3 A
l31 132 l33 i MijX3Xy i MiX3Xo . m; (X% + x3)
| es simétricolx = | lo que implica que tenemos 6 componentes independientes.

Cada componente del tensor expresa la resistencia o inercia de un cuerpo a ser rotado
en torno a un eje dado. Por ejemplolsz mide la resistencia del cuerpo a ser rotado
alrededor del ejexs. Para una distribucion continua de masa, pasamos al limite continuo

es decir que reemplazamos la suma por una integral.

con la densidad de masa del cuerpo.
z
— 2 3
Ijk_ (‘F) ¥ ik Xij d°x

Por ejemplo, si queremos calcular el momento de inercia aso-
ciado a un cubo homogéneo. Es decir quees constante

z zZ, Z, Z,
l1q = x5+ x5 & = dxs  dxp X5+ X3 dx,
0 0 0
2 2
= :—)’ b5 = :—)’M b2

Z b YA b YA b 1 1
1o = dexl X2dX2 dX3 = = b5 = -M b2

0 0 0 4 4

las demas componentes se calculan de la misma forma
0 1

wIN

1

4
2
3

1
@
EN[E N

E LR

A con = Mb?

wIiN

1
1
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a partir de lo cual podemos calcular la energia cinética
de rotacion. Es importante entender que el tensor depende
del centro con respecto a lo cual lo calculamos. De hecho,
tomando como centro, el centro del cubo obtenemos

Z
1o = rz 12 X1Xo2 d3X
Z b=2 VA b=2 YA b=2
= dexl X2dX2 dX3 =0
b=2 b=2 b=2
z b=2 Z b=2 YA b=2
I3 = dxs dx, X3+ X3 dx, = —
b=2 b=2 b=2 6

de lo cual obtenemos

0 1
100

| = —@p 1 0A
001

Existe una relacion entre los 2 tensores, estebrema de los ejes paralelos
Seal . el tensor de inercia de un cuerpo rigido expresado en el sistema de coorde-
nadas(Xi; X»; X3) con origen en el centro de masa del solido. En un sistema diferente de
coordenadas jas(x?; x3;x9) cuyo origen0°se encuentra en una posiciéacon respecto
al centro de masa del cuerpo, el tensor de inercia es
0 _— X 2
e =T+ mia o ga

Se demuestra considerandg = a+
Por ejemplo para el cubo

A= b b b
202 2
Vimos por ejemplo qud ;; = =6, lo que implica
Z
19 = —+ a®  a’ d
176 | —{z2
T
2
= —+M—-=—= —
6 2 3
En termino de clasi cacion, cuando tenemols;; = 1, = ls3y |j =0 parai 6 j sellama

el trompo esférico (como la esfera). Los cuerpos como la varilla tiehes= 1,, 6 133 se

51



[laman trompo simétrico y aguellos como la caja de cerillas, que cumplen la condicién
|11 6 I, 6 |33 Se denominan trompo asimétrico.

Obviamente esta clasi cacion depende del punto que se considere en el solido. Una
esfera homogénea es un trompo esférico en el centro de masa y un trompo simétrico en
otro punto.

2.10.4 Momento angular

Hemos visto que el tensor de inercia nos permite calcular la energia cinética de rotacion.
Nos permite también calcular el momento angular. Calculamd&scon origen en el centro
de masa X X X
L= @A= n (M¥)= £ M+ =)
| | I

usandoa (b ©=(a b (a DHetenemos
X

C= m £+ (1 Y
i
La componentek es
X
Le= mi &l (F +)x(P)
i n #
X X X X
= m rel e Xj (Pi) !Xk (Pi)
X X' j X
= !j m; riz ik Xij = ij!j
j i j
es decir
C=1I1+
Lo que nos permite reescribir la energia de rotacion
1X 1X 1
Trotzé Ijk!j!kzé I—k!k:ét +
ik k

Las ecuaciones pueden plantearse en términos de los angulos de Euler, que describen
los grados de libertad

L=T V=L(;5 +++)
1 X
Too =5 i i

1)

2.10.5 Trompo de Lagrange
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Consideramos un trompo de masan en el campo gravita-
cional y cuyo punto inferior O esta jo. ES un trompo
simétrico con respecto al centro de mas#;; = I, 6 I33
con(x;y;z) las coordenadas del laboratorio ¥X1; X»; X3) las
coordenadas jas con el cuerpo. Ambos sistemas de referen-
cia tienen origen en el puntd), lo que implica que

Tiraslacion = 0

En el sistema de coordenadds; X»; X3), €l centro de masa es jo, por lo tanto, no hay
energia cinética asociada, excepto la energia cinética de rotacion

_ _ 2 2 2
T=To = 11! 7+ 122! 5+ 133! 3

NIFRNI -

1
2 2 2
con

1= —sin sin + _cos
I , = _sin cos —sin
3= —+ _CO0S

lo que implica
1 2 cinl 2 1 2
T=lu(Ssin® + 5)+ Zla3( -+ —cos)
2 2
aungue la energia potencial del trompo, con respectdas
V = mgz = mgacos
Lo que nos permite armar el lagrangiano del sistema

1 ) 1
L = Eln 2si + 2+ §|33 —+ _cos mgacos

No vamos a derivar todas las ecuaciones. Observamos en particular que las coordenadas
(; ) son ciclicas lo que nos permite obtener

= constante

, l33( —+ —cos ) = Iz3! 3= constante L3
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lo que corresponde a la conservacién del momento angular alrededor dekegje

= constante

. l;p—sin® + ls3c0s (—+ —cos )

En las coordenadagx;y;z), corresponde a la conservacion de,. Lo podemos facil-
mente demostrar a partir de las relaciones

-sin sin + _cos

-
1

-sin cos —sin
3= _+ _cos

y deL = |:+, tenemos
L;=141 Sin sin —+cos —
L,=14 sin cos — sin _—
Lz=133 —t+cos —

lo que nos permite obtener

0, 1 0,1
LX Ll
@LyA = 1@|_2A
LZ L3

de lo cual podemos obtenek, con la matriz de rotacion. Finalmente, en vez de
obtener la ecuacion para, usaremos la conservacion de la energia como tercera ecuacion

1
E=2ly 2+ 2sin
211

1
2+ §I33( _+ _cos )?+ mgacos

Pero tenemos

_ L, Lscos
T 1y Sin?
Lz (L, Lscos)cos
S | 11 Sin?

lo que nos permite escribir una expresion con solamente

1 L, Lscos)® L2
E= 1 2+ (L 3 5 ) + —3 + mgacos = constante
2 2l 11 SIN 2l 33

1
§|11—2+ Ver ()
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con Ve el potencial efectivo. Observamos a partir del gra co d&, que siempre
oscila entre dos valores excepto cuando la energia es minima.

De la expresion de (t) se pueden obtener las otras coordenadas, en particular
podemos observar que el signo dedepende del, Lzcos . Es obvio que tenemos
L, Lzcos <L, Lzcos.,loqueimplicaquesL, Lzcos > 0, > 0, aunque
siL, Lzcos < 0, no tiene una evolucion monétona y nalmente existe el caso
extremoL, Lszcos =0. Estos 3 casos estan ilustrado en los gra cos siguientes en
los cuales observamos la punta del trompo proyectado sobre una esfera.

Observamos ademas de la nutacion (variacion dg, una precesion es decir la
variacion de . El fenédmeno de precesion ocurre por la Tierra que podemos representar
como una esfera achatada por los polos es decir un trompo simétrico. El periodo de
precesion es de aproximadamenf6000afios.

La nutacion puede ser eliminada, es decir si=  es decir siV3( o) =0.

Ls(L, Lscosg) (L, Lscos g)?cos g
|11$in 0 |11$in3 0

mgasin ¢ =0
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Denimos X =L, Lscosg
cos oX? Lgsin® (X + mgaly;sin* ¢=0
Esta ecuacion tiene una solucién si el discriminante es positivo es decir
L3 4mgali; cos g

pero comoL ; = 133! 3, tenemos
mgal 11 COS o
|33

Puede ocurrir un movimiento con jo (sin nutacion) si ! 3 es su cientemente grande.
Usualmente no se cumple esta condicion después de un cierto tiempo, por friccion, lo
gue empieza a producir nutacion.
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3. Formalismo hamiltoniano

El formalismo hamiltoniano no esta tan usado para resolver problemas como el formal-
ismo lagrangiano, pero nos permite entender mucho mas la estructura de la mecéanica
clasica y ser la base para la mecanica cuantica.

En la mecanica lagrangiana, tenemos coordenadas generalizaddsjg y las ve-
locidades generalizadakg g tal que

d @L _eL

dt @ ~ @q

Son n ecuaciones diferenciales de segundo orden por las cuales se nece&itan
condiciones iniciales g (t = 0); q(t = 0)g. La idea de Hamilton es considerag y g de
forma similar, y no comog que es la derivada dej.

En esta direccion, se ocupa el momento generalizado

_eL _oL
@ e @q

tal que las variables(g; q) se reemplazan pofqg;p;).

En vez de posicion y velocidad (espacio de con guracion, es decir las posiciones so-
lamente porque las velocidades no son independientes), pasamos a posicion y momento
(espacio de fase).

Por ejemplo, si consideramos un péndulo

Pi

1
L = émI2_2+ mgl cos

tenemos

la ecuacion de Euler-Lagrange es
p = mglsin ml?*

Con estas ecuaciones podemos dibujar el espacio de fase, con lineas que representan
soluciones diferentes es decir con condiciones iniciales diferentes. El espacio de fase
representa por lo tanto el espectro de todas las soluciones. En el caso del péndulo, la
variable es periddica, lo que implica que el espacio de fase es un cilindro.
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Cada punto del espacio de fase representa la posiciohy el momento p = mil?
en un tiempot. Por eso, las lineas en el espacio de fase no se cruzan. De hecho, dado
estas coordenadas, la solucién de la ecuacion diferencial es Unica.

Queremos encontrar una funcion en el espacio de fase, es decir una funcion de
(g; pi) que determina de forma Unica la evolucion del sistema. Por lo tanto, necesitamos
una funcién que contiene la misma informacion que el lagrangiahdg;g;t) (quien
determina la evolucién en el espacio de con guracion) pero con las variablgsp) en
vez de(qg; q). Ese proceso se llama la transformada de Legendre.

3.1 Transformada de Legendre

Consideramos una funciorf (x;y) tal que, & = Sldx + Sldy y de nimos una nueva
funcion g(x;y;u)  ux g(x;y)

@f @f
dg= udx+ xdu —dx —d
g @x @yy

donde u es una variable independiente, pero vamos a considerar el caso particular
— Of
u= g Enese caso

of
dg= xdu —=-d
g @yy
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es decir queg es una funcion dgu;y). En conclusion, hemos pasado d&;y) a (u;y)
de niendo una funcion

g(u;y) = ux f(x;y) con u= @f

@x

Por ejemplo, en termodinamica se considera el cambio de energia
du=TdS PdV

gue esta relacionado con un cambio de entropia y de volumen, es d&gis; V). Pode-
mos de nir una funcion de(T; V) por ejemploF = TS U (por razones histéricas, se
deneF=U TS)conT = & llamada la energia libre

dF = TdS+ SAdT dU=TdS+ SAT TdS+ PdV = SdT+ PdV
3.2 El hamiltoniano

A partir de la seccion anterior, de nimos el hamiltoniano como la transformada de
Legendre del lagrangiano
X @L
H = | pa L(g;q;t) conp = @

Por ejemplo si

1
L=Zme&> V(¥

2
tenemos
p= @L: m+
@
lo que nos permite de nir el hamiltoniano
coe L= P L BT
H=px L—pm 2m - + V(¥
_ P
= 5m + V(¥
Una vez conocido el h@,miltoniano, necesitamos conocer la dinamica en el espacio de
fase. Sabemos que = ;pg L (g;q;t), lo que implica
X @, @L_  a@L
dH = dp + pd —d —d —dt
X @  @L @L
= d —d —dt = —
X @L @L
= [adp  pdq] @tdt B = @0
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pero sabemos también qukl (g;p;;t), lo que implica

X @H, . @H @H
dH = | @pdp+@dq +@dt

lo que nos permite obtener las ecuaciones de Hamilton

@H
@p
@H

PL= @] (3.2)

q= (3.1)

también tenemos

@H_ @L
@t @t
En el ejemplo anterior,H = % + V (+), obtenemos con las ecuaciones de Hamilton
= @_': E
@p m
@H
BT oer
-F.

lo que una vez combinado, nos da

V(%)

mt= V(¥

es decir la ecuacion de Newton para este sistema. Con el formalismo hamiltoniano,
reemplazamos ecuaciones diferenciales de segundo orden Rarecuaciones diferen-
ciales de primer orden.

Nota que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir de forma tal §qep
aparecen "similares". Si de nimos, el vector de dimensié2n

0 1

x=8%

P1

Pn

las ecuaciones de Hamilton se escriben

H
X =J @_
@
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con

0 1.,
1,, O

Esta forma de escribir las ecuaciones de Hamilton es llamada la notacién simpléctica
(del griegosumplektikic (symplektikos): entrelazado).

Con el hamiltoniano, las leyes de conservacion son mas facil. Por ejempl%%i: 0
el hamiltoniano H es conservado y es la energia. De hecho

dH _ @H, @H , @H _ @H _ @H
@ et er e et TR g

También, si una variable es ciclica es decir qug no aparece en el lagrangiano, obten-

emosp; = g“ =0 es decir quey; es conservado.

3.3 Teorema de Liouville

El formalismo hamilioniano nos permite también de-
scubrir el teorema de Liouville. Si consideramos una
region del espacio de fase a un tiemgoy lo dejamos
evolucionar, su forma puede cambiar pero su volumen
nunca cambia.

Consideramos el volumen in nitesimalV = dqdp
después de un tiempat , tenemos

q7! q+qt &

p7! p+pt p
Por lo tanto el nuevo volumen es
0 1
@ Gt
¥ = dgdb = det @Z g:A dgdp (usando el jacobiano)
@q @
0 AR |
+@lt @ ¢
- det @" @@ @‘Z@) A dqdp
@_qt 1+@_pt
: @ @ 2
1+ —+ — t+0(t°) dqgd
@d @p (t°) dqdp
@H @H »
'l — —— t+ 0O(t9) dgdp' dagd
@q@p @p@q' T Ot dadp dadp
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De la misma forma paran variables(g;p;), siV = dg :::dg,dp; ::

V =detJ V, conJ eljacobiano
0 1

J:@ A

® S
® Se

@ﬁ @P

lo que corresponde a una matriZn  2n. Como sabemos que

@H
= + —
=40 @p
@H
B = Bi @]t
obtenemos
0 1
_— @H t @H t
detd =det@"  ©@ren @ep - A
@H t . @H t
@u@f 'J @n@p

:dp,, obtenemos

det(1+ tM )" 1+ t}r({zi+o t2 =1+ O t?

3.4 Corchete de Poisson

La derivada temporal de cualquier cantidad = f (q; p;? tiene la forma

o @fX of
- et qg‘@pp*

pero usando las ecuaciones de Hamilto.(,3.2), obtenemos

d _ of, X @feH @f@H

dt @t | @u@p @p@q

lo que nos motiva a de nir un objeto que nos indicara la evolucion temporal de una

funcion.

Consideramos dos funciones en el espacio de féde, p vy 9(g;p. El corchete de

Poisson se de ne como
@f@g efag
@q@p @p@g

Este corchete tiene varias propiedades:

ff,00=

* Anticonmutativa, ff;gg= f g;fg
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* Linealidad, f f + g;hg= ff;hg+ fg;hg 8; 2R
* Regla de Leibniz,ffg;hg= ffg;hg+ ff;hgg
* |dentidad de Jacobi,ff; fg;hgg+ fg;fh;fgg+ fh;ff;ggg=0

Son relaciones facil de demostrar aunque pueden ser un poco largas.
Podemos deducir que

fg:q9=0
fpi;pg=0
fa;pg= j
Es también facil veri car que
@1p)
f ,f = =/
g:f (P9 @p
y
@
fpi;f(ag= @t9

@q

Con este nuevo formalismo, para cualquier funcién(qg; p;;t), tenemos

d _ef, @f . ef _@f @f@H @f@H

—_ = — 4+ —qg+

i~ @ @4 @pF @ @u@p @peq

es decir
d ©Of
— =4+ ff'H
- @ Y
Por lo tanto si una funcion es independiente del tiempo, tenemos
o
— = ff;H
at 9

lo que implica quef es una constante del movimiento si "Poisson conmuta” con el
hamiltoniano, es decir siff;H g = 0. En patrticular si H es independiente del tiempo,

H es constante ya quéH;Hg=0.
También, sig es una variable ciclica, tenemos
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lo que signi ca quedd—pti =0 es decir quep; es conservado.

Una vez encontrado cantidades conservadas, o constantes del movimiento, podemos
deducir otras usando los corchetes de Poisson. Por ejemplo] si J son constantes
del movimiento fl;J g es también una constante del movimiento. Para eso, debemos
demostrar queff I;J g;Hg =0, conH el hamiltoniano. Pero

ffl1;Jg;Hg= fl; H{;_?g+ ffll_;{lz-|_ ;Jg=0
= =0

Por ejemplo, si dos momentos angulares son conservados, el tercero es una constante
del movimiento también. De hecho, com@ = + 4§ tenemos

Li=r2ps rap2
L2=r3p1 rips
L3=ripz  rzp;
lo que implica
fLi;L2g= fraps  rape;rapr  ripsg
= frops;rapig f raps;rapsg f orape;rapig+ frapo;ripsg

pero tenemos

frops;ripsg = rzrf]ps;rlp39+ frz;rlpsgqs h i
2 [RERYT [REagR T Ly [Lgfagee P
=0 =0 =0 =0

=0

lo que implica

fLi;Log= rzfge{'zrﬁ?pl*' pz[r_3{;2p_a?r1 = rpprt+rip Ls
1 +1

Es decir que si dos componentes de son conservadaf es conservado. También,
tenemos

conC?= L2+ L3+ L3 Por ejemplo
L%Ls = LiLls + L3Ls + L5L
3 1 -3 2,3 |_3{12_3
=0

L [Lhag* (Lol  LafLkag* [ Lgkogl

L2 L2 L1 L1

L1L2 L2L1+ L2L1+ L1L2:O

64



Con este formalismo podemos ver facilmente que el momento angular es conservado
para un problema de fuerza central. Tenemos

_ P
H = 2rn+V(r)
y debemos veri car quefL,;Hg= fLy;Hg=fL,;Hg=0

PRt

fLi,Hg= Ly o + V(r) |
1h i
= P fLy; g+ pyfl;pyg+ p.fly; P9 + fLy; V(r)g
pero
fLi;pg=fyp. zp;pg=0
fLapyg=fyp, zp,;pyg=p;
fLx;p.0=fyp, zp,;p.9= py
y

fL;V(r)g=fyp, zp;V(r)g=yfp,;V(r)g zfp,;V(r)g
@V , @V

_ _ z y _
=Yy @z @y yVO(r)F + ZVO(r)F =0

lo que implica

flLx;Hg= %(pypz Pzpy) =0
De forma similar, tenemodLy;Hg= fL,;Hg=0, es decir
fC;Hg
lo que implica que el momento angular es conservado.

3.5 El vector de Laplace-Runge-Lenz-Hermann-Bernoulli-Hamilton-Gibbs

El formalismo nos permite buscar otras cantidades conservadas es decir que Poisson
conmutan con el hamiltoniano. Por ejemplo, un vector que ha sido redescubierto por
muchos autores sin saber que era ya conocido. El vector es mas conocido como el vector
de Laplace-Runge-Lenz aunque no son los primeros ha haberlo descubierto.

1 L
=E1s C ke, i = — el vector unitario

alk?
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Podemos facilmente demostrar que este vector es conservidg;Hg = 0. La conser-
vacion de A esta relacionada a la conservacion de la excentricidad de la trayectoria.
Para demostrarlo, usaremos la notacién con el tensor de Levi-Civita, el momento an-

gular puede ser escritd; = "jnn I'mpPn, |0 que Nnos permite escribir
1 1 ri

A=—p C kpr A = = L, k=2

P ) j = o imn Pmlbn .

lo que implica
FH:A Q= "o fH:prale k H: o
) |g—auk 1pjgk ,?

ya que el hamiltoniano conmuta con el momento angular

k nl (0} k n r_O
fHA — BARUN Zp L o 2.1
yAig muk r;pj k om 13,r
_ k., M1 _OL k " 0
m ijk r,pj k mpj pj!r
pero
n v @ r _ 1 rn@r_ 1 on
Py = @ r r' rz@r s
y también
1 @ 1 _1@r_r
Py = @ r r2@y r8
lo que implica que
. _ k" I’j k 1 rirj
FHIAG= i gbe B Ci F g
= k".. " r_jr p E & rirj pJ
m ijk kmn r3 m Mn m r r3
= 5 im jn in jm r—jl’mpn h & —rirj B
m : M3 m r r3
=0

es decir queA es conservado. La norma d& es facil de calcular, usandh = mr2_y
r= % encontramosA = kjg. Lo que implica la conservacion de la excentricidad.

El tipo de trayectoria permanece durante el movimiento. Por ejemplo, no podemos
pasar de una trayectoria eliptica a una trayectoria parabdlica en un problema de fuerza

central.
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