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Estos apuntes de clase de la Licenciatura en Matemáticas están basando en varios
libros:

� Mathematical Methods of Classical Mechanics, "Vladimir Arnold"

Un excelente libro recomendado para este curso, escrito por uno de los expertos y
actores de la mecánica.

� Classical Dynamics: a contemporary approach, "Jorge José, Eugene Saletan"

Este libro es excelente y cubre los mismos temas que el primero. Su estilo puede parecer
un poco más moderno que el de Arnold, pero esto es principalmente una cuestión de
preferencia personal.

� Foundations of Mechanics, "Ralph Abraham and Jerrold Marsden"

Este libro es considerablemente más avanzado. No está dirigido a quienes están comen-
zando en el campo, pero podría resultar excelente para aquellos que ya tienen una
sólida comprensión de la geometría diferencial.

� Lectures on Classical Dynamics, "David Tong"

Estos apuntes en línea contienen una materia cercana a lo que estudiamos en la primera
parte de este curso.
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1. Mecánica newtoniana

1.1 Ley de Newton

El objeto de la mecánica newtoniana es la descripción de la dinámica de las partículas
con concepto de distancia, tiempo, velocidad y aceleración. A Newton se deben las
leyes fundamentales de la mecánica:

1. Todo cuerpo permanece en reposo o en movimiento uniforme (no acelerado) a
menos que actúa una fuerza sobre el cuerpo.

2. Todo cuerpo sobre lo cual actúa una fuerza se mueve de tal forma que la variación
de su momento es igual a la fuerza.

3. Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas entre si, estas fuerzas son de intensidades
iguales y sentidos opuestos.

En realidad, la segunda ley implica las otras.
Sea~r un vector posición de una partícula (con un cierto origenO) y sea~v su vector

velocidad. Sabemos que

~v =
d~r
dt

La cantidad de movimiento~p de la partícula es~p= m~v, con m la masa del cuerpo.
Por consecuencia de interacciones con campos y objetos exteriores, la partícula

puede experimentar fuerzas. La suma vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre una
partícula es la fuerza resultante~F , de la cual podemos de�nir la ley de Newton:

Existen sistemas de referencias en los cuales el movimiento de la partícula está
descrita por la ecuación diferencial

~F =
d~p
dt

=
d
dt

(m~v)

Si la masa es constante, esta ley se transforma en

~F = m
d~v
dt

� m~a

Obtenemos automáticamente que si no hay fuerzas, no hay aceleración

~F = ~0 ) ~a = ~0

Este resultado corresponde a la primera ley.
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La tercera ley es conocida como el principio de acción-reacción. Cuando estamos
en reposo, no hay movimiento entre dos partículas es decir que~a = ~0 o de forma
equivalente ~F = ~0. Pero como son dos fuerzas, tenemos~F = ~F12 + ~F21 con ~F12 la fuerza
que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2 y viceversa por~F21. Por lo tanto, obtenemos
de ~F = ~0 que ~F12 = � ~F21 lo que corresponde a la tercera ley.

Los sistemas de referencia donde se cumple la segunda ley de Newton se denominan
sistemas dereferencia inerciales. Es decir que en ausencia de fuerzas, una partícula en
reposo en un sistema inercial en un instante dado, sigue en reposo en todo instante.
En cambio, los sistemas de referencia no inerciales son sistemas de referencia donde
aparecen términos adicionales en la segunda ley de Newton, que no son asociados a
las fuerzas del sistema. Estos términos adicionales se denominan fuerzas �cticias y son
debidos a la aceleración del sistema.

Por ejemplo, una partícula en movimiento rectilíneo con respecto al laboratorio
será visto con un movimiento muy complicado por un mosquito. Por lo tanto, en un
sistema de referencia inercial, las leyes de la mecánica toman su forma más simple.

Existen una in�nidad de sistemas de referencias inerciales, que se mueven los unos
con respectos a los otros con movimiento rectilíneo y uniforme. En estos sistemas, las
leyes de la mecánica son las mismas. Eso corresponde al principio de relatividad de
Galileo.

Figure 1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilíneo y uniforme, con velocidad
v en la direcciónOy.

Las ecuaciones de transformación para las coordenadas son

8
<

:

x0 = x
y0 = y � vt derivando con respecto al tiempo
z0 = z

8
<

:

_x0 = _x
_y0 = _y � v
_z0 = _z

)

8
<

:

•x0 = •x
•y0 = •y
•z0 = •z
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Se observan que las derivadas segundas coinciden es decir que las leyes no cambian
entre dos sistemas de referencia en movimiento relativo rectilíneo y uniforme.

1.2 Momento

Podemos obtener varios teoremas de conservación

- Teorema de conservación de la cantidad de movimiento

Cuando la fuerza total se anula:~F = ~0 tenemosd~p
dt = ~0 es decir que~p es constante.

- Teorema de conservación del momento cinético

Sea una partícula de masam y velocidad ~v localizada enP. El momento cinético
respecto a un punto �jo O se de�ne como

~L = ~r � ~p

con� el producto vectorial. Por otro lado, de�nimos el momento de una fuerza respecto
a un punto O por

~N = ~r � ~F

Por lo tanto, tenemos

~N = ~r � ~F = ~r �
d
dt

(m~v) =
d
dt

(~r � (m~v)
| {z }

~L

) �
d~r
dt

� (m~v)

pero como el último termino es nulo, obtenemos

~N =
d~L
dt

se deduce fácilmente que cuando~N es nulo, se conserva el momento cinético,_~L = ~0.

1.3 Trabajo y energía

Sea una partícula de masam, que se mueve del punto1O al punto 2O bajo la acción
de la fuerza~F . Se de�ne el trabajoW de 1O a 2O
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W12 =
Z 2

1

~F � ~dr

con
R2

1 la integral de camino del punto 1O al punto 2O y ~dr la tangente a la trayectoria.

W12 =
Z 2

1

~F � ~dr =
Z t2

t1

~F �
d~r
dt

dt =
Z t2

t1

~F � ~v dt = m
Z t2

t1

d~v
dt

� ~v dt

En la última expresión, hemos asumido que la masa es constante y los tiempos(t1; t2)
corresponden al los tiempos cuando la partícula se encuentra en1O y 2O respectiva-
mente.

W12 = m
Z t2

t1

d
dt

�
1
2

v2

�
dt =

1
2

mv2
2 �

1
2

mv2
1

con vi � v(t i ) para i = (1 ; 2). Por lo tanto, observamos la aparición de una cantidad
importante llamada energía cinética

T =
1
2

mv2

lo que implica que el trabajo entre los dos puntos esW12 = T2 � T1 es decir que
depende solamente de la diferencia entre la energía cinética que posee la partícula en
2O y la energía cinética que posee en1O . Cuando esta diferencia no depende del camino

tomado, se llama una fuerza conservativa. Deducimos automáticamente que para una
fuerza conservativa la integral de la fuerza sobre un camino cerrado es nula.

I

C

~F � d~r = 0

Usando el teorema de Stokes, obtenemos
I

C

~F � d~r =
ZZ

S
( ~r � ~F ) �

�!
dS = 0

conCun contorno cerrado yS el área encerrado porC. Dado que esta relación se aplica
a cualquier trayectoria cerrada y, por ende, a cualquier super�cie, podemos inferir que

~r � ~F = ~0
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es decir que

~F = � ~r V

con V la energía potencial, el signo es por convención. En el caso de una fuerza
conservativa,

W12 =
Z 2

1

~F � d~r = �
Z 2

1

~r V �
�!
dr = �

Z 2

1

@V
@x

dx �
Z 2

1

@V
@y

dy �
Z 2

1

@V
@z

dz

= �
Z 2

1
dV = V1 � V2

Pero comoW12 = T2 � T1 para una fuerza conservativa, obtenemos que

T1 + V1 = T2 + V2

lo que corresponde a la conservación de la energía total de una partícula

E = T + V

Las fuerzas que vamos a estudiar en este curso son conservativas como

- gravitacional

- elástica (resorte)

aunque un ejemplo de fuerza no conservativa es la fricción (rozamiento).

1.4 Resorte

Cuando se obliga a un cuerpo a cambiar de forma, la fuerza deformadora es proporcional
a la deformación. Esta fuerza puede consistir en:

- aumento de longitud (resorte helicoidal)

- en una �exión (resorte plano)

- torsión de una banda alrededor de su eje

La ley de elasticidad de Hooke nos dice que:
La fuerza es proporcional a la extensión

Es una ley empírica es decir que no tiene fundamentos ni demostración pero funciona.
Fue publicado en el año 1678 :ut tensio, sic vis (como la extensión, así la fuerza), es
decir que la extensión es proporcional a la fuerza.
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La ley de Hooke funciona solamente en un régimen de pequeñas elongaciones

Consideramos una masa puntual,m, obligada a moverse según una recta �ja, por
medio de un resorte elástico, de constantek. El resorte elástico ejerce una fuerza
recuperadora, que se opone a la elongación.

F = � k (x � x0)

con x0 la longitud natural del resorte (sin tensión).
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Imaginamos una elongación en la direcciónx, es decir quex � x0 > 0, pero como
la fuerza se opone a la elongación, la fuerza debe estar en la dirección� ~ex , lo que
corresponde bien a la forma de la ley

~F = � k(x � x0)~ex

El mismo razonamiento se puede hacer en el caso de una compresión, es decir cuando
x � x0 < 0.

El movimiento de la masam, después de la elongación, es solución de

m~a = ~F

, m•x~ex = � k (x � x0) ~ex

, •x +
k
m

(x � x0) = 0

Como x0 es una constante, de�nimos� = x � x0, lo que transforma la ecuación en la
ecuación de unoscilador armónico

•� + ! 2� = 0

donde se ha de�nido! 2 = k=m > 0. La solución puede ser escrita de la forma

� (t) = � cos(!t + � )

o

x(t) = x0 + � cos(!t + � )

Observamos que la partícula oscila alrededor de la posición de equilibriox0 con periodo

T =
2�
!

; ! =

r
k
m

La energía cinética de la masa es

T =
1
2

m _x2 =
1
2

k� 2 sin2(!t + � )

La energía potencial puede ser obtenida calculando el trabajo necesario para desplazar
la masam a una distanciax. Como

W =
Z

~F : ~dx
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obtenemos

dW = ~F � ~dx = k (x � x0) dx = k�d�

lo que nos permite obtener

W =
1
2

k� 2 + constante

de lo cual identi�camos la energía potencial

V =
1
2

k (x � x0)2 =
1
2

k� 2 cos2(!t + � )

Es ahora facil veri�car que la energía total es constante

E = T + V =
1
2

k� 2
�
sin2(!t + � ) + cos2(!t + � )

�
=

1
2

k� 2

Hay dos maneras de representar la solución.

En la primera representación, consideramos la evolución de la posición en el tiempo
o en la segunda tenemos una representación paramétrica en el cual el parámetro es el
tiempo. Tenemos

x(t) = � cos(!t + � )

_x(t) = � �! sin(!t + � )

es decir que

� x
�

� 2
+

�
_x

�w

� 2

= 1
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pero comoE = k� 2=2, es decir

x2

2E=k
+

_x2

2E=m
= 1

lo que representa una familia de elipses, llamadas curvas de Lissajous. Este espacio es
llamado el espacio de fase. Cada trayectoria del espacio de fase corresponde a un valor
de la energía del oscilador. Por lo tanto, dos trayectorias del espacio de fase no pueden
cortarse.

1.5 Péndulo simple

Consideramos un péndulo simple (a diferencia de un pén-
dulo físico) de�nido por una masa puntualm, suspendida
mediante un hilo inextensible y sin peso de longitudL.
La masam esta sujeta a dos fuerzas:

- La gravitación
~Fg = mg(cos�~er � sin�~e� )

- La tensión del hilo
~T = � T~er

lo que nos permite obtener a partir de la ley de Newton

m~a = � T~er + mg(cos�~er � sin�~e� )

Para obtener la aceleración en el sistema de coordenadas polares, consideramos las
derivadas del vector

��!
OM que conecta el centroO de la masa en el puntoM .

��!
OM = L~er

) ~v = L _�~e�

) ~a = L •�~e� � L _� 2~er

lo que implica
(

mL •� = � mgsin�

� mL _� 2 = � T + mgcos�

La segunda ecuación nos permite calcular la tensión del hilo sobre la masa

T = mgcos� + mL _� 2
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Aunque la segunda ecuación, nos da la dinámica de la masam.

•� +
g
L

sin� = 0

Es interesante observar que la ecuación es independiente de la masam. Es una ecuación
no-lineal, se puede resolver numéricamente. Pero si consideramos pequeñas oscilaciones
alrededor de� = 0 es decir� � 1 podemos hacer una expansión en serie

sin� ' �

lo que implica

•� +
g
L

� = 0

es decir un oscilador armónico de frecuencia! 2 = g=L. La solución es

� (t) = A cos(!t + � )

de la cual podemos obtener el periodo de oscilaciones

T =
2�
!

= 2�

s
L
g

Observamos que cuandoL aumenta, el periodo aumenta.

1.6 Osciladores acoplados

Consideramos tres resortes con con-
stantes(k1; k2; k3) y dos masas(m1; m2).
Queremos estudiar las oscilaciones (el
movimiento) de las dos masas. Llamemos(x1; x2) los desplazamientos de cada una
de las masas a partir de su posición de equilibrio. Las variables(x1; x2) son positivas
cuando se mueven hacia la derecha.

Si x1 y x2 se mueven hacia la derecha

- el resortek1 se estira dex1

- el resortek2 se deforma dex2 � x1

- el resortek3 se comprima dex2
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Se considera que los resortes tienen una masa despreciable. Por lo tanto, las únicas
masas sonm1 y m2. Ocupamos la ley de Newton para estas dos masas. Para la masa
m1, hay dos fuerzas

� k1x1~ex

+ k2 (x2 � x1) ~ex

y las fuerzas sobre la masam2 son

� k3x2~ex

� k2 (x2 � x1) ~ex

Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de las dos partículas obtenemos:

m1
d2x1

dt2
= � k1x1 + k2 (x2 � x1)

m2
d2x2

dt2
= � k3x2 � k2 (x2 � x1)

Hemos obtenido dos ecuaciones diferenciales acopladas. Para el estudio, consideramos
un caso particular, cuandom1 = m2 � m y k1 = k3 � k

m
d2x1

dt2
= � kx1 + k2 (x2 � x1)

m
d2x2

dt2
= � kx2 � k2 (x2 � x1)

Sumando y restando las dos ecuaciones, tenemos

m
d2

dt2
(x1 + x2) = � k (x1 + x2)

m
d2

dt2
(x1 � x2) = � (2x2 + k) (x1 � x2)

Son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, desacopladas. De�nimos

! 1 =

r
k
m

; ! 2 =

r
k + 2k2

m

La solución es

x1 + x2 = A cos (! 1t + � 1)

x1 � x2 = B cos (! 2t + � 2)
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es decir

x1 =
A
2

cos (! 1t + � 1) +
B
2

cos (! 2t + � 2)

x2 =
A
2

cos (! 1t + � 1) �
B
2

cos (! 2t + � 2)

(A; B; � 1; � 2) son constantes de integración y representan las condiciones iniciales. Por
ejemplo, imaginamos que inicialmente se desplazan las masas dex(0)

1 y x(0)
2 y las veloci-

dades iniciales son nulas, obtenemos

x1(t) =
x(0)

1 + x(0)
2

2
cos (! 1t) +

x(0)
1 � x(0)

2

2
cos (! 2t)

x2(t) =
x(0)

1 + x(0)
2

2
cos (! 1t) �

x(0)
1 � x(0)

2

2
cos (! 2t)

Si x(0)
1 = x(0)

2 , obtenemos

x1(t) = x(0)
1 cos (! 1t)

x2(t) = x(0)
1 cos (! 1t)

lo que implicax1(t) = x2(t) es decir que se mueven en fase. El resorte central no sufre
ninguna deformación y por lo tanto, no ejerce ninguna fuerza sobre las partículas, se
mueven como si no estuvieran acoplados

Se llama un modo normal (movimiento asociado a una sola frecuencia, en este caso
! 1).

Hay un segundo modo normal, asociado a la segunda frecuencia. Se encuentro por
x(0)

1 = � x(0)
2 , lo que implica

x1 = � x(0)
2 cos (! 2t)

x2 = x(0)
2 cos (! 2t)

es decirx1(t) = � x2(t), lo que corresponde a un movimiento en oposición de fase
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Estos dos modos normales son los modos fundamentales del sistema. Cualquier
otro movimiento es una combinación de estos modos. Por ejemplo

x1(t) =
x(0)

1 + x(0)
2

2
cos (! 1t)

| {z }
modo normal 1

+
x(0)

1 � x(0)
2

2
cos (! 2t)

| {z }
modo normal 2

Otro caso interesante que podemos ver es cuandox(0)
2 = 0

x1 =
x(0)

1

2
[cos (! 1t) + cos (! 2t)]

x2 =
x(0)

1

2
[cos (! 1t) � cos (! 2t)]

Es una cierta combinación lineal de los dos modos normales. Usando las relaciones de
los coseno/seno, obtenemos

x1 = x(0)
1 cos

�
w1 + ! 2

2
t
�

cos
�

! 1 � ! 2

2
t
�

x2 = � x(0)
1 sin

�
w1 + ! 2

2
t
�

sin
�

! 1 � ! 2

2
t
�

Por la ilustración, consideramos x(0)
1 =

1; ! 1 = 1 y ! 2 = 2
Observamos una diferencia de fase entre los

dos movimientos y por lo tanto un intercambio de
energía. De hecho, si la energía total es constante,
podemos identi�car una energía de intercambio

E =
1
2

m _x2
1 +

1
2

m _x2
2 +

1
2

kx2
1 +

1
2

kx2
2 +

1
2

k (x2 � x1)2

=
1
4

m
�

x(0)
1

� 2 �
! 2

1 + w2
2

�
� cste

Podemos escribir

1
2

k (x2 � x1)2 =
1
2

k1x2
1

| {z }
energía potencial
asociada al
oscilador uno

+
1
2

k2x2
2

| {z }
energía potencial
asociada al
oscilador dos

� k2x1x2| {z }
energia de

intercambio
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Una segunda manera para estudiar estos problemas es de usar matrices. Tenemos
las ecuaciones siguientes

�
m•x1 = � kx1 + k2(x2 � x1)
m•x2 = � kx2 � k2(x2 � x1)

Para simpli�car aún más, consideramosk1 = k2 = k3 � k
�

m•x1 = � 2kx1 + kx2

m•x2 = kx1 � 2kx2

Podemos de�nir un vector X =
�

x1

x2

�
, una matriz M =

�
m 0
0 m

�
y uma matriz

K =
�

2k � k
� k 2k

�

M •X = � KX

Buscamos soluciones de la formaX (t) = Aei 
 t con A un vector constante. Obtenemos

� 
 2MA = � KA ) ( 
 2M � K
�

| {z }
matriz

A|{z}
vector

= 0

Hay una solución trivial A = ~0 es decirx1(t) = x2(t) = 0 . Una solución mas interesante
es cuando

det
�

 2M � K

�
= 0
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es decir

det
�

 2M � K

�
= det

�
m
 2 � 2k k

k m
 2 � 2k

�
=

�
2k � m
 2

� 2
� k2 = 0

, 2k � m
 2 = � k , 
 2 =
�

k=m
3k=m

, 
 =

(
�

p
k=m

�
p

3k=m
�

�
� ! 1

� ! 2

con (! 1; ! 2) los modos normales. Los vectores propios corresponden al vectorA. Es
fácil veri�car que el vector propio asociado a! 1 es

A = �
�

1
1

�

con � una constante. Mientras que para el segundo valor propio,! 2, tenemos

A = �
�

1
� 1

�

con � otra constante. La solución �nal es una combinación lineal de estas soluciones

X (t) = � 1

�
1
1

�
ei! 1 t + � 2

�
1
1

�
e� i! 1 t + � 1

�
1

� 1

�
ei! 2 t + � 2

�
1

� 1

�
e� i! 2 t

lo que podemos escribir

X (t) = �
�

1
1

�
cos(! 1t + � 1) + �

�
1

� 1

�
cos(! 2t + � 2)

Pero comoX (t) =
�

x1(t)
x2(t)

�
, obtenemos

x1(t) = � cos (! 1t + � 1) + � cos (! 2t + � 2)

x2(t) = � cos (! 1t + � 1) � � cos (! 2t + � 2)

Si queremos resolver el problema genérico, podemos calcular el determinante

det
�

k1 + k2 � m1
 2 � k2

� k2 k2 + k3 � m2
 2

�
= 0

es decir que los dos modos normales del sistema son


 2
� =

m1 (k2 + k3) + m2 (k1 + k2) �
p

�
2m1m2

con

� = [ m1 (k2 + k3) + m2 (k1 + k2)]2 � 4m1m2 (k1k2 + k1k3 + k2k3)
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2. Formalismo lagrangiano

2.1 El formalismo

A menudo se pre�ere la mecánica lagrangiana a la newtoniana por:

- Generalización a distintos sistemas de coordenadas: El formalismo lagrangiano
proporciona un marco más elegante y general que puede aplicarse a una amplia
gama de sistemas de coordenadas, incluidas las coordenadas generalizadas, que
a menudo son más naturales para describir ciertos sistemas (por ejemplo, las
coordenadas polares para el movimiento de rotación). Esto hace que la mecánica
lagrangiana sea especialmente útil en ámbitos como la mecánica celeste, donde a
menudo se emplean sistemas de coordenadas no cartesianos.

- Simetría y leyes de conservación: La formulación lagrangiana de la mecánica
está íntimamente ligada al principio de mínima acción, que a menudo conduce a
simetrías en los sistemas físicos. Estas simetrías, a su vez, corresponden a leyes
de conservación a través del teorema de Noether. Esto facilita la identi�cación y
explotación de simetrías y principios de conservación en sistemas complejos.

- Tratamiento de restricciones: El formalismo lagrangiano es muy adecuado para
tratar sistemas sujetos a restricciones o ligaduras. Las restricciones pueden in-
corporarse al lagrangiano mediante multiplicadores de Lagrange, lo que permite
derivar ecuaciones de movimiento que satisfacen automáticamente dichas restric-
ciones.

- Útil para la mecánica cuántica: El formalismo lagrangiano es altamente compat-
ible con los principios de la mecánica cuántica y la teoría cuántica de campos, lo
que lo convierte en el formalismo preferido de la física teórica para describir las
interacciones de las partículas y los campos cuánticos.

- Elegancia y simplicidad: Desde un punto de vista puramente estético, muchos
consideran que el formalismo lagrangiano es más elegante y conciso desde el punto
de vista matemático que la mecánica newtoniana, sobre todo cuando se trata de
sistemas complejos o espacios de mayor dimensión.

Para una fuerza conservativa, hemos visto que la fuerza puede ser expresada a
partir de un potencial

Fi = �
@V
@xi
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lo que nos permite escribir la ley de Newton de la forma siguiente

_pi = �
@V
@xi

con pi el momento de la partícula. Queremos de�nir una función a partir de la cual
obtener esta ley. Por eso, de�nimos las coordenadas generalizadasqi � f q1; q2; : : : ; qN g
que representan el estado de un sistema, por ejemplo(x; y; z), (r; �; � ) : : : y sus veloci-
dades generalizadas_qi � dqi

dt . A partir de lo cual se de�ne el lagrangiano

L � L (qi ; _qi ; t) = T ( _qi ; t) � V (qi ; t)

con T la energía cinética yV la energía potencial. La ecuación de Euler-Lagrange es

d
dt

� @L
@_qi

�
=

@L
@qi

(2.1)

Por ejemplo, en el caso de una partícula de masam sometida a un potencialV(q),
tenemos

L =
1
2

m _q2 � V (q)

lo que implica

@L
@_q

= m _q ;
@L
@q

= � V 0(q)

usando la ecuación (2.1) obtenemos

m•q = � V 0(q)

es decir la ecuación de Newton.
Podemos de�nir la acción paraN partículas, como la integral del lagrangiano

S =
Z t2

t1

L (qi ; _qi ; t) dt i = f 1; : : : ; Ng

El principio de mínima acción (no se busca realmente el mínimo, pero solamente un
extremo) nos dice que de todas las trayectorias entreqi (t1) y qi (t2) el sistema escoge
aquella que extremiza la acciónS.

Consideramos el caso deN = 1, es decirS =
Rt2

t1
L(q; _q; t)dt. Si tenemos un camino

q(t), podemos modi�carlo un pocoq(t) + �q(t) para ver si el camino era un extremo,
es decir que buscamos�S = 0 donde "� " es una pequeña variación de la acción

�S =
Z t2

t1

L(q+ �q; _q+ � _q; t)dt �
Z t2

t1

L(q; _q; t)dt = 0
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con la condición de que�q (t1) =
�q (t2) = 0 es decir que iniciamos y termi-
namos siempre en los mismos puntos. Son
trayectorias con el mismo estado inicial y
�nal.

�S '
Z t2

t1

�
L(q; _q; t) +

@L
@q

�q +
@L
@_q

�q
�

dt �
Z t2

t1

L(q; _q; t)dt

'
Z t2

t1

�
@L
@q

�q +
@L
@_q

�q
�

dt

Pero como_�q = d
dt �q, se puede hacer una integración por partes

'
Z t2

t1

�
@L
@q

�q +
d
dt

�
@L
@_q

�q
�

�
d
dt

�
@L
@_q

�
�q

�
dt

'
Z t2

t1

�q
�

@L
@q

�
d
dt

�
@L
@_q

��
dt +

@L
@_q

�q

�
�
�
�

t2

t1| {z }
@L
@_q �q (t2 )� @L

@_q � q (t1 )=0

'
Z t2

t1

�q
�

@L
@q

�
d
dt

�
@L
@_q

��
dt

El principio de mínima-acción pide que�S sea nulo para cualquier variación�q, lo que
implica la ecuación de Euler-Lagrange.

2.2 Resorte

Como primer ejemplo, consideramos un resorte de constante
k y una masam. Llamamos la posición de la masax, de
lo cual de�nimos la energía cinética por12m _x2 y su energía
potencial 1

2kx2, lo que nos permite de�nir el lagrangiano

L =
1
2

m _x2 �
1
2

kx2

lo que implica

@L
@x

= � kx ;
@L
@_x

= m _x )
d
dt

�
@L
@_x

�
= m•x

y la ecuación de Euler-Lagrange (2.1) nos da

m•x = � kx ) •x + ! 2
0x = 0 con ! 0 =

p
k=m

con solución

x(t) = A cos (! 0t + � )
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2.3 Cambio de coordenadas

La ecuación de Euler-Lagrange es la misma en cualquier sistema de coordenadas. Si
de las coordenadasf qi g pasamos a coordenadasf Qi g tal que Qi � Qi (q1; : : : ; qN ; t),
obtenemos

_Qi =
@Qi
@t

+
NX

j =1

@Qi
@qj

_qj

Para que sea un buen nuevo sistema de coordenadas, la relación entref qi ; Qi g debe ser
invertible es decir que debemos tenerqi � qi (Q1; : : : ; QN ; t), es decir

_qi =
@qi
@t

+
NX

j =1

@qi
@Qj

_Qj

Por lo tanto, comoL (qi ; _qi ; t), obtenemos

@L
@Qi

=
NX

j =1

@L
@qj

@qj
@Qi

+
NX

j =1

@L
@_qj

@_qj

@Qi
+

@L
@t

@t
@Qi| {z}
=0

el último termino es nulo porquet no depende de las coordenadas. Además podemos
modi�car el segundo termino usando

@_qj

@Qi
=

d
dt

� @qj
@Qi

�
=

@2qj

@Qi @t
+

NX

k=1

@2qj

@Qi @Qk
_Qk

y
@L

@_Qi
=

NX

j =1

@L
@_qj

@_qj

@_Qi
+ 0 + 0

Pero como,

_qi =
@qi
@t

+
NX

j =1

@qi
@Qj

_Qj )
@_qi

@_Qj
=

@qi
@Qj

tenemos

@L

@_Qi
=

NX

j =1

@L
@_qj

@qj
@Qi

es decir

d
dt

�
@L

@_Qi

�
=

NX

j =1

h d
dt

�
@L
@_qj

�
@qj
@Qi

+
@L
@_qj

 
@2qj

@t@Qi
+

NX

k=1

@2qj

@Qk@Qi
_Qk

!

| {z }
d
dt

�
@qj
@Qi

�

i
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lo que nos permite encontrar

@L
@Qi

�
d
dt

�
@L

@_Qi

�
=

NX

j =1

@L
@qj

@qj
@Qi

+
NX

j =1

@L
@_qj

"
@2qj

@Qi @t
+

NX

k=1

@2qj

@Qi @Qk
_Qk

#

�
NX

j =1

"
d
dt

�
@L
@_qj

�
@qj
@Qi

+
@L
@_qj

 
@2qj

@t@Qi
+

NX

k=1

@2qj

@Qk@Qi
_Qk

!#

=
NX

j =1

�
@L
@qj

�
d
dt

�
@L
@_qj

��
@qj
@Qi

Lo que nos permite concluir que si

@L
@qj

�
d
dt

�
@L
@_qj

�
= 0 )

@L
@Qj

�
d
dt

 
@L

@_Qj

!

= 0

Las ecuaciones de Euler-Lagrange guardan la misma forma en todos los sistemas de
referencia, no solamente inerciales.

2.4 Sistema de referencia en rotación

Queremos estudiar una partícula libre en un sistema de referencia en rotación. En las
coordenadas cartesianas

L =
1
2

m
�

_x2 + _y2 + _z2
�

Consideramos un sistema de coordenadas (x0; y0; z0) en rotación a velocidad angular
constante alrededor del ejez, es decir

8
<

:

x0 = x cos(!t ) + y sin(!t )
y0 = � x sin(!t ) + y cos(!t )
z0 = z

o al revés 8
<

:

x = x0cos(!t ) � y0sin(!t )
y = x0sin(!t ) + y0cos(!t )
z = z0

lo que implica

_x2 + _y2 + _z2 = [ _x0cos(!t ) � _y0sin(!t ) � !x 0sin(!t ) � !y 0cos(!t )]2

+ [ _x0sin(!t ) + _y0cos(!t ) + !x 0cos(!t ) � !y 0sin(!t )]2 + _z02

= _x02 + _y02 + ! 2x02 + ! 2y02 � 2! _x0y0+ 2! _y0x0+ _z02

= ( _x0 � !y 0)2 + ( _y0+ !x 0)2 + _z02
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En conclusión en este sistema de coordenadas, el lagrangiano se escribe

L =
1
2

m
h
( _x0 � !y 0)2 + ( _y0+ !x 0)2 + _z02

i

Pero como las ecuaciones de Lagrange no cambian de forma, tenemos

@L
@x0

=
d
dt

�
@L
@_x0

�
) mw ( _y0+ !x 0) = m

d
dt

( _x0 � !y 0)

) •x0 � 2! _y0 � ! 2x0 = 0

@L
@y0

=
d
dt

�
@L
@_y0

�
) � m! ( _x0 � !y 0) = m

d
dt

( _y0+ !x 0)

) •y0+ 2! _x0 � ! 2y0 = 0

@L
@z0

=
d
dt

�
@L
@_z0

�
) m

d
dt

_z0 = 0 ) •z0 = 0

Lo que corresponde a las ecuaciones de Newton con fuerzas �cticias. Es decir que
podemos reescribir nuestras ecuaciones de la forma siguiente

•~r 0+ ~! � (~! � ~r 0) + 2 ~! � _~r 0 = 0 ; con ~r 0 =

0

@
x0

y0

z0

1

A

El segunda término está relacionado a la fuerza de Coriolis mientras que el tercero
a la fuerza centrifuga. Está ecuación podía ser obtenida directamente a partir del
lagrangiano. De hecho podemos ver que

L =
1
2

m
h
( _x0 � !y 0)2 + ( _y0+ !x 0)2 + _z02

i
=

1
2

m
�

_~r 0+ ~! � ~r 0
� 2

Por un lado, tenemos
@L

@_~r 0
= m

�
_~r 0+ ~! � ~r 0

�

y nos falta calcular @L
@~r0 o en componente@L

@rp 0

L =
1
2

m
�

_~r 0+ ~! � ~r 0
� 2

=
1
2

m
X

i

�
_r 0
i + ( ~! � ~r 0) i

��
_r 0
i + ( ~! � ~r 0) i

�

=
1
2

m
�

_r 0
i + ( ~! � ~r 0) i

��
_r 0
i + ( ~! � ~r 0) i

�
; notación de Einstein

=
1
2

m ( _r 0
i + " ijk ! j r 0

k) ( _r 0
i + " ilm ! l r 0

m )
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En la notación de Einstein, se suma sobre los índices repetidos
X

i

ai bi cj � ai bi cj ; el índice j no es sumado

Obtenemos

@L
@r0p

= m" ijp ! j ( _r 0
i + " ilm ! l r 0

m ) = m
h�

_~r 0+ ~! � ~r 0
�

� ~!
i

p

es decir

@L
@~r0p

= m
�

_~r 0 � ~! + ( ~! � ~r 0) � ~!
�

= � m
�

~! � _~r 0+ ~! � (~! � ~r 0)
�

Lo que nos da

d
dt

h
m

�
_~r 0+ ~! � ~r 0

�i
= m

h
� ~! � _~r 0 � ~! � (~! � ~r 0)

i

y �nalmente

m
h
•~r 0+ 2~! � _~r 0+ ~! � (~! � ~r 0)

i
= ~0

2.5 Unicidad del lagrangiano

El lagrangiano no es único, de hecho podemos siempre agregar la derivada total con
respecto al tiempo de una función sin cambiar las ecuaciones de movimiento

L0 = L +
d
dt

f (q; t)

con f una función cualquiera.

S0 =
Z t2

t1

L0dt = S +
Z t2

t1

df (a; t)
dt

dt = S + f (q(t2); t2) � f (q(t1); t1) = S + constante

lo que implica trivialmente que�S 0 = �S . Lo podemos demostrar también al nivel de
las ecuaciones

@L0

@q
�

d
dt

�
@L0

@_q

�
=

@L
@q

�
d
dt

�
@L
@_q

�
+

@
@q

�
d
dt

f
�

�
d
dt

� @
@_q

h@f
@t

+
@f
@q

_q
i

| {z }
@f=@q

�

| {z }
=0

De forma similar L0 = �L con � constante, permite obtener las mismas ecuaciones.
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2.6 Multiplicadores de Lagrange

En algunas situaciones, existen ecuaciones de ligadura, por ejemplo en el caso de un
movimiento circular, (x; y) no son libre, tenemos la restricciónx2 + y2 = cste o de
forma génericaf (x; y) = 0 con f (x; y) = x2 + y2 � cste en este caso. Las equaciones de
ligadura de tipo f (qi ; t) = 0 se llaman ligadura holonónica aunque las ecuaciones de
tipo f (qi ; _qi ; t) = 0 o ecuaciones de tipof (qi ; t) > 0 se llaman no holonómicas.

Vamos a estudiar solamente el caso de ligaduras holonomicas. Si tenemos un sis-
tema conN variables f qi g i = 1 : : : N y P ligaduras f j (qi ; t) = 0 con j = 1 : : : P, se
dice que el sistema tieneN � P grados de libertad.

En el caso presentado en el dibujo, tenemos dos variables(x; y)
y una ligadurax2+ y2� `2 = 0 es decir que hay un grado de libertad.

En el caso de las ligaduras holonomicas, se puede satisfacer
la restricción con un cambio de variable. Por ejemplo, en el caso
previo, podemos considerary = � ` cos� ; x = ` sin� (con � el
único grado de libertad). El lagrangiano esL = T � V, con

T =
1
2

m
�

_x2 + _y2
�

=
1
2

m`2 _� 2

V = mgy = � mg` cos�

es decir

L =
1
2

m`2 _� 2 + mg` cos�

lo que nos da

@L
@�

= � mg` sin� ;
@L

@_�
= m`2 _�

y �nalmente

•� +
g
`

sin� = 0

En este caso, fue fácil imaginar nuevas variables(� ) que cumple con esta ligadura. Pero
imaginamos que la ecuación de ligadura es complicada y no podemos hacer un cambio
de variable simple que nos resuelve la ecuaciónf (x; y) = 0 . Por ejemplo si tenemos
x10 + x3=y + xy3 � 2 = 0. En estos casos, existe una metodología (que no existe en el
formalismo de Newton).

Se introducen multiplicadores de Lagrangef � i g. Si tenemosp ligaduras, f j (qi ; t),
se introducenp multiplicadores de Lagrange y se de�ne un nuevo lagrangiano

L0 = L (qi ; _qi ; t) +
pX

j =1

� j f j (qi ; t)
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Los f � j g se consideran como nuevas variables, es decir

L0 � L0(qi ; _qi ; � i ; t)

Por lo tanto, podemos hacer la variación con respecto af qi g y f � i g. La variación con
respecto a� i , nos da

@L0

@�i
= f i (q; t) ;

@L0

@_� i

= 0 ) f i (q; t) = 0

hemos por lo tanto recuperado la ecuación de ligadura, mientras que la variación con
respecto af qi g es

@L0

@_qi
=

@L
@_qi

;
@L0

@qi
=

@L
@qi

+
pX

j =1

� j
@fj
@qi

lo que nos da la nueva ecuación

@L
@qi

�
d
dt

�
@L
@_qi

�
+

pX

j =1

� j
@fj
@qi

= 0

Como ejemplo, podemos estudiar de nuevo el péndulo simple, tenemos

L0 =
1
2

m
�

_x2 + _y2
�

� mgy + �
�
x2 + y2 � `2

�

de lo cual obtenemos

x2 + y2 � `2 = 0 (2.2)

m•x � 2�x = 0 (2.3)

m•y + mg � 2�y = 0 (2.4)

Queremos eliminar� , por eso combinamos(2:3):x + ( 2:4):y

� =
m(x•x + y•y + gy)

2`2

Pero tomando dos derivadas de la ecuación de ligadura, tenemos

x•x + y•y + _x2 + _y2 = 0 ) � =
m (gy � _x2 � _y2)

2`2

y �nalmente �
•x � x

`2 (gy � _x2 � _y2) = 0
•y + g � y

`2 (gy � _x2 � _y2) = 0
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es decir las mismas ecuaciones pero en coordenadas cartesianas. De hecho si consider-
amosx = ` sin� y y = � ` cos� , tendríamos

` •� cos� � ` _� 2 sin� �
` sin�

`2

�
� g` cos� � `2 _� 2

�
= 0

o

•� +
g
`

sin� = 0

A partir de las ecuaciones (2.3,2.4) podemos identi�car una fuerza de tipo

2�x �! ex + 2�y �! ey = 2�r~e r

lo que corresponde a la fuerza de tensión del hilo quién es el origen de la ligadura.
Para terminar esta sección, consideramos el caso de un lagrangiano que no depende

de una coordenada, por ejemploq2, L = L (q1; q3; : : : qN ; _q1; _q2; : : : ; _qN ; t). En este caso
q2 se llama una variable cíclica. La ecuación de movimiento por esta variable es simple

@L
@q2

= 0 )
d
dt

�
@L
@_q2

�
= 0

lo que implica una integral de movimiento

@L
@_q2

= Cste

2.7 Teorema de Noether

En varias situaciones, tenemos cantidades conservadas, por ejem-
plo para un resorte por lo cual la ecuación de movimiento es
•x + k

m x = 0, la energía es conservadaE = 1
2m _x2 + 1

2kx2. De
hecho

dE
dt

= m _x•x + kx _x = � kx _x + kx _x = 0

Esta cantidad conservada (E) es relacionada a una simetría del lagrangiano,L =
1
2m _x2 � 1

2kx2. El lagrangiano no depende explícitamente del tiempo, es decir que
L(t + �t ) = L(t) es una simetría.

Es el punto central de este teorema. Por lo tanto, si se observa en la naturaleza
una cantidad conservada (energía, carga, momento,: : :) sabemos que el lagrangiano
debe ser construido con esta simetría.

Consideramos una familia de aplicaciones

qi (t) 7�! Qi (�; t ) � 2 R; con Qi (0; t) = qi (t)
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tal que sea una simetríacontinua del lagrangiano, es decir que

@
@�

L
�

Qi (�; t ); _Qi (�; t ); t
�

= 0

el lagrangiano no cambia cuando� cambia. En este caso el teorema de Noether implica
que

X

i

@L
@_qi

@Qi
@�

�
�
�
�
�
� =0

es constante

De hecho

@L
@�

=
X

i

"
@L
@Qi

@Qi
@�

+
@L

@_Qi

@_Qi

@�

#

pero como@L
@� = 0, tenemos @L

@�

�
�
� =0

= 0, lo que implica

0 =
@L
@�

�
�
�
�
� =0

=
X

i

"
@L
@Qi

@Qi
@�

+
@L

@_Qi

@_Qi

@�

#�
�
�
�
�
� =0

=
X

i

"
@L
@qi

@Qi
@�

�
�
�
�
� =0

+
@L
@_qi

@_Qi

@�

�
�
�
�
�
� =0

#

=
X

i

"
d
dt

�
@L
@_qi

�
@Qi
@�

�
�
�
�
� =0

+
@L
@_qi

@_Qi

@�

�
�
�
�
�
� =0

#

=
X

i

d
dt

�
@L
@_qi

@Qi
@�

�
�
�
�
� =0

�

es decir
X

i

@L
@_qi

@Qi
@�

�
�
�
�
�
� =0

= Cste

Podemos generalizar un poco el teorema, no necesitamos que

@
@�

L
�

Qi (�; t ); _Qi (�; t ); t
�

= 0

pero solamente que

@
@�

L
�

Qi (�; t ); _Qi (�; t ); t
�

=
dG
dt

ya que una derivada total no cambia el problema lo que implica

dG
dt

=
X

i

d
dt

�
@L
@_qi

�
@Qi
@�

�
�
�
�
� =0

�

es decir que

Q =
X

i

@L
@_qi

@Qi
@�

�
�
�
�
�
� =0

� G

es constante.Q se llama la carga de Noether.
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2.7.1 homogeneidad del espacio

Consideramos el caso de un espacio homogéneo, y un sistema deN partículas interac-
tuando, descrito por el lagrangiano

L =
1
2

X

i

mi
_~r 2
i � V (j~ri � ~rj j)

Este lagrangiano es claramente invariante bajo traslaciones

~ri 7�! ~ri + �~n ; con ~n un vector

es decir que tenemos~Qi = ~ri + �~n . Podemos fácilmente veri�car que

L
�

~ri ; _~ri ; t
�

= L
�

~ri + �~n; _~ri ; t
�

es decir que la carga de Noether es

Q =
X

i

@L

@_~ri

@~Qi

@�

�
�
�
�
�
� =0

=
X

i

m _~ri � ~n =
X

i

~pi � ~n

es decir que el momento total en la dirección~n es conservado, pero como~n es cualquier
dirección, el momento total es conservado. En conclusión, la homogeneidad del espacio
implica la invarianza por traslación deL es decir la conservación del momento lineal
total.

2.7.2 Isotropía del espacio

La isotropía del espacio, signi�ca que tenemos invarianza por rotación del lagrangiano.
Como la carga se calcala con@Qi

@�

�
�
� =0

podemos considerar solamente una rotación de
ángulo pequeño (� as el ángulo)

Cuando hacemos una rotación alrededor de un eje~n de ángulo in�nitesimal � , el
vector cambia~ri 7�! ~ri + �~n � ~ri . Por ejemplo, para una rotación de ángulo� y eje
~n = ~ez, tenemos

0

@
x
y
z

1

A 7�!

0

@
x0

y0

z0

1

A =

0

@
cos� � sin� 0
sin� cos� 0

0 0 1

1

A

0

@
x
y
z

1

A

es decir
8
<

:

x0 = x cos� � y sin�
y0 = x sin� + y cos�
z0 = z
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o para � � 1
8
><

>:

x0 = x � �y = x + � (~ez � ~r)x

y0 = y + �x = y + � (~ez � ~r)y

z0 = z = z + � (~ez � ~r)z

Por lo tanto, para un lagrangiano que tiene esta simetría, tenemos

Qi = ~ri + �~n � ~ri ) Q =
X

i

@L

@_~ri

� (~n � ~ri ) es constante

pero como~pi = @L
@_~r i

, obtenemos

Q =
X

i

~pi � (~n � ~ri ) =
X

i

~n � (~ri � ~pi ) = ~n � ~L

con ~L el momento angular. Como~n es cualquier, tenemos conservación del momento
angular total. En conclusión, la isotropía del espacio implica la invarianza por rotación
de L y por lo tanto la conservación del momento angular total.

2.7.3 Homogeneidad en el tiempo

Para terminar, consideramos la homogeneidad en el tiempo, es decir que consideramos
quet 7! t + � no cambia nuestro lagrangiano. Para pequeñas traslaciones en el tiempo,
obtenemos

qi (t) 7�! qi (t + � ) ' qi (t) + � _qi � Qi (�; t )

y _qi (t) 7�! _qi (t + � ) ' _qi (t) + � •qi

lo que implica que nuestro lagrangiano cambia de la forma siguiente

L (qi ; _qi ; t) 7�! L (qi + � _qi ; _qi + � •qi ; t + � )

7�! L (qi ; _qi ; t) + � _qi
@L
@qi

+ � •qi
@L
@•qi

+ �
@L
@t

7�! L (qi ; _qi ; t) + � _qi
@L
@qi

+ �
d
dt

�
_qi

@L
@_qi

�
� � _qi

d
dt

�
@L
@_qi

�
+ �

@L
@t

7�! L (qi ; _qi ; t) + � _qi (
@L
@qi

�
d
dt

�
@L
@_qi

�

| {z }
=0

) + �
d
dt

�
_qi

@L
@_qi

�
+ �

@L
@t

7�! L (qi ; _qi ; t) + �
dL
dt
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es decir

@L
@�

=
dL
dt

Lo que implica que la carga conservada es

Q =
X

i

@L
@_qi

@Qi
@�

�
�
�
�
�
� =0

� L

lo que corresponde a la energía. Por ejemplo, siL = 1
2m~v2 � 1

2kx2, tenemos

Q =
@L
@~v

� ~v � L = m~v2 �
1
2

m~v2 +
1
2

kx2 =
1
2

m~v2 +
1
2

kx2

" El teorema de Noether no aplica a simetríasdiscretas como por ejemplo la simetría
de re�exión ~ri 7�! � ~ri

2.8 Problema de dos cuerpos

Queremos estudiar un problema de dos cuerpos con un potencial de interacción pro-
porcional a la distancia entre estos cuerpos. Sobre cada una de estas partículas actúan
las fuerzas exteriores al sistema y las fuerzas de interacción mutua entre las partículas
del sistema.

d~p1

dt
= ~F1 + ~F12

d~p2

dt
= ~F2 + ~F21 = ~F2 � ~F12

d
dt

�
~p1 + ~p2

�
= ~F1 + ~F2 �

d~p
dt

donde ~p es el momento lineal total del sistema y~F1 + ~F2 = ~Fext es la resultante
de las fuerzas exteriores. El movimiento del sistema de partículas viene determinado
solamente por las fuerzas exteriores. Nosotros, estudiaremos un sistema aislado es decir
cuando ~Fext = ~0 o d~p

dt = ~0.
Sea~r = ~r2� ~r1 el vector entre las dos partículas, es una coor-

denada conveniente para nuestro estudio además de la posición
del centro de masa

~rCM =
m1~r1 + m2~r2

m1 + m2

~r = ~r2 � ~r1
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en términos de las cuales las coordenadas originales se escriben

~r1 = ~rCM �
m2

m1 + m2
~r

~r2 = ~rCM +
m1

m1 + m2
~r

lo que implica

d~p
dt

= m1
•~r1 + m2

•~r2 = ( m1 + m2) •~rCM = ~Fext = ~0

En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se moverá a velocidad constante,
por esa razón es un sistema de coordenadas interesante.

El lagrangiano del sistema se de�ne por

L =
1
2

m1
_~r 2
1 +

1
2

m2
_~r 2
2 � U (j~r2 � ~r1j)

=
1
2

m1

�
_~rCM �

m2

m1 + m2

_~r
� 2

+
1
2

m2

�
_~rCM +

m1

m1 + m2

_~r
� 2

� U(r )

=
1
2

(m1 + m2) _~r 2
CM +

1
2

m1m2

m1 + m2

_~r 2 � U(r )

Observamos que la energía cinética(T) es la suma de la energía cinética del movimiento
del centro de masa más la energía cinética del movimiento en torno al centro de masa
(T0).

T0 =
1
2

m1m2

m1 + m2

_~r 2 =
1
2

m1
_~r 02
1 +

1
2

m2
_~r 02
2 con ~r 0

1 = �
m2

m1 + m2
~r ; y ~r 0

2 =
m1

m1 + m2
~r

De�niendo la masa total del sistema,M = m1 + m2 y la masa reducida� = m1m2
m1+ m2

(o
1
� = 1

m1
+ 1

m2
) obtenemos

L =
1
2

M _~r 2
CM +

1
2

� _~r 2 � U(r )

Los seis grados de libertad (tres para~r1 y tres para ~r2) se describen mediante las
componentes de los vectores~r y ~rCM . Pero las componentes de~rCM son coordenadas
cíclicas

)
d
dt

@L
@~rCM

= ~0 ) M _~rCM = constante

El centro de masa se moverá con velocidad constante (no hay fuerzas externas) y es
entonces posible describir el movimiento con respecto a un sistema inercial en el cual el
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centro de masa es el centro, es decir~rCM = ~0. En consecuencia de lo cual, el lagrangiano
se reduce a

L =
1
2

� _~r 2 � U(r )

es decir que hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema de un cuerpo
equivalente de masa� en el campo centralU(r ). Una vez que se ha obtenido~r, podemos
obtener los movimientos individuales con(rCM = ~0)

~r1 = �
m2

m1 + m2
~r ; ~r2 =

m1

m1 + m2
~r

Tenemos con este lagrangiano, varias simetrías y por lo tanto cantidades conservadas.
Como la energía potencial sólo depende de la distancia de la partícula al centro de
fuerzas, y no de la orientación, este sistema posee simetría esférica, lo que implica que
el momento angular del sistema es conservado

~L = ~r � ~p= constante

Eso implica que el vector que una las dos partículas,~r, permanece siempre en un plano
normal a ~L. Es decir que nuestro problema es planar y por lo tanto se reduce a dos
dimensiones (espacio ortogonal a~L). Podemos usar las coordenadas polares,~r = r~er

_~r = _r~er + r _~er

= _r~er + r _�~e�

_~r 2 = _r 2 + r 2 _� 2

El lagrangiano es

L =
1
2

�
�

_r 2 + r 2 _� 2
�

� U(r ) (2.5)

Veamos que� es una coordenada cíclicap� � @L
@_�

= constante= �r 2 _� , es el momento
angular del sistema. Podemos escribir�r 2 _� = `, con ` la norma del vector momento
angular. De forma trivial, 1

2r 2 _� es conservado. Es la velocidad areolar área barrida por
el vector de posición por unidad de tiempo.

El área barrida en un tiempodt es

dA =
1
2

r (rd� ) =
1
2

r 2d�

lo que implica

dA
dt

=
1
2

r 2 _� = constante

Es conocido como la segunda ley de Kepler (1609)
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"El radio vector que une un planeta y el Sol barre áreas iguales en tiempos iguales"

Nosotros, hemos encontrado que esta ley existe para cualquier potencialU(r ) y no
solamente para el potencial de interacción entre un planeta y el Sol (U / 1=r).

La variación del lagrangiano (2.5) con respecto a las dos coordenadas(r; � ) nos da

d
dt

@L
@_r

=
@L
@r

d
dt

@L

@_�
=

@L
@�

es decir

� •r = �r _� 2 � U0(r )

�r 2 _� = `

lo que podemos reducir a una sola ecuación

� •r =
`2

�r 3
� U0(r )

Veamos que el problema de dos cuerpos, puede ser reducido de forma genérica a un prob-
lema en una sola dimensión. Podemos interpretar esta ecuación como el movimiento
de una partícula de masa� en el potencial efectivo

Uef(r ) = U(r ) +
`2

2�r 2

� •r = � U0
ef(r )

2.8.1 Problema de Kepler

Queremos estudiar el problema anterior en el caso de una fuerza de gravitacional entre
un planeta y el Sol, en este caso

U(r ) = �
k
r

con k una constante que depende de la masa del Sol y del planeta,k = GMm

� •r =
`2

�r 3
�

k
r 2

(2.6)

Para muchos problemas de este tipo es más interesante estudiarr (� ) en vez der (r ).
Haciendo este cambio de variable, obtenemos

dr
dt

=
dr
d�

d�
dt

= _�r 0(� ) =
`

�r 2
r 0(� )

d2r
dt2

=
`2

� 2r 2

� r 00(� )
r (� )2

� 2
r 0(� )2

r (� )3

�
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lo que transforma la ec.(2.6)

r 00(� )
r (� )2

� 2
r 0(� )2

r (� )3
=

1
r

�
k�
`2

el problema es aún más interesante si usamos la variableu = 1=r

u00(� ) + u(� ) �
k�
`2

= 0

cuya solución es

u(� ) =
k�
`2

+ A cos(� � � 0) �
k�
`2

�
1 + ecos(� � � 0)

�

con e = A` 2=�k una constante, lo que implica

r (� ) =
`2=k�

1 + ecos(� � � 0)

La constante � 0 corresponde solamente al ángulo desde cuando empezamos a medir
nuestro ángulo� , por lo tanto lo podemos �jar a � 0 = 0. También podemos ver que si
tomamos � 0 = � , es similar al reemplazoe ! � e. Por lo tanto, podemos considerar
e � 0. Aparecen 4 casos

- e = 0, en este caso la trayectoria es circularr (� ) = `2

k�

- 0 < e < 1, la trayectoria es un elipse, en este casoe se llama la excentricidad.

- e = 1, la trayectoria no es acotada, tenemos una parábola.

- e > 1, la trayectoria es una hipérbola.

En el caso de un elipse, sabemos que_� = `=�r 2, es decir

_� =
k2�
`3

(1 + ecos� )2

lo que implica que
Z 2�

0

d�
(1 + ecos� )2

=
k2�
`3

Z
dt =

k2�
`3

T

con T el periodo de nuestro movimiento. Como
Z 2�

0

d�
(1 + ecos� )2

=
2�

(1 � e2)3=2

obtenemos

T =
`3

k2�
2�

(1 � e2)3=2
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pero sabemos que el semieje mayor,a, es obtenido con
la relación2a = r (� = 0) + r (� = � ), es decir

a =
`2=k�
1 � e2

lo que nos permite concluir que

T = 2�

r
�
k

a3=2 , T2 = 4� 2 �
k

a3

es decir la tercera ley de Kepler (1618)

Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente
proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su órbita elíptica.

2.9 Sistema de referencia no inercial

Consideramos dos sistemas de referencia,(I ) un sistema iner-
cial y (M ) un sistema en rotación alrededor de un eje común
entre (I ) y (M ), en este caso el ejêz.

Se de�ne lavelocidad angular~! = _�~e z. Este vector mide
el cambio del ángulo� (t) con una dirección de�nida por la
regla de la mano derecha.

Un vector ~r, �jo en (M ), se desplaza en(I ) por la
rotación. Para un desplazamiento in�nitesimald� , el vector
se transforma en~r + ~dr con dr = r sin�d� y una dirección
indicada en el grá�co. ~dr es ortogonal al plano(~!;~r )

~dr = ~d� � ~r ; con ~d� = d�~ez

De hecho,

~d� � ~r = d�~ez �
�

r cos�~ez + r sin� cos�~e x + r sin� sin�~e y

�

= r sin�d� (cos�~e y � sin�~e x| {z }
ortogonal a ~! y ~r

)

De esta relación, concluimos que
�

d~r
dt

�

�jo

= ~! � ~r ; con ~! � _�~e z

De manera mas genérica, consideramos el caso con

~! = ! 1~ex + ! 2~ey + ! 3~ez
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Estudiamos primero el efecto de la rotación~! 1 sobre los
vectores unitarios. Obviamente, en este caso,~ex no cambia.
El vector ~ey cambia ded~ey lo que corresponde a una rotación
de ángulod� 1, (~! 1 = _� 1~ex ).

~ey + d~ey = cos (d� 1) ~ey + sin ( d� 1) ~ez ' ~ey + d� 1~ez

) d~ey = d� 1~ez

~ez + d~ez = � sin (d� 1) ~ey + cos (d� 1) ~ez ' � d� 1~ey + ~ez

) d~ez = � d� 1~ey

De manera similar, considerando una rotación por~! 2 = _� 2~ey. El vector ~ey no cambia
mientras que el vector~ex se transforma en

~ex + d~ex = � sin (d� 2) ~ez + cos (d� 2) ~ex

) d~ex = � d� 2~ez

~ez + d~ez = cos (d� 2) ~ez + sin ( d� 2) ~ex

) d~ez = d� 2~ex

Finalmente considerando la rotación con respecto a~! 3, tenemos

d~ex = d� 3~ey

d~ey = � d� 3~ex

Considerando el efecto in�nitesimal, de las tres rotaciones, tenemos
8
><

>:

d~ex = d� 3~ey � d� 2~ez

d~ey = d� 1~ez � d� 3~ex

d~ez = d� 2~ex � d� 1~ey

)

8
><

>:

_~ex = ! 3~ey � ! 2~ez
_~ey = ! 1~ez � ! 3~ex
_~ez = ! 2~ex � ! 1~ey

es decir
d~ei

dt
= ~! � ~ei ; con i = f x; y; zg

Consideramos ahora un vector~r = x~ex + y~ey + z~ez, en un sistema de referencia no
inercial, es decir que(~ex ;~ey;~ez ) son los vectores unitarios de este sistema de referencia.
Queremos conocer su variación en el sistema de referencia �jo (inercial)

�
d~r
dt

�

�jo

=
dx
dt

~ex +
dy
dt

~ey +
dz
dt

~ez
| {z }

velocidad en el sistema
de referencia en rotación

�
�

d~r
dt

�

rotación

+ x
d~ex

dt
+ y

d~ey

dt
+ z

d~ez

dt| {z }
~! � ~r
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es decir
�

d~r
dt

�

�jo

=
�

d~r
dt

�

rotación

+ ~! � ~r (2.7)

Aunque hemos obtenido esta relación para el vector posición~r, es valida para cualquier
vector ~Q  

d~Q
dt

!

�jo

=

 
d~Q
dt

!

rotación

+ ~! � ~Q

En particular, si consideramos~Q = ~! , tenemos

�
d~!
dt

�

�jo

=
�

d~!
dt

�

rotación

Es decir que la aceleración angular_~! es la misma en ambos sistemas de referencia.
Ahora consideramos dos sistemas de referencias sin cen-

tro O en común, con(R 0) = ( O0x0y0z0) un sistema de ref-
erencia inercial aunque(R) = ( Oxyz) no es inercial. De
~rP = ~R(t) + ~r, obtenemos

�
d~rP
dt

�

�jo

=

 
d~R
dt

!

�jo

+
�

d~r
dt

�

�jo

pero

�
d~r
dt

�

�jo

=
�

d~r
dt

�

rotación

+ ~! � ~r

lo que implica
�

d~rP
dt

�

�jo

=

 
d~R
dt

!

�jo

+
�

d~r
dt

�

rotación

+ ~! � ~r

De�nimos

- ~vP �
�

d~rP
dt

�
�jo

, la velocidad deP en (R 0)

- ~v �
�

d~r
dt

�
rotación

, la velocidad deP en (R)

- ~V(t) �
�

d ~R
dt

�

�jo
, la velocidad deO en (R)
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es decir
~vP = ~V(t) + ~v+ ~w� ~r

Con esta relación podemos ahora armar el lagrangiano. En el sistema inercial(R 0),
tenemosL = 1

2m~v2
P � U para una partícula con masam, velocidad ~vP y bajo un

potencial U. Sabemos que~vP = ~V(t) + ~v+ ~! � ~r con ~v+ ~! � ~r �
�

d~r
@t

�
�jo

, es decir

~v2
P = ~V(t)2 + ~v2 + ( ~! � ~r)2 + 2 ~V(t) � (~v+ ~! � ~r)

| {z }
� ( d~r

dt )
�jo

+2~v � (~! � ~r)

lo que nos permite obtener

L =
1
2

m~V(t)2

| {z }
� dF ( t )

dt

+
1
2

m~v2 +
1
2

m(~! � ~r)2 + m~V(t) �
�

d~r
dt

�

�jo| {z }

d
dt

�
m ~V (t)�~r

�
�

d~V(t)
dt| {z }

� ~A ( t )

�~r

+ m~v � (~! � ~r) � U

El primero termino depende solamente del tiempo y es conocido, por lo tanto se puede
escribir usando una cierta función, comoF 0(t).

L =
1
2

m~v2 +
1
2

m(~! � ~r)2 + m~v � (~! � ~r) � m~r � ~A(t) � U +
d
dt

[F (t) + m~V(t) � ~r]
| {z }

puede ser eliminado

=
1
2

m~v2 +
1
2

m( ~w� ~r)2 + m~v � ( ~w � ~r) � m~r � ~A(t) � U

� L(~r;~v; t)

Sabemos que la ecuación de Euler-Lagrange es

d
dt

�
@L
@~v

�
=

@L
@~r

Obtenemos
@L
@~v

= m~v + m~! � ~r

�!
@
dt

�
@L
@~v

�
= m~a+ m _~! � ~r + m~! � ~v

Para calcular @L
@~r, tenemos que usar las formulas

(~! � ~r)2 = ~! 2~r 2 � (~! � ~r)2

)
@
@~r

(~! � ~r)2 = 2~! 2~r � 2(~! � ~r)~!
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también tenemos~v � (~! � ~r) = ~r � (~v � ~! ) lo que implica

@
@~r

�
~v � (~! � ~r)

�
= ~v � ~!

es decir

@L
@~r

= m~! 2~r � m(~! � ~r)~! + m~v � ~! � m ~A(t) �
@U
@~r

lo que implica

m~a+ m _~! � ~r| {z }
� m~r � _~!

+ m~! � ~v| {z }
� m~v� ~!

= m~! 2~r � m(~! � ~r)~! + m~v � ~! � m ~A(t) �
@U
@~r

m~a = m~! 2~r � m(~! � ~r)~!
| {z }

m(~! � ~r )� ~!

+2m~v � ~! + m~r � _~! � m ~A(t) �
@U
@~r

y �nalmente

m~a = m(~! � ~r) � ~! + 2m~v � ~! + m~r � _~! � m ~A(t) �
@U
@~r

Los términos de la parte derecha pueden ser interpretado en el formalismo newtoniano
como fuerzas (�cticias), conm(~! � ~r) � ~! la fuerza centrifuga,2m~v � ~! la fuerza de
Coriolis y �nalmente m~r � _~! la fuerza de Euler.

Demostramos las formules ocupadas previamente

(~! � ~r)2 =( ~! � ~r) i � (~! � ~r) i = " ijk ! j r k" ilm ! l rm

= " ijk " ilm| {z }
� jl � km � � jm � kl

! j ! l r krm

= � jl � km ! j ! l r krm � � jm � kl ! j ! l r krm

= ! j ! j r kr k � ! j r j ! l r l

=( ~! )2(~r)2 � (~! � ~r)2

~v � (~! � ~r) = vi (~! � ~r) i = vi " ijk ! j r k

= " ijk vi ! j r k

= " jki vi ! j r k = ! j (~r � ~v) j = ~! � (~r � ~v)

= " kij vi ! j r k = r k(~v � ~! )k = ~r � (~v � ~! )
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~! 2~r � (~! � ~r)~! = ! i ! i~r � ! i r i ~!

= ! i ! i r j ~ej � ! i r i ! j ~ej

= ( ! i ! i r j � ! i ! j r i ) ~ej

= ( � ik � jl � � il � kj ) ! i ! kr l~ej

= "mij "mkl ! i ! kr l~ej

= "mij ! i (~! � ~r)m~ej

= " jmi ! i (~! � ~r)m~ej

= (( ~! � ~r) � ~! ) j � ~ej

= ( ~! � ~r) � ~!

2.9.1 Péndulo de Foucault

Como aplicación, estudiamos el péndulo de Foucault. Quer-
emos estudiar un péndulo simple en el sistema de referencia
del laboratorio (no inercial).

(R 0 ) es un sistema �ja (con direcciones hacia estrellas
lejanas) y(R ) es el sistema de referencia no inercial asociado
al laboratorio. Tenemos

~! = ! (� sin�~e x + cos�~e z)

Queremos estudiar el movimiento de este péndulo con una masa que se encuentra en
la posición~r = ( x; y; z), por lo tanto ~v = ( _x; _y; _z). Sabemos que

L =
1
2

m~v2 +
1
2

m(~! � ~r)2 + m~v � (~! � ~r) � m~r � ~A(t) � U

La energía potencial de gravitación es

U = � m~g� ~r = � m (� g~ez) � (x~ex + y~ey + z~ez) = mgz
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y también

1
2

m~v2 =
1
2

m
�

_x2 + _y2 + _z2
�

~! � ~r = ! (� sin�~e x + cos�~e z) � (x~ex + y~ey + z~ez)

= ! (� y sin�~e z + z sin�~e y + x cos�~e y � y cos�~e x )

(~! � ~r)2 = ! 2
�
y2 cos2 � + ( z sin� + x cos� )2 + y2 sin2 �

�

= ! 2
�
y2 + ( z sin� + x cos� )2

�

~v � (~! � ~r) = ! ( _x~ex + _y~ey + _z~ez) �
�

� y cos�~e x + ( z sin� + x cos� )~ey � y sin�~e z

�

= !
�

� y _x cos� + _yz sin� + _yx cos� � _zysin�
�

Nos queda calcular~A(t), es decir la aceleración deO en (R 0)

��!
O0O = R� ~ez

con R� el radio de la Tierra y

~ez = cos�~e 0
z + sin � cos�~e 0

x + sin � sin�~e 0
y

lo que implica

~V(t) = R�
_�
h
� sin� sin�~e 0

x + sin � cos�~e 0
y

i
; con _� = !

) ~A(t) = R� _!
h
� sin� sin!~e 0

x + sin � cos!~e 0
y

i
� R� ! 2

h
sin� cos!~e 0

x + sin � sin!~e 0
y

i

La rotación de la Tierra es casi uniforme_! ' 0 y ! 2 � 1 de hecho! = 2�
1 día =

0; 000073 rad=s por lo tanto podemos aproximar

~A(t) '
�!
0 y (~! � ~r)2 ' 0

El lagrangiano de una partícula libre es

L '
1
2

m
�

_x2 + _y2 + _z2
�

+ m!
�

� y _x cos� + _yz sin� + _yx cos� � _zysin�
�

� mgz

pero estudiamos un péndulo, es decir que(x; y; z) no son independiente

(l � z)2 + x2 + y2 = l2

, z = l

 

1 �

r

1 �
x2 + y2

l2

!
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Esta expresión dez es una ecuación de ligadura y la podemos reemplazar en el la-
grangiano. Pero también queremos estudiar las pequeñas oscilaciones es decirx �
1; y � 1.

) z = l

 

1 �

r

1 �
x2 + y2

l2

!

' l
�

1 �
�

1 �
x2 + y2

2l2

��
'

x2 + y2

2l

es decir quez es de orden dos. Para evaluar el orden de cada termino del lagrangiano,
obtenemos

L '
1
2

m

0

@ _x2
|{z}

orden 2

+ _y2

|{z}
orden 2

+ _z2
|{z}

orden 4

1

A + m!
�

� _yx| {z}
orden 2

cos� + _yz|{z}
orden 3

sin� + _yx|{z}
orden 2

cos� � _zy|{z}
orden 3

sin�
�

� mg z|{z}
orden 2

=
1
2

m
�

_x2 + _y2
�

+ m ! cos�| {z }
� �

(x _y � y _x) �
1
2

m
g
l|{z}

� ! 2
0

�
x2 + y2

�
+ términos de orden superior

lo que nos da �nalmente

L � L(x; y; _x; _y) =
1
2

m
�

_x2 + _y2
�

+ m� (x _y � y _x) �
1
2

m! 2
0

�
x2 + y2

�

Tenemos 2 ecuaciones de Lagrange

d
dt

�
@L
@_x

�
=

@L
@x

)
d
dt

(m _x � m�y ) = m� _y � m! 2
0x

) •x � 2� _y + ! 2
0x = 0

d
dt

�
@L
@_y

�
=

@L
@y

)
d
dt

(m _y + m�x ) = � m� _x � m! 2
0y

) •y + 2� _x + ! 2
0y = 0

Son dos osciladores acoplados, con el acoplamiento� = ! cos� . Se observa que no hay
acoplamiento en el ecuador(� = �= 2).
Para resolver estas ecuaciones, se de�ne� = x + iy

•� + 2 i� _� + ! 2
0� = 0

Podemos buscar soluciones de la formae
t

� (t) = e� i�t
�

Aei
p

� 2+ ! 2
0 t + Be� i

p
� 2+ ! 2

0 t
�
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con A y B las condiciones iniciales. Podemos considerar que el péndulo se encuentra
en una posición sin velocidad inicial_� (0) = 0

_� (t) = � i�e � i�t
�

Aei
p

� 2+ ! 2
0 t + Be� i

p
� 2+ ! 2

0 t
�

+ i
q

� 2 + ! 2
0e� i�t

�
Aei

p
� 2+ ! 2

0 t � Be� i
p

� 2+ ! 2
0 t

�

_� (0) = � i� (A + B) + i
q

� 2 + ! 2
0(A � B) = 0

es decir

B =

p
� 2 + ! 2

0 � �
p

� 2 + ! 2
0 + �

A

lo que implica

� (t) =
2A

p
� 2 + ! 2

0 + �
e� i�t

hq
� 2 + ! 2

0 cos
� q

� 2 + ! 2
0 t

�
+ i� sin

� q
� 2 + ! 2

0 t
�

| {z }
ecuación de un elipse en el espacio complejo

i

De hecho para un elipsex = acos�; y = bsin� es decirz = x + iy = acos� + ib sin� ,
lo que nos permite concluir que

p
� 2 + ! 2

0 es el eje mayor y� el eje menor. El factor
e� i�t es un factor de rotación, hace que el elipse tiene rotación en el tiempo.

Durante un día, !t = 2� por lo tanto, el péndulo gira de

�t = !t cos� � 2� cos�

El péndulo gira de2� cos� cada día.

Movimiento del péndulo en el plano(x; y) para � = 45� y ` = f 1000 km; 100 km; 100 mg
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2.10 Sólido rígido

Un cuerpo rígido es un sistema de partículas cuyas dis-
tancias mutuas son �jas, es decir que no varían en el
tiempo. La descripción del movimiento se puede hacer
en términos de la posición de su centro de masa y de
la orientación relativa del cuerpo en el espacio. Esto
requiere de dos sistemas de coordenadas:

- Un sistema inercial (laboratorio) denotado por
(x; y; z).

- Un sistema en movimiento, �jo en el cuerpo, con
origen en el centro de masa, identi�cado por(x1; x2; x3).

La posición ~R de cualquier puntoP del cuerpo rígido en un instante dado con
respecto al sistema de referencia del laboratorio(x; y; t ) es

~R = ~RCM + ~r

con ~r la posición deP con respecto al sistema �jo en el cuerpo. Considerando un
desplazamiento in�nitesimal deP en el laboratorio,

�!
dR =

�!
dRCM + ~dr (2.8)

Un cambio in�nitesimal ~dr en las coordenadas(x1; x2; x3) sólo puede deberse a un
cambio de dirección del vector~r no a un cambio de su magnitud (puesto que la distancia
de P al centro de masa es �ja). Es decir que un cambio~@rdebe ser el resultado de
una rotación in�nitesimal alrededor de un eje dado instantáneo que pasa por el centro
de masa.

Como lo hemos obtenido en la ec.(2.7)
�

d~r
dt

�

�jo

=
�

d~r
dt

�

rotación

+ ~! � ~r

pero en un sólido rígido, los puntos no se mueven dentro del sólido, es decir
�

d~r
dt

�

rotación

= 0

lo que implica
�

d~r
dt

�

�jo

= ~! � ~r
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es decir, a partir (2.8)

~v = ~vCM + ~! � ~r

con ~! la velocidad angular instantánea de rotación,~v = d~R=dt la velocidad deP en el
laboratorio (x; y; x), ~vCM = d~RCM =dt la velocidad del centro de masa en el laboratorio
(x; y; x).

En un instante dado, todos los puntos del cuerpo están girando con la misma
velocidad angular~! . Obviamente, la dirección y la magnitud de~! pueden cambiar
durante el movimiento.

2.10.1 Ángulos de Euler

La dirección de~r está dada por la orientación relativa de los
ejes(x1; x2; x3) con respecto a los ejes(x; y; z). La descrip-
ción de la orientación relativa entre dos sistemas de coorde-
nadas cartesianas requiere de tres ángulos entre los respec-
tivos ejes de cada sistema.

- Precesión: rotación alrededor de un eje �jo en el labo-
ratorio

- Nutación: inclinación con respecto al eje �jo

- Rotación: rotación del cuerpo sobre sí mismo

Necesitamos por lo tanto tres rotaciones.

Tenemos 3 rotaciones, que descomponemos en 3 ángulos(�; �;  ). La primera
rotación, nos permite pasar de(x; y; z) a (x0; y0; z0)
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0

@
x0

y0

z0

1

A = � �

0

@
x
y
z

1

A ; con � � =

0

@
cos� sin� 0

� sin� cos� 0
0 0 1

1

A

en la segunda rotación, pasamos de(x0; y0; z0) a (x00; y00; z00)
0

@
x00

y00

z00

1

A = � �

0

@
x0

y0

z0

1

A ; con � � =

0

@
1 0 0
0 cos� sin�
0 � sin� cos�

1

A

y �nalmente la rotación para pasar de(x00; y00; z00) a (x1; y1; z1) es
0

@
x1

y1

z1

1

A = �  

0

@
x00

y00

z00

1

A ; con �  =

0

@
cos sin 0

� sin cos 0
0 0 1

1

A

lo que implica la transformación
0

@
x1

y1

z1

1

A = �  � � � �

0

@
x
y
z

1

A � �

0

@
x
y
z

1

A

con

� =

0

@
cos cos� � cos� sin� sin cos sin� + cos� cos� sin sin sin�

� sin cos� � cos� sin� cos � sin sin� + cos� cos� cos cos sin�
sin� sin� � sin� cos� cos�

1

A

2.10.2 Velocidad angular mediante los ángulos de Euler

Podemos de�nir la velocidad angular en el sistema de coordenadas(x̂1; ŷ1; ẑ1). Sabemos
que

~! = _� ẑ + _� x̂0+ _ ẑ00

Por ejemplo, tenemoŝz00= ẑ1, lo que implica que

_~ =

0

@
0
0
_ 

1

A

De forma similar 0

@
x1

y1

z1

1

A = �  � �

0

@
x0

y0

z0

1

A
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lo que implica x̂0 = cos x̂1 � sin ŷ1, es decir

_~� =

0

@
_� cos 

� _� sin 
0

1

A

y �nalmente

_~� =

0

@
_� sin� sin 
_� sin� cos 
_� cos�

1

A

La velocidad angular instantánea~! de un cuerpo rígido es por lo tanto~! = ( ! 1; ! 2; ! 3)
con 8

<

:

! 1 = _� sin� sin + _� cos 
! 2 = _� sin� cos � _� sin 
! 3 = _ + _� cos�

2.10.3 Energía cinética

A partir de la velocidad angular, podemos deducir la energía cinética

T =
1
2

X

i

mi~v2
i

con mi la masa de cada partícula y~vi la velocidad de cada partícula" i " del solido.
Pero sabemos que

~vi = ~VCM + ~! � ~ri

lo que implica

T =
1
2

X

i

mi

�
~VCM + ~! � ~ri

� 2
=

1
2

X

i

mi

n
~V 2

CM + 2 ~VCM �
�

~! � ~ri

�
+ ( ~! � ~ri )

2
o

Descomponiendo el calculo, obtenemos

1
2

X

i

mi
~V 2

CM =
1
2

V 2
CM

X

i

mi =
1
2

MV 2
CM � TCM ; con M la masa del solido.

Es la energía cinética del centro de masa con la masa total del cuerpo. Para el segundo
termino, ocupamos la relación

~a� (~b� ~c) = ~b� (~c� ~a) = c � (~a� ~b)
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X

i

mi
~VCM (~! � r i ) =

�
~VCM � ~!

� X

i

mi~ri

| {z }
=

�!
0

=
�!
0

porque el origen es el centro de masa. Finalmente, para el último calculo, usamos la
relación

(~a� ~b) � (~c� ~d) = ( ~a� ~c)(~b� ~d) � (~a� ~d) � (~b� ~c)

lo que implica
1
2

mi (~! � ~ri )
2 =

1
2

X

i

mi
�
~! 2~r 2

i � (~! � ~ri )
2�

� Trot

Es la energía de rotación ya que depende de! . En conclusión, tenemos

T = TCM + Trot

Le energía cinética de rotación puede ser expresada de otra forma. De�nimos las
coordenadas de una particula" i " en el puntoPi como

~ri =
�

x1(Pi ); x2(Pi ); x3(Pi )
�

lo que implica

~! � ~ri =
X

j

! j x j (Pi )

y por lo tanto

(~! � ~ri )
2 =

"
X

j

! j x j (Pi )

# "
X

k

! kxk (Pi )

#

=
X

j;k

! j ! kx j (Pi ) xk (Pi )

y también

~! 2 =
X

j

! j ! j =
X

j;k

! j ! k � jk

lo que implica

Trot =
1
2

X

i

mi

"
X

j;k

�
! j ! k � jk ~r 2

i � ! j ! kx j (Pi ) xk (Pi )
�
#

=
1
2

X

j;k

! j ! k

X

i

mi
�
~r 2

i � jk � x j (Pi ) xk (Pi )
�

�
1
2

X

j;k

I jk ! j ! k
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donde hemos de�nido el tensor de inercia del cuerpo rígido

I jk =
X

i

mi
�
~r 2

i � jk � x j xk
�

Este objeto puede ser expresado como una matriz

I =

0

@
I 11 I 12 I 13

I 21 I 22 I 23

I 31 I 32 I 33

1

A =

0

@

P
i mi (x2

2 + x2
3) �

P
i mi x1x2 �

P
i mi x1x3

�
P

i mi x2x1
P

i mi (x2
1 + x2

3) �
P

i mi x2x3

�
P

i mi x3x1 �
P

i mi x3x2
P

i mi (x2
1 + x2

2)

1

A

I es simétricoI jx = I kj lo que implica que tenemos 6 componentes independientes.
Cada componente del tensor expresa la resistencia o inercia de un cuerpo a ser rotado
en torno a un eje dado. Por ejemplo,I 33 mide la resistencia del cuerpo a ser rotado
alrededor del ejex3. Para una distribución continua de masa, pasamos al limite continuo
es decir que reemplazamos la suma por una integral.

X

i

mi !
Z

�d 3x

con � la densidad de masa del cuerpo.

I jk =
Z

� (~r)
�
~r 2� jk � x j xk

�
d3x

Por ejemplo, si queremos calcular el momento de inercia aso-
ciado a un cubo homogéneo. Es decir que� es constante

I 11 =
Z

�
�
x2

2 + x2
3

�
d3x = �

Z b

0
dx3

Z b

0
dx2

�
x2

2 + x2
3

� Z b

0
dx1

=
2
3

�b 5 =
2
3

Mb2

I 12 = � �
Z b

0
x1dx1

Z b

0
x2dx2

Z b

0
dx3 = �

1
4

�b 5 = �
1
4

Mb2

las demás componentes se calculan de la misma forma

I =

0

@

2
3 � � 1

4 � � 1
4 �

� 1
4 � 2

3 � � 1
4 �

� 1
4 � � 1

4 � 2
3 �

1

A con � = Mb2
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a partir de lo cual podemos calcular la energía cinética
de rotación. Es importante entender que el tensor depende
del centro con respecto a lo cual lo calculamos. De hecho,
tomando como centro, el centro del cubo obtenemos

I 12 =
Z

�
�
r 2� 12 � x1x2

�
d3x

= �
Z b=2

� b=2
x1dx1

Z b=2

� b=2
x2dx2

Z b=2

� b=2
dx3 = 0

I 11 = �
Z b=2

� b=2
dx3

Z b=2

� b=2
dx2

�
x2

2 + x2
3

� Z b=2

� b=2
dx1 =

�
6

de lo cual obtenemos

I =
�
6

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

Existe una relación entre los 2 tensores, es elteorema de los ejes paralelos.
SeaI jk el tensor de inercia de un cuerpo rígido expresado en el sistema de coorde-

nadas(x1; x2; x3) con origen en el centro de masa del solido. En un sistema diferente de
coordenadas �jas(x0

1; x0
2; x0

3) cuyo origen00 se encuentra en una posición~a con respecto
al centro de masa del cuerpo, el tensor de inercia es

I 0
jk = I jk +

X

i

mi
�
a2� jk � aj ak

�

Se demuestra considerando~rj = ~a+ ~r 0
j � � �

Por ejemplo para el cubo

~a =
�

�
b
2

; �
b
2

; �
b
2

�

Vimos por ejemplo queI 11 = �= 6, lo que implica

I 0
11 =

�
6

+ �
Z �

a2 � a2
1

�

| {z }
3
4 b2 � b2

4 = b2
2

d3x

=
�
6

+ M
b2

2
=

2
3

�

En termino de clasi�cación, cuando tenemosI 11 = I 22 = I 33 y I ij = 0 para i 6= j se llama
el trompo esférico (como la esfera). Los cuerpos como la varilla tienesI 11 = I 22 6= I 33 se
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llaman trompo simétrico y aquellos como la caja de cerillas, que cumplen la condición
I 11 6= I 22 6= I 33 se denominan trompo asimétrico.

Obviamente esta clasi�cación depende del punto que se considere en el solido. Una
esfera homogénea es un trompo esférico en el centro de masa y un trompo simétrico en
otro punto.

2.10.4 Momento angular

Hemos visto que el tensor de inercia nos permite calcular la energía cinética de rotación.
Nos permite también calcular el momento angular. Calculamos~L con origen en el centro
de masa

~L =
X

i

~ri � ~pi =
X

i

r i � (mi~vi ) =
X

i

~ri � (mi ~! � ~ri )

usando~a� (~b� ~c) = ( ~a� ~c)~b� (~a�~b)~c tenemos

~L =
X

i

mi
�
~r 2

i ~! � (~ri � ~! ) ~ri
�

La componentek es

L k =
X

i

mi
�
~r 2

i ! k � (~ri � ~! ) xk (Pi )
�

=
X

i

mi

"
X

j

r 2
i ! j � jk �

X

j

x j (Pi ) ! j xk (Pi )

#

=
X

j

! j

X

i

mi
�
r 2

i � jk � x j xk
�

=
X

j

I kj ! j

es decir

~L = I:~!

Lo que nos permite reescribir la energía de rotación

Trot =
1
2

X

jk

I jk ! j ! k =
1
2

X

k

L k ! k =
1
2

~L � ~!

Las ecuaciones pueden plantearse en términos de los ángulos de Euler, que describen
los grados de libertad

L = T � V = L(�; �;  ; _�; _�; _ ; t )

Trot =
1
2

X

i;j

I ij 
 i 
 j

2.10.5 Trompo de Lagrange
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Consideramos un trompo de masam en el campo gravita-
cional y cuyo punto inferior O está �jo. Es un trompo
simétrico con respecto al centro de masa,I 11 = I 22 6= I 33

con (x; y; z) las coordenadas del laboratorio y(x1; x2; x3) las
coordenadas �jas con el cuerpo. Ambos sistemas de referen-
cia tienen origen en el puntoO, lo que implica que

Ttraslación = 0

En el sistema de coordenadas(x1; x2; x3), el centro de masa es �jo, por lo tanto, no hay
energía cinética asociada, excepto la energía cinética de rotación

T = Trot =
1
2

�
I 11! 2

1 + I 22! 2
2 + I 33! 2

3

�

=
1
2

I 11
�
! 2

1 + ! 2
2

�
+

1
2

I 33! 2
3

con

! 1 = _� sin� sin + _� cos 

! 2 = _� sin� cos � _� sin 

! 3 = _ + _� cos�

lo que implica

T =
1
2

I 11( _� 2 sin2 � + _� 2) +
1
2

I 33( _ + _� cos� )2

aunque la energía potencial del trompo, con respecto a0 es

V = mgz = mgacos�

Lo que nos permite armar el lagrangiano del sistema

L =
1
2

I 11

�
_� 2 sin2 � + _� 2

�
+

1
2

I 33

�
_ + _� cos�

� 2
� mgacos�

No vamos a derivar todas las ecuaciones. Observamos en particular que las coordenadas
( ; � ) son cíclicas lo que nos permite obtener

@L

@_ 
= constante

, I 33( _ + _� cos� ) = I 33! 3 = constante� L3
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lo que corresponde a la conservación del momento angular alrededor del ejex̂3.

@L

@_�
= constante

, I 11
_� sin2 � + I 33 cos� ( _ + _� cos� )

En las coordenadas(x; y; z), corresponde a la conservación deL z. Lo podemos fácil-
mente demostrar a partir de las relaciones

! 1 = _� sin� sin + _� cos 

! 2 = _� sin� cos � _� sin 

! 3 = _ + _� cos�

y de ~L = I:~! , tenemos

L1 = I 11

�
sin� sin _� + cos _�

�

L2 = I 11

�
sin� cos _� � sin _�

�

L3 = I 33

�
_ + cos� _�

�

lo que nos permite obtener
0

@
L x

L y

L z

1

A = � � 1

0

@
L1

L2

L3

1

A

de lo cual podemos obtenerL z con � la matriz de rotación. Finalmente, en vez de
obtener la ecuación para� , usaremos la conservación de la energía como tercera ecuación

E =
1
2

I 11

�
_� 2 + _� 2 sin2 �

�
+

1
2

I 33( _ + _� cos� )2 + mgacos�

Pero tenemos

_� =
L z � L3 cos�

I 11 sin2 �

_ =
L3

I 33
�

(L z � L3 cos� ) cos�
I 11 sin2 �

lo que nos permite escribir una expresión con solamente�

E =
1
2

I 11
_� 2 +

(L z � L3 cos� )2

2I 11 sin2 �
+

L2
3

2I 33
+ mgacos� = constante

�
1
2

I 11
_� 2 + Vef (� )
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con Vef el potencial efectivo. Observamos a partir del grá�co deVef que siempre�
oscila entre dos valores excepto cuando la energía es mínima.

De la expresión de� (t) se pueden obtener las otras coordenadas, en particular
podemos observar que el signo de_� depende deL z � L3 cos� . Es obvio que tenemos
L z � L3 cos� � < L z � L3 cos� + , lo que implica que siL z � L3 cos� � > 0, _� > 0, aunque
si L z � L3 cos� � < 0, � no tiene una evolución monótona y �nalmente existe el caso
extremo L z � L3 cos� � = 0. Estos 3 casos están ilustrado en los grá�cos siguientes en
los cuales observamos la punta del trompo proyectado sobre una esfera.

Observamos además de la nutación (variación de� ), una precesión es decir la
variación de� . El fenómeno de precesión ocurre por la Tierra que podemos representar
como una esfera achatada por los polos es decir un trompo simétrico. El periodo de
precesión es de aproximadamente26000años.

La nutación puede ser eliminada, es decir si� = � 0 es decir siV 0
ef (� 0) = 0 .

L3(L z � L3 cos� 0)
I 11 sin� 0

�
(L z � L3 cos� 0)2 cos� 0

I 11 sin3 � 0
� mgasin� 0 = 0
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De�nimos X = L z � L3 cos� 0

cos� 0X 2 � L3 sin2 � 0X + mgaI11 sin4 � 0 = 0

Está ecuación tiene una solución si el discriminante es positivo es decir

L2
3 � 4mgaI11 cos� 0

pero comoL3 = I 33! 3, tenemos

! 3 �
2

I 33

p
mgaI11 cos� 0

Puede ocurrir un movimiento con� �jo (sin nutación) si ! 3 es su�cientemente grande.
Usualmente no se cumple esta condición después de un cierto tiempo, por fricción, lo
que empieza a producir nutación.
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3. Formalismo hamiltoniano

El formalismo hamiltoniano no esta tan usado para resolver problemas como el formal-
ismo lagrangiano, pero nos permite entender mucho mas la estructura de la mecánica
clásica y ser la base para la mecánica cuántica.

En la mecánica lagrangiana, tenemosn coordenadas generalizadasf qi g y las ve-
locidades generalizadasf _qi g tal que

d
dt

�
@L
@_qi

�
=

@L
@qi

Son n ecuaciones diferenciales de segundo orden por las cuales se necesitan2n
condiciones inicialesf qi (t = 0) ; _qi (t = 0) g. La idea de Hamilton es considerarqi y _qi de
forma similar, y no como _qi que es la derivada deqi .

En esta dirección, se ocupa el momento generalizado

pi =
@L
@_qi

�
_pi =

@L
@qi

�

tal que las variables(qi ; _qi ) se reemplazan por(qi ; pi ).
En vez de posición y velocidad (espacio de con�guración, es decir las posiciones so-

lamente porque las velocidades no son independientes), pasamos a posición y momento
(espacio de fase).

Por ejemplo, si consideramos un péndulo

L =
1
2

ml 2 _� 2 + mgl cos�

tenemos

p� =
@L

@_�
= ml 2 _�

la ecuación de Euler-Lagrange es

_p� = � mgl sin�
�

� ml 2•�
�

Con estas ecuaciones podemos dibujar el espacio de fase, con lineas que representan
soluciones diferentes es decir con condiciones iniciales diferentes. El espacio de fase
representa por lo tanto el espectro de todas las soluciones. En el caso del péndulo, la
variable � es periódica, lo que implica que el espacio de fase es un cilindro.
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Cada punto del espacio de fase representa la posición (� ) y el momento
�
p� = ml 2 ��

�

en un tiempot. Por eso, las lineas en el espacio de fase no se cruzan. De hecho, dado
estas coordenadas, la solución de la ecuación diferencial es única.

Queremos encontrar una función en el espacio de fase, es decir una función de
( qi ; pi ) que determina de forma única la evolución del sistema. Por lo tanto, necesitamos
una función que contiene la misma información que el lagrangianoL (qi ; _qi ; t) (quien
determina la evolución en el espacio de con�guración) pero con las variables(qi ; pi ) en
vez de(qi ; _qi ). Ese proceso se llama la transformada de Legendre.

3.1 Transformada de Legendre

Consideramos una funciónf (x; y) tal que, df = @f
@xdx + @f

@ydy y de�nimos una nueva
función g(x; y; u) � ux � g(x; y)

dg = udx + xdu �
@f
@x

dx �
@f
@y

dy

donde u es una variable independiente, pero vamos a considerar el caso particular
u = @f

@x. En ese caso

dg = xdu �
@f
@y

dy

� 58 �



es decir queg es una función de(u; y). En conclusión, hemos pasado de(x; y) a (u; y)
de�niendo una función

g(u; y) = ux � f (x; y) con u =
@f
@x

Por ejemplo, en termodinámica se considera el cambio de energía

dU = TdS � PdV

que esta relacionado con un cambio de entropía y de volumen, es decirU(S; V). Pode-
mos de�nir una función de(T; V) por ejemploF = TS � U (por razones históricas, se
de�ne F = U � TS) con T = @U

@S, llamada la energía libre

dF = TdS+ SdT � dU = TdS+ SdT � TdS+ PdV = SdT + PdV

3.2 El hamiltoniano

A partir de la sección anterior, de�nimos el hamiltoniano como la transformada de
Legendre del lagrangiano

H =
X

i

pi _qi � L (qi ; _qi ; t) con pi =
@L
@_qi

Por ejemplo si

L =
1
2

m _~r 2 � V (~r)

tenemos

~p=
@L

@_~r
= m _~r

lo que nos permite de�nir el hamiltoniano

H = ~p:_~r � L = ~p
�

~p
m

�
�

1
2

m
�

~p
m

� 2

+ V(~r)

=
~p2

2m
+ V(~r)

Una vez conocido el hamiltoniano, necesitamos conocer la dinámica en el espacio de
fase. Sabemos queH =

P
i pi _qi � L (q; _qi ; t), lo que implica

dH =
X

i

�
_qi dpi + pi d_qi �

@L
@qi

dqi �
@L
@_qi

d_qi

�
�

@L
@t

dt

=
X

i

�
_qi dpi �

@L
@qi

dqi

�
�

@L
@t

dt
�

pi =
@L
@_qi

�

=
X

i

[ _qi dpi � _pi dqi ] �
@L
@t

dt
�

_pi =
@L
@qi

�
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pero sabemos también queH (qi ; pi ; t), lo que implica

dH =
X

i

�
@H
@pi

dpi +
@H
@qi

dqi

�
+

@H
@t

dt

lo que nos permite obtener las ecuaciones de Hamilton

_qi =
@H
@pi

(3.1)

_pi = �
@H
@qi

(3.2)

también tenemos

@H
@t

= �
@L
@t

En el ejemplo anterior,H = ~p2

2m + V(~r), obtenemos con las ecuaciones de Hamilton

_~r =
@H
@~p

=
~p
m

_~p= �
@H
@~r

= � ~r V(~r)

lo que una vez combinado, nos da

m•~r = � ~r V(~r)

es decir la ecuación de Newton para este sistema. Con el formalismo hamiltoniano,
reemplazamosn ecuaciones diferenciales de segundo orden por2n ecuaciones diferen-
ciales de primer orden.

Nota que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir de forma tal que(q; p)
aparecen "similares". Si de�nimos, el vector de dimensión2n

~X =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

q1
...

qn

p1
...

pn

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

las ecuaciones de Hamilton se escriben

~X = J
@H

@~X
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con

J =
�

0 1n� n

� 1n� n 0

�

Esta forma de escribir las ecuaciones de Hamilton es llamada la notación simpléctica
(del griegosumplektikìc (symplektikos): entrelazado).

Con el hamiltoniano, las leyes de conservación son más fácil. Por ejemplo si@H
@t = 0

el hamiltoniano H es conservado y es la energía. De hecho

dH
dt

=
@H
@t

+
@H
@q

_q+
@H
@p

_p =
@H
@t

� _p_q+ _q_p =
@H
@t

También, si una variable es cíclica es decir queqi no aparece en el lagrangiano, obten-
emos _pi = � @H

@qi
= 0 es decir quepi es conservado.

3.3 Teorema de Liouville

El formalismo hamilioniano nos permite también de-
scubrir el teorema de Liouville. Si consideramos una
región del espacio de fase a un tiempot y lo dejamos
evolucionar, su forma puede cambiar pero su volumen
nunca cambia.

Consideramos el volumen in�nitesimalV = dqdp,
después de un tiempo�t , tenemos

q 7�! q+ _q�t � ~q

p 7�! p + _p�t � ~p

Por lo tanto el nuevo volumen es

eV = d~qd~p = det

0

@
@~q
@q

@~q
@p

@ep
@q

@~p
@p

1

A dqdp (usando el jacobiano)

= det

0

@
1 + @_q

@q�t
@_q
@p�t

@_p
@q�t 1 + @_p

@p�t

1

A dqdp

'
�

1 +
�

@_q
@q

+
@_p
@p

�
�t + O(�t 2)

�
dqdp

'
�

1 +
�

@2H
@q@p

�
@2H
@p@q

�
�t + O(�t 2)

�
dqdp' dqdp
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De la misma forma paran variables (qi ; pi ), si V = dq1 : : : dqndp1 : : : dpn , obtenemos
~V = det J � V , con J el jacobiano

J =

0

@
@~qi
@qj

@~qi
@pj

@~pi
@qj

@~pi
@pj

1

A

lo que corresponde a una matriz2n � 2n. Como sabemos que

~qi = qi +
@H
@pi

�t

~pi = pi �
@H
@qi

�t

obtenemos

detJ = det

0

@
� ij + @2H

@pi @qj
�t @2H

@pi @pj
�t

� @2H
@qi @qj

�t � ij � @2H
@qi @pj

�t

1

A

� det(1 + �tM ) ' 1 + �t tr( M )
| {z }

=0

+ O
�
�t 2

�
= 1 + O

�
�t 2

�

3.4 Corchete de Poisson

La derivada temporal de cualquier cantidadf = f (q; p; t) tiene la forma

df
dt

=
@f
@t

+
X

i

�
@f
@qi

_qi +
@f
@pi

_pi

�

pero usando las ecuaciones de Hamilton (3.1,3.2), obtenemos

df
dt

=
@f
@t

+
X

i

�
@f
@qi

@H
@pi

�
@f
@pi

@H
@qi

�

lo que nos motiva a de�nir un objeto que nos indicara la evolución temporal de una
función.

Consideramos dos funciones en el espacio de fase,f (q; p) y g(q; p). El corchete de
Poisson se de�ne como

f f; g g =
@f
@qi

@g
@pi

�
@f
@pi

@g
@qi

Este corchete tiene varias propiedades:

* Anticonmutativa, f f; g g = � f g; f g
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* Linealidad, f �f + �g; h g = � f f; h g + � f g; hg 8�; � 2 R

* Regla de Leibniz,f fg; hg = f f g; hg + f f; h gg

* Identidad de Jacobi, f f; f g; hgg+ f g;f h; f gg+ f h; f f; g gg = 0

Son relaciones fácil de demostrar aunque pueden ser un poco largas.
Podemos deducir que

f qi ; qj g = 0

f pi ; pj g = 0

f qi ; pj g = � ij

Es también fácil veri�car que

f qi ; f (p)g =
@f(p)
@pi

y

f pi ; f (q)g = �
@f(q)
@qi

Con este nuevo formalismo, para cualquier funciónf (qi ; pi ; t), tenemos

df
dt

=
@f
@t

+
@f
@qi

_qi +
@f
@pi

_pi =
@f
@t

+
@f
@qi

@H
@pi

�
@f
@pi

@H
@qi

es decir

df
dt

=
@f
@t

+ f f; H g

Por lo tanto si una función es independiente del tiempo, tenemos

df
dt

= f f; H g

lo que implica quef es una constante del movimiento si "Poisson conmuta" con el
hamiltoniano, es decir sif f; H g = 0. En particular si H es independiente del tiempo,
H es constante ya quef H; H g = 0.

También, si qi es una variable cíclica, tenemos

f pi ; H g = �
@H
@qi

= 0
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lo que signi�ca que dpi
dt = 0 es decir quepi es conservado.

Una vez encontrado cantidades conservadas, o constantes del movimiento, podemos
deducir otras usando los corchetes de Poisson. Por ejemplo, siI y J son constantes
del movimiento f I; J g es también una constante del movimiento. Para eso, debemos
demostrar queff I; J g; H g = 0, con H el hamiltoniano. Pero

ff I; J g; H g = f I; f J; H g
| {z }

=0

g + ff I; H g
| {z }

=0

; Jg = 0

Por ejemplo, si dos momentos angulares son conservados, el tercero es una constante
del movimiento también. De hecho, como~L = ~r � ~p, tenemos

L1 = r2p3 � r3p2

L2 = r3p1 � r1p3

L3 = r1p2 � r2p1

lo que implica

f L1; L2g = f r2p3 � r3p2; r3p1 � r1p3g

= f r2p3; r3p1g � f r2p3; r1p3g � f r3p2; r3p1g + f r3p2; r1p3g

pero tenemos

f r2p3; r1p3g = r2 f p3; r1p3g + f r2; r1p3gp3

= r2

h
r1 f p3; p3g

| {z }
=0

+ f p3; r1g
| {z }

=0

p3

i
+

h
r1 f r2; p3g

| {z }
=0

+ f r2; r1g
| {z }

=0

p3

i
p3

= 0

lo que implica

f L1; L2g = r2 f p3; r3g
| {z }

� 1

p1 + p2 f r3; p3g
| {z }

+1

r1 = � r2p1 + r1p2 � L3

Es decir que si dos componentes de~L son conservadas~L es conservado. También,
tenemos

n
~L2; L i

o
= 0

con ~L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3. Por ejemplo

�
L2; L3

	
=

�
L2

1; L3
	

+
�

L2
2; L3

	
+

�
L2

3; L3
	

| {z }
=0

= L1 f L1; L3g
| {z }

� L 2

+ f L1; L3g
| {z }

� L 2

L1 + L2 f L2; L3g
| {z }

L 1

+ f L2; L3g
| {z }

L 1

L2

= � L1L2 � L2L1 + L2L1 + L1L2 = 0
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Con este formalismo podemos ver fácilmente que el momento angular es conservado
para un problema de fuerza central. Tenemos

H =
~p2

2m
+ V(r )

y debemos veri�car quef L x ; H g = f L y; H g = f L z; H g = 0

f L x ; H g =
�

L x ;
p2

x + p2
y + p2

z

2m
+ V(r )

�

=
1
m

h
px f L x ; pxg + py f L x ; pyg + pz f L x ; pzg

i
+ f L x ; V(r )g

pero

f L x ; pxg = f ypz � zpy; pxg = 0

f L x ; pyg = f ypz � zpy; pyg = pz

f L x ; pzg = f ypz � zpy; pzg = � py

y

f L x ; V(r )g = f ypz � zpy; V(r )g = y f pz; V(r )g � z f py; V(r )g

= y
�

�
@V
@z

�
� z

�
�

@V
@y

�
= � yV0(r )

z
r

+ zV0(r )
y
r

= 0

lo que implica

f L x ; H g =
1
m

(pypz � pzpy) = 0

De forma similar, tenemosf L y; H g = f L z; H g = 0, es decir

f ~L; H g

lo que implica que el momento angular es conservado.

3.5 El vector de Laplace-Runge-Lenz-Hermann-Bernoulli-Hamilton-Gibbs

El formalismo nos permite buscar otras cantidades conservadas es decir que Poisson
conmutan con el hamiltoniano. Por ejemplo, un vector que ha sido redescubierto por
muchos autores sin saber que era ya conocido. El vector es más conocido como el vector
de Laplace-Runge-Lenz aunque no son los primeros ha haberlo descubierto.

~A =
1
m

~p� ~L � kr̂ ; r̂ =
~r
r

el vector unitario
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Podemos fácilmente demostrar que este vector es conservadof A i ; H g = 0. La conser-
vación de ~A esta relacionada a la conservación de la excentricidad de la trayectoria.
Para demostrarlo, usaremos la notación con el tensor de Levi-Civita, el momento an-
gular puede ser escritoL i = " imn rmpn , lo que nos permite escribir

~A =
1
m

~p� ~L � kr̂ ) A j =
1
m

" jmn pmLn � k
r j

r

lo que implica

f H; A i g =
1
m

" ijk f H; pj gL k � k
n

H;
r i

r

o

ya que el hamiltoniano conmuta con el momento angular

f H; A i g = �
k
m

" ijk

n 1
r

; pj

o
L k �

k
2m

n
~p2;

r i

r

o

= �
k
m

" ijk

n 1
r

; pj

o
L k �

k
m

pj

n
pj ;

r i

r

o

pero

n
pj ;

r i

r

o
= �

@
@rj

� r i

r

�
= �

1
r

� ij +
r i

r 2

@r
@rj

= �
1
r

� ij +
r i r j

r 3

y también
�

pj ;
1
r

�
= �

@
@rj

�
1
r

�
=

1
r 2

@r
@rj

=
r j

r 3

lo que implica que

f H; A i g =
k
m

" ijk
r j

r 3
L k �

k
m

pj

�
�

1
r

� ij +
r i r j

r 3

�

=
k
m

" ijk " kmn
r j

r 3
rmpn �

k
m

�
�

pi

r
+

r i r j pj

r 3

�

=
k
m

�
� im � jn � � in � jm

� r j

r 3
rmpn �

k
m

�
�

pi

r
+

r i r j pj

r 3

�

= 0

es decir que~A es conservado. La norma de~A es fácil de calcular, usandoL = mr 2 _� y
r = L 2=km

1+ ecos� , encontramosA = kjej. Lo que implica la conservación de la excentricidad.
El tipo de trayectoria permanece durante el movimiento. Por ejemplo, no podemos
pasar de una trayectoria elíptica a una trayectoria parabólica en un problema de fuerza
central.

� 66 �




