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Estos apuntes de clase de la Licenciatura en Matematicas estan basando en varios
libros:

e Mathematical Methods of Classical Mechanics, "Viadimir Arnold”

Un excelente libro recomendado para este curso, escrito por uno de los expertos y
actores de la mecanica.

e (lassical Dynamics: a contemporary approach, "Jorge José, Eugene Saletan”

Este libro es excelente y cubre los mismos temas que el primero. Su estilo puede parecer
un poco mas moderno que el de Arnold, pero esto es principalmente una cuestién de
preferencia personal.

e Foundations of Mechanics, "Ralph Abraham and Jerrold Marsden"”

Este libro es considerablemente méas avanzado. No esté dirigido a quienes estan comen-
zando en el campo, pero podria resultar excelente para aquellos que ya tienen una
solida comprension de la geometria diferencial.

e Lectures on Classical Dynamics, "Dawvid Tong"

Estos apuntes en linea contienen una materia cercana a lo que estudiamos en la primera
parte de este curso.
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1. Mecanica newtoniana

1.1 Ley de Newton

El objeto de la mecanica newtoniana es la descripcion de la dinamica de las particulas
con concepto de distancia, tiempo, velocidad y aceleracion. A Newton se deben las
leyes fundamentales de la mecanica:

1. Todo cuerpo permanece en reposo o en movimiento uniforme (no acelerado) a
menos que acttia una fuerza sobre el cuerpo.

2. Todo cuerpo sobre lo cual actiia una fuerza se mueve de tal forma que la variaciéon
de su momento es igual a la fuerza.

3. Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas entre si, estas fuerzas son de intensidades
iguales y sentidos opuestos.

En realidad, la segunda ley implica las otras.
Sea 7 un vector posicion de una particula (con un cierto origen O) y sea ¢’ su vector
velocidad. Sabemos que

L odr
U= —
dt
La cantidad de movimiento p’ de la particula es p’= mu, con m la masa del cuerpo.
Por consecuencia de interacciones con campos y objetos exteriores, la particula
puede experimentar fuerzas. La suma vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre una
particula es la fuerza resultante F', de la cual podemos definir la ley de Newton:
Existen sistemas de referencias en los cuales el movimiento de la particula estd
descrita por la ecuacion diferencial
- dp d
F=—=—(mv
dt dt( )

Si la masa es constante, esta ley se transforma en

- dv .
F=m—=ma
dt
Obtenemos automéaticamente que si no hay fuerzas, no hay aceleracion
F=0 = a=0

Este resultado corresponde a la primera ley.
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La tercera ley es conocida como el principio de accidon-reaccion. Cuando estamos
en reposo, no hay movimiento entre dos particulas es decir que @ = 0 o de forma
equivalente F = 0. Pero como son dos fuerzas, tenemos F=F 12 +ﬁ21 con F, 12 la fuerza
que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2 y viceversa por ]321. Por lo tanto, obtenemos
de F=0 que .ﬁm = —ﬁgl lo que corresponde a la tercera ley.

Los sistemas de referencia donde se cumple la segunda ley de Newton se denominan
sistemas de referencia inerciales. Es decir que en ausencia de fuerzas, una particula en
reposo en un sistema inercial en un instante dado, sigue en reposo en todo instante.
En cambio, los sistemas de referencia no inerciales son sistemas de referencia donde
aparecen términos adicionales en la segunda ley de Newton, que no son asociados a
las fuerzas del sistema. Estos términos adicionales se denominan fuerzas ficticias y son
debidos a la aceleracion del sistema.

Por ejemplo, una particula en movimiento rectilineo con respecto al laboratorio
sera visto con un movimiento muy complicado por un mosquito. Por lo tanto, en un
sistema de referencia inercial, las leyes de la mecanica toman su forma mas simple.

Existen una infinidad de sistemas de referencias inerciales, que se mueven los unos
con respectos a los otros con movimiento rectilineo y uniforme. En estos sistemas, las
leyes de la mecanica son las mismas. Eso corresponde al principio de relatividad de

Galileo.

<!
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Figure 1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme, con velocidad

v en la direccién Oy.

Las ecuaciones de transformaciéon para las coordenadas son

y =y — vt derivando con respecto al tiempo v=9y—v=><4§ =14
2=z =z =z



Se observan que las derivadas segundas coinciden es decir que las leyes no cambian
entre dos sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uniforme.

1.2 Momento

Podemos obtener varios teoremas de conservacion

- Teorema de conservacion de la cantidad de movimiento

i _

Cuando la fuerza total se anula: F = 0 tenemos T

0 es decir que p es constante.
- Teorema de conservacién del momento cinético

Sea una particula de masa m y velocidad ¥ localizada en P. El momento cinético
respecto a un punto fijo O se define como

L=7Fxp

con X el producto vectorial. Por otro lado, definimos el momento de una fuerza respecto
a un punto O por

N=7xF
Por lo tanto, tenemos

N=rxF=7x

pero como el dltimo termino es nulo, obtenemos

—

. dL
N=="
dt

se deduce facilmente que cuando N es nulo, se conserva el momento cinético, L = 0.

1.3 Trabajo y energia

Sea una particula de masa m, que se mueve del punto (1) al punto (2) bajo la accién
de la fuerza F'. Se define el trabajo W de (D) a 2)
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con ff la integral de camino del punto (1) al punto 2) y dr la tangente a la trayectoria.

2_) . tg_» d—» tz_‘ t2d—‘
W12—/ F-dr—/ F-ldt—/ F.vdi=m | Y. 5a
1 t1 dt t1 t1 dt

En la tltima expresion, hemos asumido que la masa es constante y los tiempos (1, t2)
corresponden al los tiempos cuando la particula se encuentra en (1) y (2) respectiva-

24 /1 1 1
Wiy = m/t1 T (502) dt = Emvg — émvf

con v; = v(t;) para ¢ = (1,2). Por lo tanto, observamos la aparicion de una cantidad

mente.

importante llamada energia cinética

1
T = —mv?
2mv

lo que implica que el trabajo entre los dos puntos es Wi, = T, — 17 es decir que
depende solamente de la diferencia entre la energia cinética que posee la particula en
@) y la energfa cinética que posee en (I). Cuando esta diferencia no depende del camino
tomado, se llama una fuerza conservativa. Deducimos automaticamente que para una
fuerza conservativa la integral de la fuerza sobre un camino cerrado es nula.

]{ﬁ-df:
C

Usando el teorema de Stokes, obtenemos

féﬁ.df:/[s(ﬁxﬁ).cﬁq:o

con C un contorno cerrado y S el area encerrado por C. Dado que esta relacion se aplica
a cualquier trayectoria cerrada y, por ende, a cualquier superficie, podemos inferir que

VxFE=0



es decir que
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con V' la energia potencial, el signo es por convencién. En el caso de una fuerza
conservativa,

2 2 2 2 2
W12:/ ﬁ-dF:—/ vear—— [ Ygoo [ Vg [V,
1 1 1 Ox 1, Oy , Oz

Pero como W35 = Ty — T para una fuerza conservativa, obtenemos que
h+Vi=T+V
lo que corresponde a la conservacion de la energia total de una particula
E=T+V
Las fuerzas que vamos a estudiar en este curso son conservativas como
- gravitacional
- elastica (resorte)
aunque un ejemplo de fuerza no conservativa es la friccion (rozamiento).

1.4 Resorte

Cuando se obliga a un cuerpo a cambiar de forma, la fuerza deformadora es proporcional
a la deformacion. Esta fuerza puede consistir en:

- aumento de longitud (resorte helicoidal)
- en una flexion (resorte plano)

- torsion de una banda alrededor de su eje

La ley de elasticidad de Hooke nos dice que:

La fuerza es proporcional a la extension
Es una ley empirica es decir que no tiene fundamentos ni demostraciéon pero funciona.
Fue publicado en el ano 1678 : ut tensio, sic vis (como la extension, asi la fuerza), es
decir que la extension es proporcional a la fuerza.
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La ley de Hooke funciona solamente en un régimen de pequenas elongaciones
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Consideramos una masa puntual, m, obligada a moverse segiin una recta fija, por
medio de un resorte elastico, de constante k. FEl resorte elastico ejerce una fuerza
recuperadora, que se opone a la elongacion.

F=—k(z—x)

con zg la longitud natural del resorte (sin tension).



Imaginamos una elongacion en la direccion x, es decir que x — xy > 0, pero como
la fuerza se opone a la elongacién, la fuerza debe estar en la direccion —é,, lo que
corresponde bien a la forma de la ley

F=—k(z —x0)é,

El mismo razonamiento se puede hacer en el caso de una compresion, es decir cuando
T — 29 < 0.
El movimiento de la masa m, después de la elongacion, es solucion de

ma = F
& mie, = —k(x — xg) €,

k
& i+ —(r—209)=0
m

Como z( es una constante, definimos ¢ = r — x, lo que transforma la ecuacion en la
ecuacion de un oscilador armonico

E+wXk=0
donde se ha definido w? = k/m > 0. La solucién puede ser escrita de la forma

£(t) = acos(wt + )

z(t) = xg + acos(wt + )

Observamos que la particula oscila alrededor de la posicion de equilibrio xg con periodo

2 k
T:_7T7 w=1/—=
w m

La energia cinética de la masa es

1 1
T= imﬁ = 5]{:042 sin?(wt + B3)

La energia potencial puede ser obtenida calculando el trabajo necesario para desplazar
la masa m a una distancia . Como

W:/ﬁ&



obtenemos
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dW =
lo que nos permite obtener
L, o
W = 51{{ + constante
de lo cual identificamos la energia potencial
_ 1 2_ L, 9 o
V= §k (x — )" = §k0z cos”(wt + 3)
Es ahora facil verificar que la energia total es constante
Lo ot 2 L
E=T+V = §ka [sin®*(wt + B) + cos*(wt + B)] = éka

Hay dos maneras de representar la solucion.

xll

v

7N
&

En la primera representacion, consideramos la evolucion de la posicion en el tiempo
o en la segunda tenemos una representacion paramétrica en el cual el parametro es el
tiempo. Tenemos

z(t) = acos(wt + )
t(t) = —awsin(wt + )

es decir que

— 10 —
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pero como E = ka?/2, es decir

x? 2

=1
2E/k T 2E/m

lo que representa una familia de elipses, llamadas curvas de Lissajous. Este espacio es
llamado el espacio de fase. Cada trayectoria del espacio de fase corresponde a un valor
de la energia del oscilador. Por lo tanto, dos trayectorias del espacio de fase no pueden
cortarse.

1.5 Péndulo simple

Consideramos un péndulo simple (a diferencia de un pén-
dulo fisico) definido por una masa puntual m, suspendida
mediante un hilo inextensible y sin peso de longitud L.
La masa m esta sujeta a dos fuerzas:

- La gravitacion
Fy = mg(cos Bé, — sin fey)

- La tension del hilo
T=-T¢,

lo que nos permite obtener a partir de la ley de Newton
md = —Té, + mg (cos 0é, — sin Oép)

Para obtener la aceleracion en el sistema de coordenadas polares, consideramos las
derivadas del vector OM que conecta el centro O de la masa en el punto M.

—

OM = Lé,
= = L10¢
= @=Lbe, — Lo%.

lo que implica

mLl = —mgsinf
—mL#* = =T + mgcos b

La segunda ecuacion nos permite calcular la tension del hilo sobre la masa

T = mgcosf + mL6?

- 11 -



Aunque la segunda ecuacion, nos da la dindmica de la masa m.
. g .
0+ =sinf =0
+ I sin

Es interesante observar que la ecuacion es independiente de la masa m. Es una ecuacion
no-lineal, se puede resolver numéricamente. Pero si consideramos pequenas oscilaciones
alrededor de 6 = 0 es decir # < 1 podemos hacer una expansion en serie

sinf ~ 6
lo que implica
. g
0+ =0=0
+ L

es decir un oscilador armoénico de frecuencia w? = g/L. La solucion es
0(t) = Acos(wt + ¢)

de la cual podemos obtener el periodo de oscilaciones

Observamos que cuando L aumenta, el periodo aumenta.
1.6 Osciladores acoplados

my
Consideramos tres resortes con con- '_/'MMM\_E
stantes (k1, ko, k3) y dos masas (mq, ms). k k, ks

X1 S

Queremos estudiar las oscilaciones (el
movimiento) de las dos masas. Llamemos (x,z5) los desplazamientos de cada una
de las masas a partir de su posicion de equilibrio. Las variables (z1,z5) son positivas
cuando se mueven hacia la derecha.

Si x1 vy x9 se mueven hacia la derecha

- el resorte k; se estira de x;
- el resorte ks se deforma de xo — 23

- el resorte k3 se comprima de x

- 12 —



Se considera que los resortes tienen una masa despreciable. Por lo tanto, las tnicas
masas son my y ms. Ocupamos la ley de Newton para estas dos masas. Para la masa
mz, hay dos fuerzas

- k1$15z

+ kQ (l’g — LCl) (%
y las fuerzas sobre la masa msy son

- k3x2€x

— ko ($2 - $1) gzv

Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de las dos particulas obtenemos:

d*x

my dt21 = —k’lxl + /{72 (LCQ — 131)
d*x

TTLQWQ2 = —k'gflfg — kg (l’g — l’1>

Hemos obtenido dos ecuaciones diferenciales acopladas. Para el estudio, consideramos
un caso particular, cuando my =me =my ky = ks =k

d’z
dt21 = —kx1 + ko (29 — 1)
d’z
dt22 = —kl'g — ]{32 (IQ — Il)

Sumando y restando las dos ecuaciones, tenemos

d2
mes (21 + 22) = —k (21 + 22)

d2
mos (1 — x2) = — (222 + k) (21 — x2)

Son dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, desacopladas. Definimos
| k [k + 2k,
Wy = R Wy =
m m

Ty + 29 = Acos (wit + ¢1)
T, — T9 = Bcos (wat + ¢2)

La solucién es

— 13 —



es decir
A B
T = 3 cos (wit + ¢1) + 3 cos (wat + ¢o)
A B
T3 = 5 cos (wit + ¢1) — 5 s (wat + &)

(A, B, ¢1, ¢2) son constantes de integracion y representan las condiciones iniciales. Por
ejemplo, imaginamos que inicialmente se desplazan las masas de 1;50) y xgo) y las veloci-

dades iniciales son nulas, obtenemos

(0) (0) 0) x(O)

Ty

z1(t) = i ;—% cos (wit) + cos (wat)
xo(t) = 7 —;—xéo) cos (wit) — M cos (wat)
Si x§°) = xéo), obtenemos
x1(t) = xgo) cos (w1 t)
xo(t) = x§°) cos (wqt)

lo que implica z1(t) = x2(t) es decir que se mueven en fase. El resorte central no sufre
ninguna deformaciéon y por lo tanto, no ejerce ninguna fuerza sobre las particulas, se
mueven como si no estuvieran acoplados

Se llama un modo normal (movimiento asociado a una sola frecuencia, en este caso
wl).
Hay un segundo modo normal, asociado a la segunda frecuencia. Se encuentro por

atgo) = —:vgo), lo que implica
xr = —a:go) cos (wat)
Ty = xg)) cos (wat)
es decir z1(t) = —x3(t), lo que corresponde a un movimiento en oposicion de fase

- 14 —



Estos dos modos normales son los modos fundamentales del sistema. Cualquier

otro movimiento es una combinacién de estos modos. Por ejemplo

(0) (0) (0) (0
r1(t) = % cos (wit) + o 5 %2 o (wat)

modo normal 1 modo normal 2

. 0
Otro caso interesante que podemos ver es cuando 2V =0

(0)
T = % [cos (wit) + cos (wat)]

5 [cos (wit) — cos (wat)]

To =

Es una cierta combinacion lineal de los dos modos normales. Usando las relaciones de

los coseno/seno, obtenemos

2 2
2> = —2¥ sin (%t) ¢in (%t)

: 0
consideramos :cg) = Lo

Por la ilustracion,
llw=1ywy =2

Observamos una diferencia de fase entre los
dos movimientos y por lo tanto un intercambio de
energia. De hecho, si la energia total es constante,

podemos identificar una energia de intercambio 14

0 2 4 6
1 . 1 . 1 1 1 2
E = me% + §mx§ + 51{1‘% + 5]%% + §k (x9 — 1)
1 2
=qm <x§0)> (wi +w3) =
Podemos escribir
1 1 1
5]43 (ZL’Q — Il)z = 51{711’% + 51{?2%'% - kg.fll’g
SN—— S—— .
energia de

energia potencial
asociada al
oscilador uno

- 15
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energia total

E/m

1.0}

energia asociada
al oscilador 1
0.0

Una segunda manera para estudiar estos problemas es de usar matrices. Tenemos
las ecuaciones siguientes

my'c'l = —]ﬂl’l + kz(l‘g — 1'1)

m.’.ll’g = —kxg — kg(fl?g — Z‘l>

Para simplificar aiin més, consideramos ky = ko = k3 = k
{ mi; = —2kx, + kxoy

mi“g = kl’l — 2]€LE2

m 0

Podemos definir un vector X = (I1>, una matriz M = ( 0
m

T2
2k —k
k= <—k: 2k:)

Buscamos soluciones de la forma X (t) = A

2 _ 2 o _
—’MA=-KA = (@*M-K)_A =0

matriz

) y uma matriz

MX = KX

e con A un vector constante. Obtenemos

vector

Hay una solucion trivial A = 0 es decir () = z5(t) = 0. Una soluciéon mas interesante
es cuando

det (°M — K) =0

— 16 —



es decir

mQ? — 2k k

2 — —
det(QM K) det( i mO? —

)—(2k—m§22)2—k2—0

k/m ++/k/m +w;
2k —mO? = + 0% = 0= =
& 2k —m ke {3k;/m < {i 3k/m {i@

con (wy,ws) los modos normales. Los vectores propios corresponden al vector A. Es
facil verificar que el vector propio asociado a w; es

()

con « una constante. Mientras que para el segundo valor propio, ws, tenemos

1=(4)

con 3 otra constante. La soluciéon final es una combinacion lineal de estas soluciones

1 ) 1 ) 1 ) 1 )
X(t)=m (1)ewlt+a2 (1)e‘mt+ﬂl (_1)ew2t+62 (_1)6_“"2t

lo que podemos escribir

Pero como X (t) = (x

x1(t) = acos (wit + ¢1) + B cos (wat + ¢2)
acos (wit + ¢1) — [ cos (wat + o)

Si queremos resolver el problema genérico, podemos calcular el determinante

]{31 + k‘g - mlﬂQ —k‘g
det =
¢ ( —kfg k?g + ]{?3 — mgQQ 0

es decir que los dos modos normales del sistema son

_my (k2+k3)+m2(k1+k2)j:\/z
N 2m1m2

2
Q:i:
con

A = [my (ko + k3) + mo (k1 + k‘z)}2 — dmymg (k1ks + kiks + koks)

— 17 —



2. Formalismo lagrangiano

2.1 El formalismo

A menudo se prefiere la mecanica lagrangiana a la newtoniana por:

- Generalizacion a distintos sistemas de coordenadas: El formalismo lagrangiano
proporciona un marco mas elegante y general que puede aplicarse a una amplia
gama de sistemas de coordenadas, incluidas las coordenadas generalizadas, que
a menudo son mas naturales para describir ciertos sistemas (por ejemplo, las
coordenadas polares para el movimiento de rotacion). Esto hace que la mecéanica
lagrangiana sea especialmente ttil en &mbitos como la mecénica celeste, donde a
menudo se emplean sistemas de coordenadas no cartesianos.

- Simetria y leyes de conservacion: La formulaciéon lagrangiana de la mecéanica
esta intimamente ligada al principio de minima accién, que a menudo conduce a
simetrias en los sistemas fisicos. Estas simetrias, a su vez, corresponden a leyes
de conservacion a través del teorema de Noether. Esto facilita la identificacion y
explotacion de simetrias y principios de conservacion en sistemas complejos.

- Tratamiento de restricciones: El formalismo lagrangiano es muy adecuado para
tratar sistemas sujetos a restricciones o ligaduras. Las restricciones pueden in-
corporarse al lagrangiano mediante multiplicadores de Lagrange, lo que permite
derivar ecuaciones de movimiento que satisfacen autométicamente dichas restric-
ciones.

- Util para la mecanica cuantica: El formalismo lagrangiano es altamente compat-
ible con los principios de la mecénica cuantica y la teoria cuantica de campos, lo
que lo convierte en el formalismo preferido de la fisica tedrica para describir las
interacciones de las particulas y los campos cuanticos.

- Elegancia y simplicidad: Desde un punto de vista puramente estético, muchos
consideran que el formalismo lagrangiano es mas elegante y conciso desde el punto
de vista matematico que la mecénica newtoniana, sobre todo cuando se trata de
sistemas complejos o espacios de mayor dimension.

Para una fuerza conservativa, hemos visto que la fuerza puede ser expresada a
partir de un potencial

ov

Fi=——
oxt
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lo que nos permite escribir la ley de Newton de la forma siguiente
.oV
pi = i

con p; el momento de la particula. Queremos definir una funcién a partir de la cual

obtener esta ley. Por eso, definimos las coordenadas generalizadas ¢; = {q1, 2, -, qn}
que representan el estado de un sistema, por ejemplo (z,y, 2), (r,0,¢) ...y sus veloci-

dades generalizadas ¢; = %.

L=L(qg,d,t)=T(Gt) =V (gt

A partir de lo cual se define el lagrangiano

con T' la energia cinética y V' la energia potencial. La ecuacion de Euler-Lagrange es

L L
1(8,,) _ oL (2.1)
dt \0g’ aq"
Por ejemplo, en el caso de una particula de masa m sometida a un potencial V'(q),
tenemos
1
L= 577%?2 —V(g)
lo que implica
oL oL
—_— = Yy _— = —V/
usando la ecuacion (2.1) obtenemos
mq=—-V'(q)

es decir la ecuacion de Newton.
Podemos definir la accién para N particulas, como la integral del lagrangiano

to

t1

El principio de minima accion (no se busca realmente el minimo, pero solamente un
extremo) nos dice que de todas las trayectorias entre ¢; (t1) y ¢; (t2) el sistema escoge
aquella que extremiza la accion S.

Consideramos el caso de N = 1, es decir S = j;tlz L(q,q,t)dt. Sitenemos un camino
q(t), podemos modificarlo un poco ¢(t) + dq(t) para ver si el camino era un extremo,
es decir que buscamos 05 = 0 donde "¢" es una pequena variaciéon de la accion

to

to
55 = / Liq+ 54, + 64, £)dt — / L(q. 4. t)dt = 0

t1 t1
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) X 6(1(0 q (tZ)
(6q(z,) = 0)

con la condicion de que dq(t;) =
dq (t2) = 0 es decir que iniciamos y termi-
namos siempre en los mismos puntos. Son q()

trayectorias con el mismo estado inicial y — (64(t)=0)
final.

t2 OL OL t2
55:/ [L L4, 1) + —6 +—,(5]dt—/ L(q,q,t)dt
5 (¢,4,1) 9709 g% 5 (¢,4,1)

2 /OL oL )
~ —=08q + —0bq | dt
/t1 (361 1 dq 1

Pero como dq = %(5(], se puede hacer una integraciéon por partes

2 TOL d (0L d (0L

2 TOL d [(OL\] oL  |™
~ dg | =— — — [ =) | dt + -5
/tl 1 | Oq dt (0Q)_ dq qtl

——
t2 [OL d [OL\]

~ [ sg|l=—- (=) at

/tl 11 9q dt(a(;)_

Gda(t)— Gk 84 (t1)=0
El principio de minima-accién pide que 05 sea nulo para cualquier variacion dq, lo que

implica la ecuacion de Euler-Lagrange.

2.2 Resorte

Como primer ejemplo, consideramos un resorte de constante
k y una masa m. Llamamos la posicion de la masa x, de

. . N . . k m
lo cual definimos la energia cinética por %me y su energia

potencial %ka, lo que nos permite definir el lagrangiano
1 1

L= §m:t2 — —ka?

lo que implica

dr Er dt
y la ecuacion de Euler-Lagrange (2.1) nos da

mi=—kr = i+wir=0 con wy=+k/m

oL oL . d (8L) .
= —kx, =mr = —|=]=mz

con solucién

x(t) = Acos (wot + @)

— 20 —



2.3 Cambio de coordenadas

La ecuacion de Euler-Lagrange es la misma en cualquier sistema de coordenadas. Si
de las coordenadas {¢;} pasamos a coordenadas {Q;} tal que Q; = Q; (q1,-..,qn,1),
obtenemos

an +ZOQ2 .

Para que sea un buen nuevo sistema de coordenadas, la relacion entre {g;, @;} debe ser
invertible es decir que debemos tener ¢; = ¢; (Q1, ..., Qn,1), es decir

G = Jy 4 a Jq
ot o 0Q);

Qj
Por lo tanto, como L (g;, §;,t), obtenemos

Z OL 9g;  ~OL 04  OL ot
a% an a% an at 8@@
~—~

=0

(96»?2

el dltimo termino es nulo porque ¢t no depende de las coordenadas. Ademés podemos
modificar el segundo termino usando

o4 oq\ D*q; -
acgf%(agi) 8Q at ZaQ,an

y
L L
L _ 8—% 1040
8@2 j=1 an
Pero como,
Jq; dq; dq;  Og
i + =
ot ; 0Q; @i 9Q; 0Q,
tenemos
OL 5~ 0L Oy
0Qi 4= 94; 0Q
es decir

/\
Q‘J
gO
\_/
EMZ

9 OL [ Pq - Py,
+o— | =55t
[ (8%) 0Q; ' 94 ((%8@ ; 90,00, % }

J
TV
d [ 994
dt \ 9Q;
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lo que nos permite encontrar
oL dL dy; AN
i (3) Lo 5 | Ty sae
N N
0 oL [ 0%q; Pq; -
2@ (6 )8qj+ ara +2; 5
j=1 QJ Qz t Qz k=1 Qkan
-5 ()%
j=1 a% aQJ 8@1
Lo que nos permite concluir que si

ooy, oL g0l
dq; dq; 0Q; 8@;

Las ecuaciones de Euler-Lagrange guardan la misma forma en todos los sistemas de

referencia, no solamente inerciales.

2.4 Sistema de referencia en rotacion

Queremos estudiar una particula libre en un sistema de referencia en rotacion. En las
coordenadas cartesianas

L:%m(j:2+y2—|—é2)

Consideramos un sistema de coordenadas (2',%/,2’) en rotacion a velocidad angular
constante alrededor del eje z, es decir

x' = x cos(wt) + ysin(wt)
Yy = —xsin(wt) 4 y cos(wt)
2=z
o al revés
x = 2’ cos(wt) — ¢ sin(wt)
y = 2’ sin(wt) + 3’ cos(wt)
z=2
lo que implica
i 4 % + 22 = [ cos(wt) — ¢ sin(wt) — wa' sin(wt) — wy' cos(wt)]’
+ [x" sin(wt) + ¢ cos(wt) + wa' cos(wt) — wy' sin(wt)]* + 22
2.2 2 72

=i+ 9% + WP+ WPy = 2wily + 2wy + P

= (' —wy)’ + (¢ + wa') + 22
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En conclusion en este sistema de coordenadas, el lagrangiano se escribe

1
L= 3 [(x’ —wy)? + (f +wa')? + 22

Pero como las ecuaciones de Lagrange no cambian de forma, tenemos

oL _ 4 (G_L) = mw (§ +wz') = mi (2" — wy)
ox'  dt \ 01’ dt
= i — 2wy —w?r' =0
2_5/ = % (2_5/) = —mw (7' —wy') = m% (¢ + wz)
= i +2wi’ —w?y =0
oL d (0L d
gza(@)imaz: = 2 =0

Lo que corresponde a las ecuaciones de Newton con fuerzas ficticias. Es decir que
podemos reescribir nuestras ecuaciones de la forma siguiente

PG X (@ X 420 x i =0, con i = |y

z

El segunda término esta relacionado a la fuerza de Coriolis mientras que el tercero
a la fuerza centrifuga. Esta ecuacion podia ser obtenida directamente a partir del
lagrangiano. De hecho podemos ver que

1

1 /. 2
L= 3" [(x' —wy)? + (7 +wr) + 73’2] =gm <F’ + @ x F’)

Por un lado, tenemos

aL v — —/
- = milr +wxr
or’
y nos falta calcular % 0 en componente %
P

b
I

. 2 1
m (7 +@x7) = imzi:@; +@x7),) (71 + @ x 7),)

m(i‘; + (& x f”)i) (7’; + (&I x F’)Z> ., notacién de Einstein

N — DN = N =

m (7] + egpw;ry) (7 + €amwiry,)
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En la notacion de Einstein, se suma sobre los indices repetidos

E a;b;c; = a;bic;, el indice j no es sumado

1

Obtenemos
a ./ / pv] — —/ —
= MEijpw; (7 + Citmwiry,) = m (T + & X 77 ) X I
(97’p p
es decir
aL hv) — — —/ —
57 = M7 X W+ (W x 7)) xd
Tp

— —m(o_j X G % (& X F’))
Lo que nos da
il [m (?’+wxf”)] —m [—&x?’—&x (wxf’)]
y finalmente
m[?’+2<ﬁx?’+&x (LUXF’)] =0
2.5 Unicidad del lagrangiano

El lagrangiano no es tinico, de hecho podemos siempre agregar la derivada total con
respecto al tiempo de una funcién sin cambiar las ecuaciones de movimiento

d
L'=L+— t

con f una funcién cualquiera.

' & / 2 df (a,t)

S = L'dt =S+ pn dt =S+ f(q(ta),t2) — f(q(t1),t1) = S + constante
t1 t1

lo que implica trivialmente que 5" = 6S. Lo podemos demostrar también al nivel de

las ecuaciones

oL" _d (OL"\ 0L d (0L 0 (d., SEECA
dg dt\oq) aq dat\dq)  oq\dt dt\og Lot " 9q")
6f‘/,aq

N J/
N
=0

De forma similar L' = oL con « constante, permite obtener las mismas ecuaciones.

— 24 —



2.6 Multiplicadores de Lagrange

En algunas situaciones, existen ecuaciones de ligadura, por ejemplo en el caso de un

ste

movimiento circular, (z,y) no son libre, tenemos la restriccion 2? + y? = *° o de

s en este caso. Las equaciones de

forma génerica f(x,y) =0 con f(z,y) = 2> +1y*> —c
ligadura de tipo f(g;,t) = 0 se llaman ligadura holonoénica aunque las ecuaciones de
tipo f (¢, di,t) = 0 o ecuaciones de tipo f (g;,t) = 0 se llaman no holonémicas.

Vamos a estudiar solamente el caso de ligaduras holonomicas. Si tenemos un sis-
tema con N variables {¢;} ¢=1...N y P ligaduras f; (¢;,t) =0con j=1...P, se
dice que el sistema tiene N — P grados de libertad.

En el caso presentado en el dibujo, tenemos dos variables (z, y)
y una ligadura 22 +y*—¢? = 0 es decir que hay un grado de libertad.

En el caso de las ligaduras holonomicas, se puede satisfacer
la restricciéon con un cambio de variable. Por ejemplo, en el caso
previo, podemos considerar y = —fcosf, x = £sinf (con 6 el
tnico grado de libertad). El lagrangiano es L =T — V', con

1 ) ) 1 :
T = g™m (:v2 + y2) = §m€202

V =mgy = —mgl cos 0
es decir
1 .
L= §m€292 + mgl cos 6

lo que nos da

oL . oL o
20 = —mglsin@ , 5% = ml°0

y finalmente
0 + % sinf =0

En este caso, fue facil imaginar nuevas variables (#) que cumple con esta ligadura. Pero
imaginamos que la ecuaciéon de ligadura es complicada y no podemos hacer un cambio
de variable simple que nos resuelve la ecuacion f(x,y) = 0. Por ejemplo si tenemos
2%+ 23 /y + 2y® — 2 = 0. En estos casos, existe una metodologia (que no existe en el
formalismo de Newton).

Se introducen multiplicadores de Lagrange {\;}. Si tenemos p ligaduras, f; (¢, 1),
se introducen p multiplicadores de Lagrange y se define un nuevo lagrangiano

p
L/ =L <Q17Ql7t> + Z)\jfj (q“t)
j=1
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Los {\;} se consideran como nuevas variables, es decir
L'= L' (i, ¢, Nis t)

Por lo tanto, podemos hacer la variacion con respecto a {¢;} y {\;}. La variacion con
respecto a A;, nos da
or’ oL

hemos por lo tanto recuperado la ecuacion de ligadura, mientras que la variaciéon con

respecto a {g;} es

/ / p )
ap 2347 ) ZAjaf”
04 04 0g; 0q; 0g;

j=1
lo que nos da la nueva ecuacion

oL d [OL "L 0f;
dq; dt (aqz') +Z>\ja%‘ =0

j=1

Como ejemplo, podemos estudiar de nuevo el péndulo simple, tenemos
1
L' = 5m(:)§2~|—92) —mgy + A (* +y* — (?)

de lo cual obtenemos

4yt - =0
ma — 22z =0

my +mg — 2 \y =0
Queremos eliminar A, por eso combinamos (2.3).z + (2.4).y

m(zd + yij + gy)

A= 202

Pero tomando dos derivadas de la ecuacion de ligadura, tenemos

m(gy — @* — 9%
e

Y+t P =0 = A=
y finalmente

{i—g%(gy—i’z—y?)zo
j+g—%gy—i>—79*) =0
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es decir las mismas ecuaciones pero en coordenadas cartesianas. De hecho si consider-

amos xr = £sinf y y = —{ cos 6, tendriamos
. . /sin 0 .
06 cos 0 — 002 sin 0 — S;l (—g£ cos 0 — 5202> —0

0 + I ing =0
l
A partir de las ecuaciones (2.3,2.4) podemos identificar una fuerza de tipo
2 \wel + 2/\y@ = 2)\re,

lo que corresponde a la fuerza de tension del hilo quién es el origen de la ligadura.
Para terminar esta seccion, consideramos el caso de un lagrangiano que no depende

de una coordenada, por ejemplo ¢2, L = L (q1,q3,---9n,G1,G2,---,qn,t). En este caso

g2 se llama una variable ciclica. La ecuaciéon de movimiento por esta variable es simple

8qQ n dt 8(]2 n

lo que implica una integral de movimiento

oL
—— = Cste
2P

2.7 Teorema de Noether

En varias situaciones, tenemos cantidades conservadas, por ejem-
b )

plo para un resorte por lo cual la ecuaciéon de movimiento es

T+ %x = 0, la energia es conservada £ = lmi? + %ka. De

2
hecho
dFE

— =mal + krxt = —kzxz + kxt =0

dt

Esta cantidad conservada (F) es relacionada a una simetria del lagrangiano, L =
tmi® — Ska®. El lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, es decir que
L(t+ d6t) = L(t) es una simetria.

Es el punto central de este teorema. Por lo tanto, si se observa en la naturaleza
una cantidad conservada (energia, carga, momento, ...) sabemos que el lagrangiano
debe ser construido con esta simetria.

Consideramos una familia de aplicaciones

¢(t) — Qi(a,t) a€R, con Q;(0,t) = qlt)
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tal que sea una simetria continua del lagrangiano, es decir que

) .

8_ozL <Qi<a7 t)? Qi(a7 t)a t) =0
el lagrangiano no cambia cuando o cambia. En este caso el teorema de Noether implica
que

0L 0Q);
Z - es constante
- d¢; O »

De hecho

oL 3 0L 0Q: _ OL 9Q;
da 0Q; do  9Q,; O«
oL

pero como Z* = 0, tenemos - ‘a:O = 0, lo que implica

%

oL oL o, oL o B dL 90, dL 90,
"=l _Zi: 9Q: 9a 90, aa] By _zi: dq, O L(f 9, O J
5 d (0L 0Q.| , 0LOQ:
a . dt 8% Oa a=0 8q2 Ox 0
y d (9L OQ,
B ; dt aqz Oa a=0
es decir

— Cste
a=0

Podemos generalizar un poco el teorema, no necesitamos que

QL <Qi(aat)> Qi(()‘?t)vt) =0

oo
pero solamente que
0 . dG
“rlo. . _
aa (Ql(a7 t)?QZ(a7 t)7t) dt

ya que una derivada total no cambia el problema lo que implica

dG —d (L 0Q
E N ; dt (8(]@ Oa a:O)

-G

es decir que

|« 9L AQ,

a=0

es constante. () se llama la carga de Noether.

— 928 —



2.7.1 homogeneidad del espacio

Consideramos el caso de un espacio homogéneo, y un sistema de N particulas interac-
tuando, descrito por el lagrangiano

1 )
o —2 — —
L=3 > “ma? =V (|7 — 7))
i
Este lagrangiano es claramente invariante bajo traslaciones
s — T3 +an, con 7 un vector

es decir que tenemos ); = 7; + an. Podemos facilmente verificar que

L <T’i, Ti, t) =1L (7”1' +an, r;, t)
es decir que la carga de Noether es

dL 84, L L
Q:Za_ﬁ.aa O:zi:mri-nzzi:pi-n

) a=

es decir que el momento total en la direccion 77 es conservado, pero como 72 es cualquier
direccion, el momento total es conservado. En conclusion, la homogeneidad del espacio
implica la invarianza por traslaciéon de L es decir la conservaciéon del momento lineal
total.

2.7.2 Isotropia del espacio

La isotropia del espacio, significa que tenemos invarianza por rotacion del lagrangiano.

9Qi
Oa

angulo pequeno (« as el angulo)
Cuando hacemos una rotacion alrededor de un eje 77 de dngulo infinitesimal «, el
vector cambia 7; — 7; + an X 7;. Por ejemplo, para una rotaciéon de angulo « y eje

Como la carga se calcala con w—o Podemos considerar solamente una rotacion de

n = €,, tenemos

T ' cosa —sina 0 T
yl+— v | =1 sina cosa 0 Y
z z 0 0 1 z

es decir

x' =xcosa —ysina
Yy = xsina + ycosa

2=z

— 929 —



o para a < 1

x’zx—ayzx—l—a(@XF)
vV =y+or= y—l—oz(ezxf’)
=z =z4ale x7),

Por lo tanto, para un lagrangiano que tiene esta simetria, tenemos

Qi=ri+anixr, = Q= Za_n (71 X T;) es constante
pero como p; = aq , obtenemos
Q=) pi-(ix)=> d-(Fixp)=i-L
i i

con L el momento angular. Como 7 es cualquier, tenemos conservacion del momento
angular total. En conclusion, la isotropia del espacio implica la invarianza por rotacion
de L y por lo tanto la conservacion del momento angular total.

2.7.3 Homogeneidad en el tiempo

Para terminar, consideramos la homogeneidad en el tiempo, es decir que consideramos
que t — t+ «a no cambia nuestro lagrangiano. Para pequenas traslaciones en el tiempo,
obtenemos

qi(t) — q;(t + ) ~ q;(t) + ag; = Qi(a,t)
y qi(t) = Gi(t + a) =~ qi(t) + ag;

lo que implica que nuestro lagrangiano cambia de la forma siguiente

L(qi,Gi,t) — L (¢ + adi, ¢; + adi, t + )

g T Yige Tt
s L (gt )+ozqaL d( 8L)_ d(aL)+a3_L
Y g “at \"o Wt \o ot
— Llawdot) +adG — g (5 )+ g (g0 ) +a%
T ’ ?q'z dt 8ql g dt Z@qz ot
=0
. dL
r—>L(qz,ql,t)—l—ozE
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es decir

oL  dL
O dt

Lo que implica que la carga conservada es

dL HQ,
- L

a=0
lo que corresponde a la energia. Por ejemplo, si L = 3mu? — Lka?, tenemos

oL ,

= —— . 9—L=mv
ov

1 1
Q —mv? + §k:x2

1 5 1
——mvU" + —kx® =

2 2 2
A El teorema de Noether no aplica a simetrias discretas como por ejemplo la simetria
de reflexiéon 7; — —7;

2.8 Problema de dos cuerpos

Queremos estudiar un problema de dos cuerpos con un potencial de interaccién pro-
porcional a la distancia entre estos cuerpos. Sobre cada una de estas particulas actian
las fuerzas exteriores al sistema y las fuerzas de interacciéon mutua entre las particulas
del sistema.

—

dpy - - F,
— =N+ F —
gt 1 12 Fy,
— =+ Fy=F-F —
o 2+ I 2 12 Fu -
d _ _ dp 2
—\p1+pe) =Fi+F=—
dx“+m> T
donde p" es el momento lineal total del sistema y ﬁl + F; = ﬁext es la resultante

de las fuerzas exteriores. El movimiento del sistema de particulas viene determinado
solamente por las fuerzas exteriores. Nosotros, estudiaremos un sistema aislado es decir
cuando Fi =00 % =0.

Sea 77" = 75—77 el vector entre las dos particulas, es una coor- A
. . , « e, ml

denada conveniente para nuestro estudio ademéas de la posicion ®

del centro de masa 7
S miTy 4 Mmars I "
rcM=—"—" . 2

my -+ me
F — FQ - Fl ?2

v
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en términos de las cuales las coordenadas originales se escriben

S S ma S
rn=rem— ——7T
mq + Mo
- - my .
ro=TcM + —————
m1+m2

lo que implica

dﬁ N 5 — ~
% = M7 + Mary = (m1+m2) CM :Fext =0

. —

En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se moverd a velocidad constante,
por esa razon es un sistema de coordenadas interesante.
El lagrangiano del sistema se define por

1 1 - S o
L:§m17’12+§m27“22—U(|7’2—r1|)
1 . mo 2 1 - mq hE
= — r - 7 — r - 7l =U
le rom mi + ma T} - ng [TCM - my + mQT (r)
1 o 1 mimse -,
= 5 (ml + m2> 7’(2;1\/[ + §m7‘2 — U(T’)

Observamos que la energia cinética (71") es la suma de la energia cinética del movimiento
del centro de masa mas la energia cinética del movimiento en torno al centro de masa

(1),

= %mi%:—m;Q = %mlﬁ/z * %me’Q con 77y = _mlﬂfmgf’ 2 = mlrjbrlmgf
Definiendo la masa total del sistema, M = m; + my y la masa reducida p = P (o
% = - + --) obtenemos

L= %M%M + %mﬁ ~U(r)

Los seis grados de libertad (tres para 7} y tres para 1) se describen mediante las
componentes de los vectores 7y Tcy. Pero las componentes de 7oy son coordenadas
ciclicas

d OL S .
7 OFont =0 = Mrgy = constante

El centro de masa se movera con velocidad constante (no hay fuerzas externas) y es

entonces posible describir el movimiento con respecto a un sistema inercial en el cual el
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centro de masa es el centro, es decir 7oy = 0. En consecuencia de lo cual, el lagrangiano
se reduce a 1
L= 5 pr? —U(r)

es decir que hemos reducido el problema de dos cuerpos a un problema de un cuerpo
equivalente de masa y en el campo central U(r). Una vez que se ha obtenido 7, podemos
obtener los movimientos individuales con (rcy = 0)

N ma N
n=———7, Tp= ———
mi + Mo mi + Mo

my

—

Tenemos con este lagrangiano, varias simetrias y por lo tanto cantidades conservadas.
Como la energia potencial s6lo depende de la distancia de la particula al centro de
fuerzas, y no de la orientacion, este sistema posee simetria esférica, lo que implica que
el momento angular del sistema es conservado

L =7 x p= constante

Eso implica que el vector que una las dos particulas, 7, permanece siempre en un plano
normal a L. Es decir que nuestro problema es planar y por lo tanto se reduce a dos
dimensiones (espacio ortogonal a L). Podemos usar las coordenadas polares, 77 = ré,

= e, + ré,
= &, + 162
72 =% 4 r26?

El lagrangiano es

1 .
L=sp (f2 + r292> —U(r) (2.5)
Veamos que # es una coordenada ciclica py = % = constante = m‘zé, es el momento

angular del sistema. Podemos escribir ur26 = ¢, con ¢ la norma del vector momento
angular. De forma trivial, %TQQ es conservado. Es la velocidad areolar area barrida por
el vector de posicion por unidad de tiempo.

El 4rea barrida en un tiempo dt es A vd0
1 1,
dA = —r(rdf) = =r<df
2 2 7 £do
o D)
lo que implica

dA 1 ,.
— = —r?0 = constante
dt 2

v

Es conocido como la segunda ley de Kepler (1609)
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"El radio vector que une un planeta y el Sol barre areas iguales en tiempos iguales"

Nosotros, hemos encontrado que esta ley existe para cualquier potencial U(r) y no
solamente para el potencial de interaccion entre un planeta y el Sol (U oc 1/7).
La variacion del lagrangiano (2.5) con respecto a las dos coordenadas (7, 0) nos da

4oL _ oL
dt or  Or
4oL _ oL
dt 96 00

es decir

it = pr? — U'(r)

w0 = ¢
lo que podemos reducir a una sola ecuacion
62
f=——U(r
W= (r)

Veamos que el problema de dos cuerpos, puede ser reducido de forma genérica a un prob-
lema en una sola dimensiéon. Podemos interpretar esta ecuaciéon como el movimiento
de una particula de masa p en el potencial efectivo

62

Uef<7”) = U(?“) + 2/”“2

piit = —Ug(r)
2.8.1 Problema de Kepler

Queremos estudiar el problema anterior en el caso de una fuerza de gravitacional entre
un planeta y el Sol, en este caso

k
Ur)=—-
(1) ==
con k una constante que depende de la masa del Sol y del planeta, k = GMm
L2 k

Para muchos problemas de este tipo es mas interesante estudiar r(6) en vez de r(r).
Haciendo este cambio de variable, obtenemos

dr_drdg ., .
% = @% = 97” (9) = /LT’QT (9)
& 2 (r”(@) B r’(6)2>
dt2  p2r2 r(6)? r(6)3
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lo que transforma la ec.(2.6)

r"(0) 27"(9)2 1 kp

r(6)? r@)3  r (2

el problema es atin més interesante si usamos la variable u = 1/r

k
u"(0) + u(6) — €—§‘ ~0

cuya solucion es

k k
u(f) = g—l; + Acos(d — 6y) = g—’l; (1 + ecos(f — 90)>
con e = Al%/pk una constante, lo que implica

_ Ok

14 ecos(f — )

La constante 6, corresponde solamente al angulo desde cuando empezamos a medir

r(6)

nuestro dngulo #, por lo tanto lo podemos fijar a 6y = 0. También podemos ver que si
tomamos 0y = m, es similar al reemplazo e — —e. Por lo tanto, podemos considerar
e > 0. Aparecen 4 casos

ZQ

- e =0, en este caso la trayectoria es circular r(0) =

0 < e < 1, la trayectoria es un elipse, en este caso e se llama la excentricidad.

- e =1, la trayectoria no es acotada, tenemos una parébola.

- e > 1, la trayectoria es una hipérbola.

En el caso de un elipse, sabemos que 6 =1 /ur?, es decir

. 2
0 = kg—gu(l + e cos 6)?

2 2 2
[
o (l+ecos@)? 3 3

con T el periodo de nuestro movimiento. Como

lo que implica que

/2“ db 27
o (I+ecosf)? (1—e2)3/?
obtenemos
B 03 2m
k2 (1 — e2)3/2
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pero sabemos que el semieje mayor, a, es obtenido con
la relacion 2a = r(0 = 0) + r(0 = 7), es decir

a_€2/k:,u .
12

lo que nos permite concluir que

T = 27r\/%a3/2 & T? = 47T2H6L3

k
es decir la tercera ley de Kepler (1618)

Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente
proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su 6rbita eliptica.

r

2.9 Sistema de referencia no inercial

Consideramos dos sistemas de referencia, (1) un sistema iner-

> @

1 ¢

M)

cial y (M) un sistema en rotacion alrededor de un eje comun

entre (1) y (M), en este caso el eje 2. o/ ¢
Se define la velocidad angular & = ¢€,. Este vector mide

el cambio del angulo ¢(¢) con una direcciéon definida por la

regla de la mano derecha. 1

Un vector 7, fijo en (M), se desplaza en (I) por la
rotacion. Para un desplazamiento infinitesimal d¢, el vector
se transforma en 7+ dr con dr = rsin fd¢ y una direcciéon
indicada en el grafico. dr es ortogonal al plano (&, 7)

dr =do x 7, con dop = doé,
O/ ¢
De hecho,

d& X 7= dpe, X <7“ cos fe, + rsin 6 cos e, + rsin f sin ¢€y>
= 1 sin fd¢(cos p€, — sin ¢é;,)

~
ortogonal a & y 7

De esta relacion, concluimos que
d/’? — — — =
o =W XT, con W= e,
t fijo
De manera mas genérica, consideramos el caso con

W= cule} + w2§y + W3€z
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Estudiamos primero el efecto de la rotacion &; sobre los
vectores unitarios. Obviamente, en este caso, €, no cambia.
El vector €, cambia de dé, lo que corresponde a una rotaciéon
de angulo dby, (& = éle}).

ey + de, =cos (dbh) €, + sin (dbh ) €, ~ €, + db: €,
= de, = db;é,

N W3

v <

o}

€, + de, = — sin (dbh) €, + cos (db,) €, ~ —db,€, + €,

= dé, = —db;é,

De manera similar, considerando una rotacion por @y = 6h€,. El vector

mientras que el vector €, se transforma en
€y + dé, = —sin (dby) €, + cos (dbs) €,
= de, = —dbye,
€, + dé, = cos (dbfs) €, + sin (dbs) €,
= de, = dbfse,
Finalmente considerando la rotacién con respecto a s, tenemos
de; = dbse,
de, = —dbse,

Considerando el efecto infinitesimal, de las tres rotaciones, tenemos

dé; = d@gé’y — d@gé’z étr = W3gy — wgé;
dgy = db,e, — d@ggx = é'y = W1€, — W3€Cy
de, = dbye, — db e, €, = Wy — W1Ey
es decir
de;

=W xé, con i={xy,z}

dt

€, no cambia

=)

Consideramos ahora un vector ¥ = ze, + ye, + z€,, en un sistema de referencia no
inercial, es decir que (€, €, €, ) son los vectores unitarios de este sistema de referencia.

Queremos conocer su variacion en el sistema de referencia fijo (inercial)

J/

dr dx n dy _, . dz n de, n de, n de,

— = —e€;+ —¢€ —€; T—— — +z

dt ) g dt dt ¥ dt Codt dt dt
WXT

velocidad en el sistema
de referencia en rotacién

= (dr
— \ dt ..
rotacion
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es decir

dr dr
— =|— J X T 2.
( dt > fijo (dt ) rotacion e ( 7>

Aunque hemos obtenido esta relacién para el vector posicion 7, es valida para cualquier

vector ()
agy\  [(dQ L~
fijo rotaciéon

En particular, si consideramos () = &, tenemos

A3\ (d@
dt fijo B dt rotacion

Es decir que la aceleracién angular & es la misma en ambos sistemas de referencia.

Ahora consideramos dos sistemas de referencias sin cen-
tro O en comun, con (R') = (O'z'y’2') un sistema de ref-
erencia inercial aunque (R) = (Ozyz) no es inercial. De
7p = R(t) + 7, obtenemos

(),-(4), -

dt ) N\t )\t ),
dr _ (4" +d X7 x
dt fijo a dt rotacion

lo que implica
<df’p> (dé) . (dF) G
—0 =\ - — WXT
dt fijo dt fijo dt rotacion

pero

Definimos
- Up = (%)ﬁjo, la velocidad de P en (R')
- U= (%)rotacién, la velocidad de P en (R)

- V(1)

(%?)ﬁjo, la velocidad de O en (R)
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es decir
Con esta relacion podemos ahora armar el lagrangiano. En el sistema inercial (R'),

tenemos L = %mﬂ’}% — U para una particula con masa m, velocidad Up y bajo un
potencial U. Sabemos que Up = V(t) + T+ & X ¥ con ¥+ & X ¥ = (%)ﬁjo, es decir

2=V + 02+ (@ x P2+ 2V () - (T+ @ x 7) +20 - (& x 7)

™
E<d7:)ﬁjo
lo que nos permite obtener
1 5 1 1 - dr
L= 5 V(t)? —|—§m172 + ém(oi x 7)? + mV(t)- (—T) +mv- (G x7)=U
—— o t fijo
_dF(t) L
=" dt . < ‘7 > dV(t)
< | mV(t)7)— -7
dt ( ) dt
\YJ

El primero termino depende solamente del tiempo y es conocido, por lo tanto se puede
escribir usando una cierta funcién, como F'(t).

1 1 . d -
L= Smi? + 5m(@ x )% +mi - (@ x 7) = mi*- A(t) = U + Z[F(t) + mV (1) - )

puede ser eliminado

>

1 1 —
:§m172+§m(u7><f')2+m17-(7ﬂ><F)—mF-A(t)—U

= L(r,7,t)

Sabemos que la ecuacién de Euler-Lagrange es

d (oL _ oL
dt\ov) or

Obtenemos
oL . . S
— =mU+mwXr
0v
—>(9 oL — A+ Mm@ X T4+ ma@ X T
dt \ ot )

Para calcular 88—?, tenemos que usar las formulas



también tenemos v - (J X 7) = 7+ (U X &) lo que implica

0 (L . Lo
— (V- (I xT))=Uxd
(7@ 7)
es decir
oL 9 - ou
— =mudr—m(J-T)d+mv X d—mA(t) — —
or ( ) (®) or
lo que implica
ma+mad X T4+ mid X U =mid“F —m(@ - 7)d + mi X & — mA(t) — —
— — or
—miPxE —mUXd
— -2 = e — — - = 1 ou
ma:mwr—m(w~r)w+2mv><w+mr><w—mA(t)—F
. ~ 1"
m(DXT) XD
y finalmente
> ou

ma =m(@ X 7) X &+ 2mT X &+ mF x & —mA(t) —

aF

Los términos de la parte derecha pueden ser interpretado en el formalismo newtoniano
como fuerzas (ficticias), con m(d x 7) x & la fuerza centrifuga, 2mv x & la fuerza de
Coriolis y finalmente m7’ x & la fuerza de Euler.

Demostramos las formules ocupadas previamente

(@ x )" =(d X )i (& X 7)i = €4pWiTrEmWITm
Eijk€ilm WjWITETm
~——
6510km—0jmdK1
=010kmW;WiITETm — 0jmOkiW;WiTE
Z(,UjLUjT‘ka — wjrjwlrl

~@P (- @)

U - (CU X 77) = vl((D X 77‘)1 = Vi€ijkW;iTk

= EijkVil;Tk
= RV Tk = Wi(T X ¥); = & - (7 X V)
= EijUiw;TE = T(U X &) = 7 (T X &)
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CUZF— ((E . F)CD = wiwiF— winﬁ
= wiwirjéj — wirich?j
= (wiwirj — wiwjri) é}
= (5ik5jl - 5il5kj) wiwmgj
= EmijEmkiWiWETIE}

= 8mijwi(d} X F)mé}

€jmiwi(d5 X ’F)me_}
= (BxP) xD); -8

=(WXx7T)Xd

2.9.1 Péndulo de Foucault > o

Como aplicacion, estudiamos el péndulo de Foucault. Quer- »
emos estudiar un péndulo simple en el sistema de referencia [T

del laboratorio (no inercial). o

(Ro) es un sistema fija (con direcciones hacia estrellas
lejanas) y (R) es el sistema de referencia no inercial asociado

al laboratorio. Tenemos
(Ry)

W = w (—sin €, + cos ae)

Queremos estudiar el movimiento de este péndulo con una masa que se encuentra en
la posicion 7= (z,y, z), por lo tanto ¥ = (&, 9, 2). Sabemos que

1 1 -
L:§m172+§m(u7xfﬁz+m77~(cD’XF’)—mPA(t)—U

La energia potencial de gravitacion es

U=-mg -7=—m(—ge,) - (€ + yé, + z€,) = mgz

v
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y también
mv? = %m (:)'32 + 9 + 22)
W X 17 =w(—sinaé, + cosae,) X (xé, + ye, + z€3)
= w (—ysinae, + zsin aey, + x cos a€, — y cos aey)
(@ x 7)? = w? (y* cos’ a + (zsina + z cos @) + y* sin® )
=w? (y* + (zsina + zcos a)?)
U (0 x 1) =w (i€, + ye, + z€,) - (—y cos a€y + (zsina + x cos a)ey, — ysin a€Z>

:w<—y5ccosoa+yzsina+g)xcos& — 2ysina>

Nos queda calcular A(t), es decir la aceleracion de O en (Ry)
! —

00 = R@@z

con Rg el radio de la Tierra y
€, = cos ] + sin a cos ¢, + sin asin e,
lo que implica
V(t) = Roo [— sin v sin @€, + sin v cos d)é;] . con ¢ =uw
7 _ . . . —/ . —/ 2 . —/ . . —/

= A(t) = Rgw [— sin v sin we, + sin « cos wey] — Rpw [sm (v COS WE,, + sin asin wey]

La rotacién de la Tierra es casi uniforme w ~ 0 y w? < 1 de hecho w = 2= =

1 dia
0,000073 rad/s por lo tanto podemos aproximar

- —
Ay~ 0 y (G x7)?=0
El lagrangiano de una particula libre es

1
L~ 5™m (m’Z + 9 + 22) + mw(—yicosoz + yzsina + yx cos o — Zysinoz) —mgz
pero estudiamos un péndulo, es decir que (x,y, z) no son independiente

(=242 +y* =1

x? + 12
<:>z:l<1— 1— 2 )
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Esta expresion de z es una ecuacion de ligadura y la podemos reemplazar en el la-
grangiano. Pero también queremos estudiar las pequenas oscilaciones es decir r <
Ly 1

—if1— 1 (1 (11— ~
—F ( 2 ) < < 202 2l

es decir que z es de orden dos. Para evaluar el orden de cada termino del lagrangiano,

obtenemos
1 .9 .9 ) . . . . . .
L>~-m z , + Yy + =z —l—mw(—ya: cosa+ yz smoa+ yr cosa— zZY sma)
2 ~~~ N~ ~~ ~— ~ ~ ~—
orden 2 orden 2 orden 4 orden 2 orden 3 orden 2 orden 3
—-m z
9 ~
orden 2
1 2 2 g 2 2
=—m(z°+vy°) + mwcosalzy —yxr) — -m = (x°+ + términos de orden superior
S (& +9°) +m ,(yy)Ql(y) p
=3 ~—~
Ewg

lo que nos da finalmente

. 1 . . . . 1
L=L(z,y,2,9) = om (xQ + yz) +mpB(zy — yt) — §mwg (xz + y2)

Tenemos 2 ecuaciones de Lagrange

d (0L oL d, . . 2
7 (%) g a(mx — mpy) = mpPy — mwix

=i — 28y +wir =0

d (0L oL d, . B . 9
pr (8_3/) e = E(my +mpBr) = —mpPi — mwiy

= ij + 2B +wiy = 0

Son dos osciladores acoplados, con el acoplamiento S = w cos . Se observa que no hay
acoplamiento en el ecuador (o = 7/2).
Para resolver estas ecuaciones, se define & = x + 1y

£+ 2iBE+wie=0

Podemos buscar soluciones de la forma e

E(t) = e (AeiV PP t | Bemiv/ B Hwg t)
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con A y B las condiciones iniciales. Podemos considerar que el péndulo se encuentra
en una posicion sin velocidad inicial £(0) =0

f(t) _ ’éﬁe_iﬁt (Aei\/&—&—wgt + Be i /52+w3t) 4 162 + wge_wt (Aei‘ /B4t Be— 52+w§t)
£(0) = —iB(A+ B) +iy/B? + wi(A—B) =0

VBB

es decir

lo que implica

2A ,
) = \/m+ﬁe_’ﬂt[\/ﬁ2 + w3 cos <\/52 + wi t) +if3sin (\/ﬁQ + wi t>/]

(.

Vv
ecuacion de un elipse en el espacio complejo

De hecho para un elipse z = acosf, y = bsin6 es decir z = x + 1y = acos + ibsin 0,
lo que nos permite concluir que /32 + w3 es el eje mayor y 3 el eje menor. El factor
e~ es un factor de rotacion, hace que el elipse tiene rotacion en el tiempo.

Durante un dia, wt = 27 por lo tanto, el péndulo gira de

[t = wtcosa = 2w cos a

El péndulo gira de 27 cos o cada dia.

Movimiento del péndulo en el plano (z,y) para o = 45° y £ = {1000 km, 100 km, 100 m}
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2.10 Sélido rigido

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas cuyas dis-
tancias mutuas son fijas, es decir que no varfan en el
tiempo. La descripcion del movimiento se puede hacer
en términos de la posicion de su centro de masa y de
la orientacion relativa del cuerpo en el espacio. Esto
requiere de dos sistemas de coordenadas:

- Un sistema inercial (laboratorio) denotado por
(x,y, 2).

- Un sistema en movimiento, fijo en el cuerpo, con X
origen en el centro de masa, identificado por (1, o, 3).

La posiciéon R de cualquier punto P del cuerpo rigido en un instante dado con
respecto al sistema de referencia del laboratorio (z,y,t) es
ﬁ — ECM + 7?
con 7 la posicion de P con respecto al sistema fijo en el cuerpo. Considerando un
desplazamiento infinitesimal de P en el laboratorio,

dB = dRe + dr (2.8)

Un cambio infinitesimal dr en las coordenadas (21,29, x3) solo puede deberse a un
cambio de direccion del vector 7" no a un cambio de su magnitud (puesto que la distancia
de P al centro de masa es fija). Es decir que un cambio dr debe ser el resultado de
una rotacion infinitesimal alrededor de un eje dado instantdneo que pasa por el centro
de masa.

Como lo hemos obtenido en la ec.(2.7)

dr dr L OXF
—_ = | — w r
dt fijo dt rotacion

pero en un solido rigido, los puntos no se mueven dentro del solido, es decir

ar —0
dt rotacion ;

dr B
dt fijo Bl

lo que implica

X T

&l
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es decir, a partir (2.8)

U="1Ucpy +0 XT
con & la velocidad angular instantdnea de rotacion, v = dﬁ/ dt la velocidad de P en el
laboratorio (x,y, z), Tca = dRea /dt la velocidad del centro de masa en el laboratorio
(x,y,x).
En un instante dado, todos los puntos del cuerpo estan girando con la misma
velocidad angular . Obviamente, la direccién y la magnitud de & pueden cambiar
durante el movimiento.

2.10.1 Angulos de Euler

La direccion de 7 estéa dada por la orientacion relativa de los
ejes (xq,x9,x3) con respecto a los ejes (z,vy,2). La descrip-
cion de la orientacion relativa entre dos sistemas de coorde-

0
utacion
nadas cartesianas requiere de tres angulos entre los respec-
tivos ejes de cada sistema.

- Precesion: rotacion alrededor de un eje fijo en el labo-
ratorio

- Nutacién: inclinaciéon con respecto al eje fijo

- Rotacion: rotacion del cuerpo sobre si mismo

Necesitamos por lo tanto tres rotaciones.

>y

Tenemos 3 rotaciones, que descomponemos en 3 angulos (¢,0,1). La primera
rotacion, nos permite pasar de (z,y,2) a (z/,y/, )

— 46 —



x x cos¢ sing 0
v | =As |y ], conAy=| —singcos¢p0
Z' z 0 0 1

en la segunda rotacion, pasamos de (z/,y/, 2') a (2", y", ")

" @’ 1 0 0
v ' | =N |y |, conAg=|0 cosf sinf
" 2! 0 —sinf cosf

y finalmente la rotacion para pasar de (z”,y”,2") a (z1,y1,21) es

T x costy siny 0
yi | =Ny [ ¥ |, conAy=| —siny cosy 0
21 2 0 0 1

lo que implica la transformacion

T x x
Y1 = AwAgA(b Y =A Yy
2 z z
con
cos 1) cos ¢ — cos f sin ¢ sin ¥ cossin ¢ + cosf cospsinyy  sinysiné
A= —sintycos¢ — cosfsinpcosyy —sinsing + cosfcospcosyy cospsinf
sin # sin ¢ — sin 6 cos ¢ cos 6

2.10.2 Velocidad angular mediante los 4ngulos de Euler

Podemos definir la velocidad angular en el sistema de coordenadas (%1, 91, 21). Sabemos
que

&= i+ 07 + 2"

Por ejemplo, tenemos 2” = 2;, lo que implica que
M) b

0
=10
(0
De forma similar
1 x
yi | =ApNo |
21 z
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lo que implica &’ = cos ¥ T — sin vy, es decir
' 0 cos (0
0= —0siny
0

y finalmente
) $sinfsin
q; = [ ¢sinfcose
b cosb

La velocidad angular instantanea & de un cuerpo rigido es por lo tanto & = (wy, ws, w3)

con _ )
wy = ¢sinfsiny + O cos
wy = dsinfcosy — Hsiny
w3 = ) + ¢ cosh

2.10.3 Energia cinética

A partir de la velocidad angular, podemos deducir la energia cinética
T=15 m
2 & o

con m; la masa de cada particula y v; la velocidad de cada particula ”i” del solido.
Pero sabemos que

U; = Vou + @ X 15

lo que implica

| } 2 1 ; ;
T:§§:W(WM+axa):§§:m{n@+awm-@xﬁ)+@xﬁf}

%

Descomponiendo el calculo, obtenemos

1 - 1 1
5 ZmiVCQM = §VC2M Zmz = §MV02M =Teon, con M la masa del solido.

Es la energia cinética del centro de masa con la masa total del cuerpo. Para el segundo
termino, ocupamos la relaciéon

G-(bxd)=b-(xa) =c-(@xb)
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— - —
ZmiVCM ((E X T‘i) = (VCM X (E) Zmﬂ_'; =0
[ )
=0

porque el origen es el centro de masa. Finalmente, para el tltimo calculo, usamos la
relacion

lo que implica

l
1

%mi (0 % FZ-)Q = %;mz [@'27:;2 — (& ri)Q] =Tt

Es la energia de rotacion ya que depende de w. En conclusién, tenemos
T = TCM + Trot

Le energia cinética de rotacion puede ser expresada de otra forma. Definimos las

M)

coordenadas de una particula ”¢” en el punto P; como

i = (w1(P), wa(P), a(P) )

lo que implica
3= S (7
J
y por lo tanto
@7 = | Sy 00| |
= ijwkxj )z (P;)
jk

y también
-2 _ _ 5
= Wjiw; = WjiWkOjk
j .]7k

lo que implica

Tror = Z mi | Y (wiwndpd? — wiwnz; () o (1))
7.k
= o S Y ma (R0~ (P) e (P)
ik i
1
== Lipw;wy
2 %: J J
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donde hemos definido el tensor de inercia del cuerpo rigido
L=y mi (PP — xjay)

Este objeto puede ser expresado como una matriz

[11 [12 [13 Zz my; (I’% +.1'§) _Zz m;T1T9 —ZZ m;x1T3
I'=| Iy Ipg Inz | = — D MTaTy Y, My (2} +a3) — > i MiTaT3
Iy I3o I33 — Y My — My, my (47 + 23)

I es simétrico [j, = Ij; lo que implica que tenemos 6 componentes independientes.
Cada componente del tensor expresa la resistencia o inercia de un cuerpo a ser rotado
en torno a un eje dado. Por ejemplo, 33 mide la resistencia del cuerpo a ser rotado
alrededor del eje 3. Para una distribuciéon continua de masa, pasamos al limite continuo
es decir que reemplazamos la suma por una integral.

Zmi%/pd?’x

con p la densidad de masa del cuerpo.

Ly = /p(F) (F25jk — xj:r;k)dgzr; 1

Por ejemplo, si queremos calcular el momento de inercia aso-

ciado a un cubo homogéneo. Es decir que p es constante >

b b b
I, = /p (xg + x%) dr = p/ dxg/ dxo (x% + x%) / dxy x,
0 0 0

2 2
= Zpb° = S MP?

3 3
b b b 1 1
112 = —p/ l’ldfbl/ ZEQd{L‘Q/ dl’g = ——,Ob5 = ——Mb2
0 0 0 4 4

las deméas componentes se calculan de la misma forma

2 1 1
30 —1P8 —3 )
— | 1 2 _1 —
I = iB 3 1 con [ =Mb
_lp _1p 2
1 P 3

— 50 —



X3

a partir de lo cual podemos calcular la energia cinética R
de rotacion. Es importante entender que el tensor depende '

del centro con respecto a lo cual lo calculamos. De hecho,

..............

tomando como centro, el centro del cubo obtenemos

112 = /,0 (7’2(512 — IlfL’Q) ds.%'
b/2 b/2 b/2
= ,0/ I1d$1/ xgdxg/ drs =0
b/2 b/2 —b/2

b/2 b/2 b/2
I = p/ dxg/ dazg x2 +a:3)/ dr, = =
b/2 b/2 —b/2

de lo cual obtenemos

100
Izg 010
001

Existe una relacion entre los 2 tensores, es el teorema de los ejes paralelos.

Sea [} el tensor de inercia de un cuerpo rigido expresado en el sistema de coorde-
nadas (z1, T2, 3) con origen en el centro de masa del solido. En un sistema diferente de
coordenadas fijas (2, 2, %) cuyo origen 0’ se encuentra en una posicién @ con respecto
al centro de masa del cuerpo, el tensor de inercia es

/ Z 2
Ijk = ]jk + my; [CL 5jk — ajak]
i
Se demuestra considerando 7; = @ + FJ’ e

g (_ b b b
a 27 27 2

Vimos por ejemplo que I;; = 3/6, lo que implica

[{1:§+p/(a2—a%)d3x

Por ejemplo para el cubo

§b2_£:£
4 4 2
3 2
SR V.
6 * 2 3ﬂ

En termino de clasificacion, cuando tenemos I11 = Iy = I3y I;; = 0 parai # j se llama
el trompo esférico (como la esfera). Los cuerpos como la varilla tienes I1; = Ios # I35 se
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llaman trompo simétrico y aquellos como la caja de cerillas, que cumplen la condicion
111 # Iy # I33 se denominan trompo asimétrico.

Obviamente esta clasificacion depende del punto que se considere en el solido. Una
esfera homogénea es un trompo esférico en el centro de masa y un trompo simétrico en
otro punto.

2.10.4 Momento angular

Hemos visto que el tensor de inercia nos permite calcular la energia cinética de rotacion.
Nos permite también calcular el momento angular. Calculamos L con origen en el centro

E:Zﬁxﬁizznx(mﬁi):Zﬁ-X(m@xFi)

de masa

usando @ x (b x &) = (@ - E’)g— (@ - b)Z tenemos
E}mf%— 7 - &) 7)
La componente £ es

Zmz Frwy, — (7 - &)y, (B))

= g m; E ij ik — E zj (P) wjzy (B)
i
= E wj E m; 7"1» jk:_xjxk = E ijWj
j i J
es decir
L=1&
Lo que nos permite reescribir la energia de rotacion

Trot = Z jEWjWE = ZLkwk %

Las ecuaciones pueden plantearse en términos de los angulos de Euler, que describen
los grados de libertad

L:T—V:L(¢wa&¢ﬂ

rot Z I]Qsz

2.10.5 Trompo de Lagrange

— 52 —



Consideramos un trompo de masa m en el campo gravita-
cional y cuyo punto inferior O esta fijo. Es un trompo
simétrico con respecto al centro de masa, Iy = [y # I33
con (x,y, z) las coordenadas del laboratorio y (z1, z9, x3) las
coordenadas fijas con el cuerpo. Ambos sistemas de referen-
cia tienen origen en el punto O, lo que implica que

ﬂraslacién =0

En el sistema de coordenadas (x1, z2, x3), €l centro de masa es fijo, por lo tanto, no hay
energia cinética asociada, excepto la energia cinética de rotacion

1
T =Tt = = (1.11wf + Iopws + 133w§)

2
1 IS
= 5111 (wi +w3) + 5 lssws

con

wy = ¢sinfsin + 6 cos
wy = ¢psinf costh — Osin
w3 = 1) + ¢ cos b

lo que implica
T = %Iu(q'bz sin? @ + 6%) + %I33(¢ + ¢ cos 0)?
aunque la energia potencial del trompo, con respecto a 0 es
V =mgz = mgacosf

Lo que nos permite armar el lagrangiano del sistema

1 . 2\ 1 . 2
[,—2111 <¢ sin 9+9>—|—2133(w+¢6089> mga cos 6

No vamos a derivar todas las ecuaciones. Observamos en particular que las coordenadas
(1, ¢) son ciclicas lo que nos permite obtener

—— = constante

O
<~ 133(77/') + q'bCOS 0) = I33w3 = constante = Lj
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lo que corresponde a la conservaciéon del momento angular alrededor del eje Z3.

oL

—— = constante

o
& I11¢sin® 0 + I3z cos 0(1) + ¢ cos )

En las coordenadas (z,y, z), corresponde a la conservacion de L,. Lo podemos fécil-
mente demostrar a partir de las relaciones

wy = ¢sinfsin + 6 cos
Wy = gﬁbsin@coszb — ésinw
w3 = 1) + ¢ cos b

y de L= 1.0, tenemos
Ly =11 (Siﬂ@ sin ¥ + cos w(‘})
Lo =14 (sin@ cos ¢ — sin w0>
Ly = I35 (w + cos 6(;5)

lo que nos permite obtener

L, L
L,| =A"| L,
L. L

de lo cual podemos obtener L, con A la matriz de rotaciéon. Finalmente, en vez de
obtener la ecuacion para 6, usaremos la conservacion de la energia como tercera ecuacion

1 . . 1 .
E = 5]11 (02 + ¢ sin? 0) + 5]33(¢ + ¢cosf)? +mga cos f

Pero tenemos

. L,— Lscosf
b=—"75—
11 sin“ 6
b= Lz (Ls— Lzcosf)cost
- [33 [11 sin29

lo que nos permite escribir una expresion con solamente 6

(L, — Lycos6)® L2

+ + mga cos @ = constante
2 2]11 SiIl2 0 2]33 g
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con V. el potencial efectivo. Observamos a partir del grafico de V¢ que siempre 0
oscila entre dos valores excepto cuando la energia es minima.

30

25 \ j
20\ % s
v 15 ]
10/ ]
5,
o | ~— | ]

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 30
8

De la expresion de 6(t) se pueden obtener las otras coordenadas, en particular
podemos observar que el signo de qb depende de L, — Lz cosf. Es obvio que tenemos
L,—Lscosf_ < L,— Lscosf,, lo que implica que si L, — Lz cosf_ > 0, gb > (0, aunque
si L, — Lycosf_ < 0, ¢ no tiene una evolucién monoétona y finalmente existe el caso
extremo L, — Lycosf_ = 0. Estos 3 casos estan ilustrado en los gréaficos siguientes en
los cuales observamos la punta del trompo proyectado sobre una esfera.

0 0. 0
0, 0, 0,

Observamos ademas de la nutacion (variacion de 6), una precesion es decir la
variacion de ¢. El fenémeno de precesion ocurre por la Tierra que podemos representar
como una esfera achatada por los polos es decir un trompo simétrico. El periodo de
precesion es de aproximadamente 26000 anos.

La nutacién puede ser eliminada, es decir si 6§ = 6 es decir si V; (60) = 0.

L3(L, — Lycosy) (L. — Lscosfy)?cos by ,
- — — —mgasinfy =0
]11 S11 90 [11 S 90
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Definimos X = L, — Lz cos 8
cos 9y X? — Lgsin® 0, X + mgal;;sin* 6y =0
Estéa ecuacion tiene una solucion si el discriminante es positivo es decir
L% > dmgaly; cos by

pero como L3z = [33w3, tenemos
2
w3 > —+/mgali cos b
I33

Puede ocurrir un movimiento con 6 fijo (sin nutacion) si ws es suficientemente grande.
Usualmente no se cumple esta condiciéon después de un cierto tiempo, por friccion, lo
que empieza a producir nutacion.
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3. Formalismo hamiltoniano

El formalismo hamiltoniano no esta tan usado para resolver problemas como el formal-
ismo lagrangiano, pero nos permite entender mucho mas la estructura de la mecénica
clasica y ser la base para la mecéanica cuantica.

En la mecénica lagrangiana, tenemos n coordenadas generalizadas {¢;} y las ve-
locidades generalizadas {¢;} tal que

d (OLY 0L

dt \0¢;)  Og;

Son n ecuaciones diferenciales de segundo orden por las cuales se necesitan 2n
condiciones iniciales {¢;(t = 0), ¢;(t = 0)}. La idea de Hamilton es considerar ¢; y ¢; de

forma similar, y no como ¢; que es la derivada de ;.
En esta direccion, se ocupa el momento generalizado

oL (oL
pl_aqi pl_aqi

tal que las variables (g¢;, ¢;) se reemplazan por (g;, p;)-

En vez de posicion y velocidad (espacio de configuracion, es decir las posiciones so-
lamente porque las velocidades no son independientes), pasamos a posicion y momento
(espacio de fase).

Por ejemplo, si consideramos un péndulo

1 ..
L= iml292 + mgl cos

tenemos

la ecuaciéon de Euler-Lagrange es

pg = —mglsin @ (E ml29)

Con estas ecuaciones podemos dibujar el espacio de fase, con lineas que representan
soluciones diferentes es decir con condiciones iniciales diferentes. El espacio de fase
representa por lo tanto el espectro de todas las soluciones. En el caso del péndulo, la
variable 6 es periddica, lo que implica que el espacio de fase es un cilindro.
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Cada punto del espacio de fase representa la posicion (#) y el momento (pg = mlzﬁ_)
en un tiempo t. Por eso, las lineas en el espacio de fase no se cruzan. De hecho, dado
estas coordenadas, la solucion de la ecuacion diferencial es tnica.

Queremos encontrar una funciéon en el espacio de fase, es decir una funciéon de
(i, p;) que determina de forma tnica la evolucion del sistema. Por lo tanto, necesitamos
una funcién que contiene la misma informacion que el lagrangiano L (g;, g;,t) (quien
determina la evolucion en el espacio de configuracion) pero con las variables (¢;, p;) en
vez de (g;, q;). Ese proceso se llama la transformada de Legendre.

3.1 Transformada de Legendre

Consideramos una funcion f(z,y) tal que, df = %dm + 8—’;dy y definimos una nueva

3
funcion g(z,y,u) = ux — g(z,y)

dg = udx + xdu — a—fdx — ﬁdy
ox dy

donde u es una variable independiente, pero vamos a considerar el caso particular

3]

U= a—f. En ese caso
T

dg = xdu — a—fdy
dy
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es decir que g es una funcion de (u,y). En conclusion, hemos pasado de (z,y) a (u,y)
definiendo una funcién

of

dx

Por ejemplo, en termodinamica se considera el cambio de energia

dU =TdS — PdV

g(u,y) = ux — f(z,y) con u=

que esta relacionado con un cambio de entropia y de volumen, es decir U(.S, V). Pode-
mos definir una funcién de (7', V') por ejemplo F' = T'S — U (por razones historicas, se

define FF = U — T'S) con T = %%, llamada la energfa libre

dF =TdS + SdT — dU =TdS + SdT — TdS + PdV = SdT + PdV
3.2 El hamiltoniano

A partir de la secciéon anterior, definimos el hamiltoniano como la transformada de
Legendre del lagrangiano

. : oL
H = sz‘%' — L(gi,di,t)  con p; =

4;

Por ejemplo si

1 .
tenemos
, 0L :
= —— =mr
b=

lo que nos permite definir el hamiltoniano

. 7 1 7\ 2
N ORIORT
-2
_ P
B 2m+v(f‘)

Una vez conocido el hamiltoniano, necesitamos conocer la dinédmica en el espacio de
fase. Sabemos que H = ). p;i¢; — L (¢, ¢;,t), lo que implica
oL oL

. . 0L ‘
dH = Z |:Qidpi + pidg; — 0_qui — a—qdqz} — Edt

: oL oL oL
= ZZ: lq@'dpi - a—qu¢] - adt (pi = (9_q2)

1

oL oL
= zz: [qzdpz - pdeZ] - Edt (pZ - 0%‘)
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pero sabemos también que H(g;, p;,t), lo que implica

oH oH oH

i

lo que nos permite obtener las ecuaciones de Hamilton

OH
li = 3.1
@“= g (3.1)
0H
p 4, (3.2)
también tenemos
OH 0L
ot ot
En el ejemplo anterior, H = % + V(7), obtenemos con las ecuaciones de Hamilton
r=—=—
op  m
aH —
"L S Ay
P=—"5= (7)
lo que una vez combinado, nos da
mr = —VV(7)

es decir la ecuacion de Newton para este sistema. Con el formalismo hamiltoniano,
reemplazamos n ecuaciones diferenciales de segundo orden por 2n ecuaciones diferen-
ciales de primer orden.

Nota que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir de forma tal que (g, p)
aparecen "similares". Si definimos, el vector de dimensién 2n

q1

)? _ dn

D1

Dn

las ecuaciones de Hamilton se escriben

. OH
X — J—_,
0X
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con

0 1
J = nxn
<_1n><n 0 )

Esta forma de escribir las ecuaciones de Hamilton es llamada la notacion simpléctica
(del griego cupmhextinde (symplektikos): entrelazado).

Con el hamiltoniano, las leyes de conservacion son més facil. Por ejemplo si %—? =0
el hamiltoniano H es conservado y es la energia. De hecho

dH_8H+8H,+8H,_8H _,+___8H

at ot og T epP T e T PITIT
También, si una variable es ciclica es decir que ¢; no aparece en el lagrangiano, obten-
emos p; = —‘g—f = 0 es decir que p; es conservado.

3.3 Teorema de Liouville

El formalismo hamilioniano nos permite también de- Py " I3
scubrir el teorema de Liouville. Si consideramos una 2\ /\
region del espacio de fase a un tiempo t y lo dejamos
evolucionar, su forma puede cambiar pero su volumen 4 .
nunca cambia.
Consideramos el volumen infinitesimal V' = dgdp, Iy
después de un tiempo §t, tenemos [ ]
qg—q+qit=q q
pr—p+pit=p
Por lo tanto el nuevo volumen es
94 9q
V =djdp=det [ % | dgdp (usando el jacobiano)
op 9p
2 o

1+ 5iot  Gist
dqdp
Wyt 14 Pt
dq op
g(L%G&+%Q&+O®ﬂymm

0*°H 0*H
(1+ -
dq0p  Opdq

) ot + O(5t2))dqdp ~ dqdp
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De la misma forma para n variables (g;,p;), si V = dqy ...dg,dp; . ..dp,, obtenemos

V =detJ -V, con J el jacobiano

9Gi 0gi
T = 0q; Op;
Opi Opi
0q; Op;

lo que corresponde a una matriz 2n x 2n. Como sabemos que

0 = q; + 8H5t
q; = q; opi
. o0H
Pi =DPi — a—i&
obtenemos
- 9*H 9*H
det J = det %t o 045 o o3 !
0°H 0°H
~ Badq; ot o — B0, AL G5t

= det(1 4+ 6tM) =~ 1+ 6t tr(M) 40 (6t%) = 1+ O (6t?)
=0
3.4 Corchete de Poisson

La derivada temporal de cualquier cantidad f = f(q,p,t) tiene la forma
df _of of .
it X (G g

pero usando las ecuaciones de Hamilton (3.1,3.2); obtenemos

ﬁ Of Z ofoH  of oH
dt 0q; Op;  Op; Og;

lo que nos motiva a definir un objeto que nos indicara la evolucién temporal de una
funcion.

Consideramos dos funciones en el espacio de fase, f(q,p) y g(q,p). El corchete de
Poisson se define como

_ 0f Og B of Og
{f,g} B dq; Op; Op; 0q;

Este corchete tiene varias propiedades:

* Anticonmutativa, {f,g} = —{g, [}
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* Linealidad, {of + Bg,h} = o{f,h} + {9, h} Va,B €R
* Regla de Leibniz, {fg,h} = f{g,h} +{f, h}g

* Identidad de Jacobi, {f,{g,h}} +{g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0

Son relaciones facil de demostrar aunque pueden ser un poco largas.
Podemos deducir que

{ai, 4} =0
{pi.pj} =0
{C]upj} = 0ij
Es también facil verificar que
_ 9f(p)
y
9f(q)

{pi, fla)} = " o0

Con este nuevo formalismo, para cualquier funcion f (¢;, p;i, t), tenemos

df _of of,  of _0f O0fOH 0foH

a0t Taa T o T o T ag o o og,
es decir
df af
YO (o)

Por lo tanto si una funcién es independiente del tiempo, tenemos

df

lo que implica que f es una constante del movimiento si "Poisson conmuta" con el
hamiltoniano, es decir si {f, H} = 0. En particular si H es independiente del tiempo,
H es constante ya que {H,H} = 0.

También, si ¢; es una variable ciclica, tenemos

OH
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dpi
dt

Una vez encontrado cantidades conservadas, o constantes del movimiento, podemos

lo que significa que = 0 es decir que p; es conservado.

deducir otras usando los corchetes de Poisson. Por ejemplo, si I y J son constantes
del movimiento {I, J} es también una constante del movimiento. Para eso, debemos
demostrar que {{I,J}, H} =0, con H el hamiltoniano. Pero

{{]7‘]}7H} = {Iv{JvH}}+{{]’H}’J} =0
=0 =0
Por ejemplo, si dos momentos angulares son conservados, el tercero es una constante

del movimiento también. De hecho, como L = 7 X p, tenemos

Ly = rops — 13p2

Ly =r3p1 — r1p3

L3 =rips — rap1
lo que implica

{L1, Lo} = {rops — r3pa, r3p1 — 11p3}
= {7”2]93, 7“3291} - {7“2]73,7’1]?3} - {7“3]927 7“3]?1} + {7"3102, 7“1]?3}

pero tenemos
{rops, mips} = ro{ps, rips} + {r2, rips} 3

=To|T {p37p3}+{p3,7“1}p3} + [71{T2,p3}+{7’2,7“1}p3]p3
=0 =0 =0 =0
=0
lo que implica
{Lh Lz} =T2 {p37r3}pl + P2 {7"3,]93}7”1 = —rop; +11p2 = L3
1 +1

Es decir que si dos componentes de L son conservadas L es conservado. También,

{I% L} =0

con [? = L? + L2+ L2. Por ejemplo
{L? Ls} = {L1, Ls} + {L3, Ly} + {L3, Ly}
-0
= Ly {Ly, L3} +{Ly, L3} L1 + Lo{Lo, L3} + {La, L3} Lo
—_——— N — —_——— e —
—Lo —Lo Ly Ly
== —Lng - L2L1 + Lng + L1L2 = 0

tenemos
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Con este formalismo podemos ver facilmente que el momento angular es conservado
para un problema de fuerza central. Tenemos
-9

p
H=-—
2m+V(r)

y debemos verificar que {L,, H} ={L,,H} ={L,,H} =0

2 2 2
xt Dy T D

1
= = P {Lapa} + Py {Lospi} + e ALesp} | +{L0 V()
pero
{anpx} = {ypz - zpyapx} =0
{Ls,py} = {yp: — zpy. py} = D=
{anpz} = {ypz - Zpy7pz} = —Py
y

{La, VI(r)} = {yp= = 2py, V(r)} = y{p=, VI(r)} — 2{py, V(r)}
—y (—Z—Z) By (—%) - —yV’(T)% + zV’(T)% =0
lo que implica
(Lot} = -

De forma similar, tenemos {L,, H} = {L,, H} = 0, es decir

(pyp> — P2py) =0

{L,H}
lo que implica que el momento angular es conservado.

3.5 El vector de Laplace-Runge-Lenz-Hermann-Bernoulli-Hamilton-Gibbs

El formalismo nos permite buscar otras cantidades conservadas es decir que Poisson
conmutan con el hamiltoniano. Por ejemplo, un vector que ha sido redescubierto por
muchos autores sin saber que era ya conocido. El vector es més conocido como el vector
de Laplace-Runge-Lenz aunque no son los primeros ha haberlo descubierto.

—

- 1 R . T L
A= —px L —kr, 7 = — el vector unitario
m r



Podemos facilmente demostrar que este vector es conservado {A;, H} = 0. La conser-
vacion de A esta relacionada a la conservacion de la excentricidad de la trayectoria.
Para demostrarlo, usaremos la notacién con el tensor de Levi-Civita, el momento an-
gular puede ser escrito L; = €ynn"mPn, 10 que nos permite escribir

I R 1 -
A= _ﬁx L—Fkr = Aj = _gjmnmen - kr_j
m m T

lo que implica

i

1
{H,A;} = Egijk{Hapj}Lk - k{H, 7}

ya que el hamiltoniano conmuta con el momento angular

k 1 k (o 7
{H, Ai} = _Egijk{;apj}[/k - —{p2, —}

2m r
R TR Oy
= ——&jj Vg - V) iy
m ik r pj k mpj p] r
pero
5 o /r; 1 r; Or 1 75T
A (0 N P S
{p] r} 87"]-<r> r ]+r287"j r j+r3
y también

Ly _ 9N _ 1o
p]’r N drj \r _7’287"]-_7“3

k T k 1 T
{H,Ai} = Egijkr_é[/k — P <_;5z‘j + J)

lo que implica que

r3

k Tj ko pi ririp;
= —EijkEkmn 5 mPn — — (—— + %)

m r m r r

k T k/ pi ririp;
= 6zm5n - 5zn5m> _jrm n T <__ #>

m < J gm ) TP =\ T + 73
=0

es decir que A es conservado. La norma de A es facil de calcular, usando L = mr?0 y
_ L?/km
" 1+ecos@’

El tipo de trayectoria permanece durante el movimiento. Por ejemplo, no podemos

encontramos A = k|e|. Lo que implica la conservacion de la excentricidad.

pasar de una trayectoria eliptica a una trayectoria parabdélica en un problema de fuerza
central.

— 606 —



El sistema tiene varias propiedades interesantes, como por ejemplo las relaciones

{Li, A} = eiji Ak (3.3)
2 (7% &
{Ai, A} = - <% - ;) Eijk Lk (3.4)

Por lo tanto si tenemos un hamiltoniano en un problema de fuerza central con potencial
. =2
V =—k/r,ie. H=L — £ obtenemos
m T

2
{Ai7 AJ} = _EHsijkLk
es decir que tenemos
2
{A,, A} = —EHLZ

pero tenemos también que

{H,L,} =0
lo que nos permite concluir que

{H,{A:; Aj}} =0

es decir que {A,, A,} es una constante de movimiento. Estas relaciones que hemos

obtenido son

2
{Li, L;j} = cijuly, {Li, Aj} = i, {Ai,Aj} = _EHgijkLk

Para una orbita dada, H es constante, es la energia F. Si es una orbita cerrada,
i r D= A
sabemos que F < 0, lo que nos permite definir D; AT lo que nos da

{Lz’, Lj} = 5z'jkLk ) {Li, Dj} = gijka; {Di7 Dj} = EijkLk

Lo que corresponde a una representacion de la algebra SO(4) (matrices 4 x 4, an-
tisimétricas, es decir que tienen 6 generadores). Es decir que tenemos dos tipos de
momentos angulares. Ha sido por ejemplo usado en mecanica cuantica para encontrar
los niveles de energia del &tomo de hidrogeno.

Para terminar este capitulo, demostraremos las relaciones (3.3,3.4)

1 .
{Li> A]} - _gjmn {Ll>men} - k {L27 T_J} usando Lz = EimnTmPn
m r

1 .
= —&jmn |Pm {le Ln} + {Liapm} Ln} - kgimn {Tmpna r_]}
m N—— N—_—— r

€insLs "":ist{,r.sth pm} Tj
N—— Tm {Pn T }

Ptdsm
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pero para el ultimo termino, podemos demostrar de nuevo que

[p. 11} = @<Q>:_15A+w0&_15‘+w

Pn - a_ n > a. n
"y or, \r r " r20r, r’ r3

lo que nos permite obtener que

1
2
{Liv A]} = — Ejmnfins mes + — EimnEimt pth — =% mnTm (Tjrn -r 5]' )
3
m  ——— M N—— r
0im0sj—0i50sm 0;50nt—05¢din

1 k k
= E <sz] - 6ijmem + 6Z]mem - p]Lz> - ﬁgimnrmrnrj + ;Eimjrm

pero el pentltimo termino es nulo porque es el producto de un termino antisimétrico
por un termino simétrico

1 k 1 k
LiaA' - rL'_ Lz - —CijmIm — zm[ m Ly —— m
{ y} m(P j — Dj ) rﬁg T €ij m8 kiPk L TT

J/

Am
Hemos bien demostrado la primera relacion
{Lz‘, Aj} = €z'jm14m

Para la segunda relacion, tenemos

1 T 1 T
{Aia A]} = {Egirspr[/s - k?aAJ} = {EgirsprLMAj} + {_k?7A]}

- %girs [pr {Ls, A} +{Pr, Aj} LS] —k {%7Aj}

€5k Ak

Descomponiendo un poco este calculo, tenemos

1 T 1 T
p Ak = S D —egumkLy = k= b = —ejupy {pr, Ly —k {py, 2}
{p ]} {p mé‘]klpk l r} mé‘]klpk {P l} p ”
Erlm
1 1 LT
= — rm iPm —_— k __5'7” J T
oy ElrmElkjPmDk ( 10 +_r3 )
1 k Ty

= (pjpr - 5rjﬁ2) + ;6]'7’ - k?
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ﬁ|3

(a2
e

pero el primer corchete es

lo que implica
T 1 Tm
{—7143} = —&jki |:5lmi_pk
r m r
Juntando todo, obtenemos
{Ai7 Aj} =
k T Oik
— —Ejul {sz —pr+ _Ll
m

{%‘ff‘ﬁ—

k [7"]' Fﬁ L

Aipj +

— Elmn * TmTn _3pk + _Ll
N——= T T

1
_girsprij
m

p
r

1 ] 1 T
— jklpkLl k— } = —E&jkl {—,PkLl}
"m r m T

)+ (Ln)ud

i 5ik

Tk
i Ll:|
=0

1 1 9 k rir,
Egirs [gsjkAkpr + (E (pjpT - 67«]']9 ) + ;6j7" —k j,. ) Ls:|

TiTk
(2 Ll
73

k

1 k
5zgsp2L + 52]5Ls - _36irsrorLs:|
r

1
- ﬁfjklriTkLl]

- k
Ap=-2F.p
r
A 1 L
iPDj = —EirsPrPjlis — —T5Pj
Pj m Prp;j , Dj
que usamos en la expresion previa para obtener
k k 2 k
{Ai> Aj} = a (Tipj - Tj]?i) + 2%5@1& m2 E’L]ZLZ + EJkZTszLz mr3€ikl7”j7“kLz

El pentltimo termino se simplifica en

EikiTiTk Ll = €T kElmnTmPn = €jkI€mnTiT kT mPn

5jn5km) TiTETmPn = 14757 - P —

—»2
Tip;T
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y el dltimo
ol = P D — a2
ikl VT Ly = 14757 - P — T5PiT

lo que nos permite obtener

{Ai, A} = i(ﬁ‘p' = TiDi —Tip‘+7”'pz‘> + €iji Qi s L
J rm J J J J J mr mQ

2 [(p? k
m(Qm r)gjl !

3.6 Transformaciones candnicas

Hemos visto en el formalismo lagrangiano que para cualquier transformacion ¢; —
Qi (¢;) las ecuaciones de Lagrange guardan su forma. Queremos hacer lo mismo con
las variables (g;, p;) es decir considerando las transformaciones de las variables

¢ — Qi(q,p)

Pero una transformacion tan genérica de este tipo (mucho mas genérica que para L ) no
deja siempre las ecuaciones de Hamilton idénticas. Las transformaciones que dejan las
ecuaciones de Hamilton similares se llaman transformaciones canénicas. Hemos visto
que las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir

oOH
or

con I = (Cha"'?(Jn?pl?"'apn

Z=J
)T
y J la matriz simpléctica. Por lo tanto, la transformacion de coordenadas, se escribe
x; — yi(x)

dyi . dy; . OH OH  OH Oyn

y oz, & oz, ik oxy, 0xr  OYm 0Ty
= 2 T
Ozx; 7" Oz, Oypm,
Si
T2 = T
8$j ik 8xk
la ecuacion de Hamilton seré
oH
7 Jim_
Y Y
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es decir que guarda su forma. Por lo tanto, una transformacion es canoénica si

T =
&Uj ik é)xk

Sabiendo que g

2. define una matriz, el jacobiano, J. Concluimos que la transformacion
J

es canodnica si el jacobiano de la transformacion es simpléctico, i.e.
VONEE
Por ejemplo, la transformacion siguiente es candnica
Qr=q, Qr=p, Pi=p, P=—q
de hecho, el jacobiano es

0Q1 0Q1 9Q1 9@

Oq1 Oq2 Op1 Op2 1000
Q2 9Qs 9Qs 9Q
7| P e ae | _[00 01
oP 9Py 9P 0Py 0010
0q1 Oq2 Op1 Op2 0 _1 O O
0Py 0Py 0Py 0Py
0q1 Oq2 Op1 Op2
lo que implica
1000 0 010 100 0O 0 010
0001 0 001 000 —1 0 001
JT" = — —J
JIT 0010 -1 000 001 0 -1 0 00
0-100 0 —100 010 0 0 —100

El corchete de Poisson es invariante bajo transformaciones canodnicas, es decir que
tenemos con las nuevas variables

{QuQ;} =0, (B, P} =0, {QP}=0dy

Ademaés de que cualquier transformacion que tiene estas relaciones, es canodnica. Lo
que nos permite demostrar si una transformacion es canénica. Por ejemplo, con la
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transformacion previa, Q1 = q1, Q2 = p2, PL = p1, P, = —¢o, obtenemos

{Q1,Q2} = {aq1,p2} =0

{P1, P} = {p1,—q2} =0

{Ql,Pl} = {Q1,p1} =1

{Q17P2} = {Qb —Q2} =0

{Q2, Pi} = {p2,p1} =0

{Qa, Po} = {p2, —qo} = —{p2, @2} = —(-1) =1

Por lo tanto, es una transformaciéon canonica.

Para demostrar este teorema, consideramos dos funciones f(z), g(x) con x =
(@1, Gns D1y - - - s pn)T y queremos demostrar que el corchete de Poisson es invariante
bajo transformaciones candnicas.

(ogy— 220 _0f09_0f, 29
9 _a%‘apz‘ Op; 0g; _8% Ual‘j

Consideramos una transformacion x; — y;(x) es decir g—i = %gi’z = %jki

of ; 99
0a:i Uax]’
_of 9y
- aykjlm*]zjxyljayl

_9f , 99
Ay " oy,

va que JiiJij Jij = Thi Jijjﬁ = Jj; sl es una transformacion canodnica.
Queremos ahora demostrar la relacion inversa, es decir que si los corchetes de

{f,9} =

Poisson no cambian, la transformacion es canénica. Considerando de nuevo la trans-
formacion ¢; — Q;(q,p) vy pi — P;(q,p). El jacobiano de esta transformacion es

0Qi 0Qi
dq; Op;
\71,], — j j
or; 9b;
qu 8Pj

obtenemos

{Qi, @5} {Qi, P}
{P, Q) {P, Py}

JIT" =
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Por lo tanto, si las variables conservan la estructura de corchete de Poisson, obtenemos

JIT" = =J

es decir que la transformacion es canodnica.

Por ejemplo la transformacion () = e? y P = e 9 es candénica. Lo podemos
demostrar de dos maneras, con los corchetes de Poisson o con el jacobiano. Usando los
corchetes, tenemos

{Q.Q}={P,P}=0
_0e10e™p _ 4—q _
{Q’P}_ﬁ_q o =ele?=1

lo que implica que es una transformaciéon canédnica. Por otro lado, usando el segundo
método, obtenemos

0Q 9Q q
e 0
dq Op
j: =
or opP ey o4
50 o e Ipe

lo que implica
a 0 01 el —pe1
g7 = °©
JIT (—pe‘qe_q> (—10)(0 e ? )
B el 0 0 e\ (0 1) J
~ \ —pe et —efpe?) \-10/)

Las transformaciones canoénicas significan que tenemos la misma fisica con 2 sis-
temas de variables diferentes. Por lo tanto, podemos usar estas transformaciones, para
escribir el hamiltoniano de forma mas simple. Por ejemplo si

2
p 1 2
H=—+-k
om T 2"
Las ecuaciones de Hamilton son
B OH _p
1= dp m
oH
= —— = —k‘
p 3(] q
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Con el nuevo sistema, tenemos ) = e?y P =pe 9, es decir ¢ =InQ y p = QP, lo que
transforma el hamiltoniano en
- QP 1

H= “k(InQ)>?
5 T k@)

con exactamente las mismas formas de las ecuaciones, es decir

. 0H QP
=P~
. 0H  QP* hQ
P==30="mw "0

Parecen muy diferentes pero son las mismas ecuaciones del oscilador armonico, lo que
se puede verificar muy simplemente. Algunas transformaciones canénicas pueden sim-
plificar mucho el problema aunque en este ejemplo las ecuaciones se han vuelto mas
complejas.

Para cerrar esta secciéon, podemos ver como resolver un problema con un cambio
de coordenadas. Consideramos el oscilador armoénico con el hamiltoniano

| k
H:p—+—mw2q2, con w? = —
2m 2 m
podemos proponer el cambio de coordenadas (q,p) a (Q, P) tal que

() = arctan (mwg>
p
1 2 2 2
P = (p +m wq )
2mw

Primero tenemos que verificar que es bien una transformacion canoénica. Es facil veri-
ficar que {@, P} = 1. Por lo tanto, sabemos que las ecuaciones de Hamilton guardan su
forma con el nuevo hamiltoniano escrito con estas coordenadas H = wP. Obtenemos

. OH
©=%p ="
. OH
P=——=0
oQ
lo que implica la solucién trivial
Q=wt+ ¢
E
P = PO = —
w



con E la energia del sistema y ¢ una constante de integraciéon. Sabiendo que la trans-

[ 2P
q=1/—sinQ

mw
p=V2mwP cos Q)

obtenemos la solucién en las coordenadas originales

2
4=\ — sin(wt + ¢)

p = V2mE cos(wt + ¢)

formacion inversa se escribe

3.7 Transformaciones infinitesimales

Dentro de todas las transformaciones canénicas posible, podemos estudiar les transfor-
maciones infinitesimales, es decir

¢ — ¢ + aQi(q,p) = G
pi — pi + aPi(q,p) = pi

con a < 1. Buscamos las funciones @);, P; tal que la transformaciéon sea candnica. El
jacobiano de la transformacion es
9q; 094 S 9Q; 0Q;
o= |06 opi ) — | 7Y * Xy, Op;
Y/ -

opP; » or;
o 0ij + o,

<

i Opi
0q; Op;

Q

para que la transformacion sea canénica, necesitamos JJJ ' = J es decir

or,_ o,
3pj 8(]]'
lo que significa que si existe una funciéon G(q,p) tal que
0q; Ip;

Se dice que GG genera la transformacion. Estas visiones nos permite ver las transforma-
ciones canonicas de otra manera. Por el momento, hemos visto un espacio de fase con
coordenadas (g, p) y el cambio a (@, P) era similar a un cambio de coordenadas en el
mismo punto. Es una forma pasiva. Existe una visién activa en la cual consideramos
una familia de transformaciones

Qi — Qz(Q7p7 Oé)
pi — Pi(q,p, )
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tal que sea una transformacion candnica para cualquier
ay Qi(g,p,0) = @, Pi(q,p,0) = p;. En ese caso,
veamos un desplazamiento en el espacio de fase del
punto (g;,p;) a (Qi(q,p, a), Pi(q,p, a)). El vector tan-

. . da; dp;
gente a estas lineas tiene coordenadas (%%, °2). Pero,

da’ da
sabemos que alrededor de o = 0, tenemos
oG
Qi=aq+a o
oG
Pi=pi—
pima dq;
es decir
dg;i _ oG
da  Op;
da Og

(Q4qi: pj> @), Pq, P, @))

a=0

(g:p)

v

/

se llama la 6rbita del punto
(anj)

(3.5)

(3.6)

Por ejemplo, dado una funcién G(q,p) podemos obtener la orbita de un punto. Si

consideramos G = 1 (¢* + p?), obtenemos

dq
do
dp
do

es decir
d*q

da? —4

lo que implica

q(a) = Acosa + Bsina
p(a) = —Asina + Bceosa

pero cuando « = 0, tenemos ¢(0) = ¢y p(0) =p

q(a) = gcosa + psina

p(a) = —gsina + pcosa
lo que podemos escribir

q(2)* +p(x)* =1
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es decir que las orbitas son circulos.

Estas ecuaciones (3.5,3.6) son muy parecidas a las ecuaciones de Hamilton. Por
lo tanto, cada familia de transformaciones canénicas, con pardmetro «, puede ser visto
como un movimiento en el espacio de fase (un flujo) donde G juega el rol del hamilto-
niano y « el parametro de tiempo. De forma inversa, la evolucion en el tiempo puede
ser visto como una transformacion canénica de (g; (to) , p; (to)) a (qi(t), pi(t)) con H el
generador de la evolucion temporal.

Por ejemplo, si G = p;,

4G — ¢+« = ¢; + a0y,

Ip;

pPi——>Dp; —« = Di

0q;
lo que corresponde a una traslacion en el espacio de fase, es decir que la traslacion ¢;
esta generada por el momento p; (lo que parece al teorema de Noether).

También el generador de las rotaciones es el momento angular. De hecho, con-
siderando la familia de transformaciones en el espacio de fase (qi, g2, p1, p2) correspon-
diendo a una rotacion de angulo «.

1COSQ + @o sin o

(a)=g¢q

¢2(@0) = g cos @ — ¢ sin «
(a)
(a)

I
3
V)

Q
O
n
=
|
2
2.
=
e

lo que implica que el generador es G tal que

_ oG
qz_@pl
. _9G
Q1—8p2
_ oG
P2 = oq
96
pP1 = 8qQ
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es decir que G = ¢ap1—q1p2, lo que corresponde al momento angular L (L, = yp, — xp,).

Eso nos motiva a ver el teorema de Noether de otra manera. Consideramos una
transformacion canoénica infinitesimal generada por G. Bajo esta transformacion, el
hamiltoniano cambia de

0OH oOH
O0H = —0dq; + —p;
9q; 4 Ip; b
0H 0G 0H 0G

0q; Op; a aapi 0q;

=« =o{H,G}

Este generador GG es una simetria si el hamiltoniano no cambia, es decir si 6H = 0 o si
{H,G} = 0. Pero hemos visto que G = {G, H} es decir G = 0 lo que implica que G es
conservado. En resumen,

- Si G es una simetria, G es conservado

- Si G es conservado, podemos siempre encontrar una transformacioén candnica que
es una simetria.

3.8 Funciones generatrices

Una de las principales razones por las que el formalismo hamiltoniano es mas tutil
que el lagrangiano es que el conjunto de transformaciones de coordenadas que dejan
invariante la forma de las ecuaciones de Hamilton es mucho méas amplio que el conjunto
de transformaciones de coordenadas que dejan invariante la forma de las ecuaciones de
Lagrange. En el caso de transformaciones candnicas infinitesimales, hemos encontrado
una manera de obtenerlas con una funciéon generatriz, G(q,p) tal que

i ¢+«
q q Op;

oG

bi Di 94

Lo que seria bueno es tener una manera de obtener transformaciones canénicas (no
infinitesimales) a partir de funciones generatrices. Para eso, vamos a hacer una anali-
sis general es decir que el hamiltoniano o el cambio de coordenadas puede depen-
der del tiempo. Para simplificar las notaciones, usaremos un sistema de un grado de
libertad es decir que tenemos H = H(q,p,t). Queremos encontrar transformaciones
Q = Q(g,p,t), P = P(q,p,t) que mantengan la forma de las ecuaciones de Hamilton.
Es decir de las ecuaciones

d_oH  dp_ 0H
dt  op’ dt  0q°
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llegaremos a las ecuaciones

dQ oH dP OH

At oP’ At 9Q’
con H el nuevo hamiltoniano que podria ser el hamiltoniano anterior con las nuevas
coordenadas o una nueva funciéon. Suponiendo que la transformacion @ = Q(q,p,t),
P = P(q,p,t) es diferenciable y se puede invertir, es decir, es posible encontrar ¢ y p
en términos de @), P, y t y, por lo tanto, H se puede ver también como una funciéon de
Q, P, y t. Haciendo uso repetidamente de la regla de la cadena, encontramos que

aﬁ_@ 0QOH 9QOH dQ

9P At dq 0p 0p 0q ot

00 (U100 OHOPY 0 (0100 0HOP 00
N 0Q dp  OP Op 0Q 0q  OP 0q ot
_OH (0Q0P _0QOPY 0
9P \9q Op  Op Oq ot
{Q, P}+
De forma similar, tenemos
aH 8P
Considerando que la transformacion es canonica, tenemos {@, P} = 1 lo que implica
OH 0H  0Q
OH O0H 0P
0~ 90 ot (3:8)

Recubrimos el resultado anterior, es decir que en el caso de transformaciones que no
dependen del tiempo, tenemos H = H. El nuevo hamiltoniano esta obtenido a partir
del hamiltoniano original usando las nuevas coordenadas.

Es facil demostrar que la expresion p dg — P dQ + (ﬁ — H) dt es una forma difer-
encial exacta, es decir que (al menos localmente) existe una funcion F' tal que

dF =pdg— P dQ+ (H — H) dt

De forma genérica, una forma diferencial exacta dFF = ), A;dz’ se puede demostrar
usando que

0A; 04

oxd Ozt
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*F _  9*F
Oz'0xJ ~  OxIOx?

Por lo tanto, para demostrar que nuestra expresion es una diferencial exacta, ree-

ya que las derivadas conmutan

scribimos

pdq—PdQ+(ﬁ—Jﬁdt:pdq—P(QQdq+Q%dp+QQdQ—+Gf—H)&

] 8Qaq g@ ot o
_ (p_pa_q> dg = P53 dpt (—PEJFH—H) dt

Podemos facilmente verificar que

o [ 90 N\ 0 (,0Q
()5 ()

De hecho,
o [ 00 N0 (.00 oPOQ 9POQ O(H — H)
I(p g\ -2 (p _ e groe o —4)
aq< at + ) ( ) 9¢ 0t ot 9¢ | 0q

_OPO(H—-H) 0Q0(H—H) N O(H — H)
dq  OP d¢  0Q dq

=0.

donde hemos usado las relaciones (3.7,3.8) y la relacion dp/0t = 0 ya que (g, p,t) son
3 variables independientes.
De forma similar tenemos las otras relaciones como por ejemplo
0 0 0 0
_(p_Q _p) _ _(p_Q)
op\ 9q dq \ Op
que corresponde a la condicién de una transformacion canoénica {Q, P} = 1. Por lo
tanto, existe localmente una funcion de (¢, @, t) tal que

dF =pdg— P dQ+ (H — H) dt (3.9)

lo que implica las ecuaciones

OF oF ~ or

P = —_—— = -, H — H [ —

00" 7 g ot
Esta funcién es llamada una funcidon generatriz de primera categoria, y se denota
Fi(q,Q,t). En resumen, podemos definir una funciéon Fi(q, @, t) tal que el nuevo hamil-

tonian es

) O
H=H+ —
o
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y las otras coordenadas son

OF,  OR

P:—%7 p_a_q

de tal forma que las ecuaciones de Hamilton sean similares

. O0H . of
“=9p =70

Por ejemplo, por la funciéon Fi(q, Q) = ¢@Q, tenemos

P=—q p=Q

es decir que esta funcién generatriz intercambia esencialmente las coordenadas y los
momentos.

Podemos definir tres otras funciones generatrices (con una variable antigua y una
variable nueva) tal que

FQ((LP) FB(p, Q) F4(p, P)
pz:% Qi:_%% qz:—a%%
_ _ _OF _ ok
Q=9 | B=—55| Q= on

Estas funciones pueden ser construidas como transformadas de Legendre de Fi. Es

decir Fy(q, P) = Fi(q, Q) +QP, F5(p,Q) = Fi(q,Q) —qpy Fi(p, P) = F3(p, Q) +QP =
Fi(q,Q) — qp + QP. Por ejemplo

dFy = dF,+Q dP+PdQ=pdg+Q dP+ (H — H) dt

lo que implica bien las relaciones

OF,

0B, . OF
p_ 8q7

“=op

Un ejemplo trivial, es la funciéon Fy = ¢P, por la cual tenemos

p=P, Q=q

lo que corresponde a la transformacion identidad.
De forma menos trivial, si tenemos el hamiltoniano

1 2.4
1

H —
2q° 2



podemos usar una funcién generatriz de tercer tipo F3(p, Q) = p/Q tal que

OF: 1 oF:

o Q Q@

lo que implica que

el nuevo hamiltoniano es

es decir el hamiltoniano del oscilador armoénico que obviamente sabemos resolver.

3.9 Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Dentro de todas las transformaciones posibles, existe una transformacién que trans-
forma el hamiltoniano H(q, p,t) en el nuevo hamiltoniano H(Q, P,t) = 0. En este caso,
tendriamos las ecuaciones de Hamilton siguientes

. O0H

OH
©=%p " -

50

es decir que Q = @y v P = P, dos constantes. El hamiltoniano es inicialmente una

0, P= 0

funcion de (g, p,t), pero si consideramos que S es una funcién generatriz de segundo
tipo, tenemos p = 95/dq, lo que implica que la ecuacion H = 0 nos da

oS oS

o H (g, 520t) =0

ot ©Bq
Es la ecuacion de Hamilton-Jacobi; transforma un problema de varias ecuaciones ordi-
narias, las ecuaciones de Hamilton, en una ecuaciéon diferencial parcial para la funcion
generatriz S.

Por ejemplo, si consideramos el caso de una particula libre descrito por el hamil-

toniano
2
P
H==—
2
obtenemos la ecuacién
05 1,705\2
Gy -
at 2\ 0q
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Podemos buscar una solucion usando un ansatz tal que S = f(¢) + g(q), lo que implica

() = - 5~ = coustante = —E

es decir f(t) = —Fty g(q) = £V2Eq+ A con A una constante de integracion. En
resumen, nuestra funciéon generatriz es (la constante A es irrelevante)

S(t,q,P)=—FEt+V2Eq

Podemos identificar la constante £ con la constante P = Py, ya que como el hamilto-
niano es nulo, tenemos Q = Qo y P = F,. Por ejemplo, podemos definir £ = Fj lo que
implica

S = —Pot:i: 2P0q

Por ser una funciéon generatriz de segundo tipo, tenemos

oS oS q
= — = £+/2F, = —=—t+ —
p aq 0> QO (9P0 2P0

es decir

q=EV2R(t+Qo), p==Ev2PF

lo que corresponde bien a la soluciéon de una particula libre.
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4. Mecanica simpléctica

4.1 Motivacion

Es facil pensar en un espacio de fase de dimension 2N simplemente como RV, y
generalmente esto es lo que se hace en tratamientos elementales. Sin embargo, hay
muchos espacios de fase que no se pueden poner en esta forma. Como hemos visto, el
espacio de fase correspondiente a un péndulo simple no es R%, sino mas bien S! x R: un
cilindro, no un plano infinito. Esto refleja el hecho de que la coordenada angular solo
tiene sentido definida modulo 27; los puntos 6 y 0 + 27 son en realidad el mismo punto,
por lo que no deberiamos modelar la coordenada angular como un punto en una linea,
sino mas bien como un punto en un circulo.

Esto nos motiva a intentar definir la dindamica hamiltoniana en espacios mas gen-
erales que solo R*V. Como hemos visto, un punto en un espacio de fase de dimensién
2N se puede etiquetar con una coleccion de N coordenadas de posicion y N coorde-
nadas de momento. Si F''y GG son funciones suaves de los g y p, entonces el corchete de
Poisson F, G esta dado por

N
oF 0G 0GIoF
F .G} = _——
{ } Z.Zla% Op; 0q; Op;

Practicamente toda la mecénica hamiltoniana se puede expresar en términos del corchete
de Poisson, asi que si podemos generalizar esto a espacios mas interesantes que solo
RV habriamos logrado nuestro objetivo.

En términos muy generales, de una funcion F' podemos definir facilmente su difer-
encial dF', que conoceremos como una forma, pero también podemos asociar a un
hamiltoniano H un vector que indique el flujo de este campo Xp.

Supongamos que M es un espacio que podria tener una topologia muy complicada.
. Qué estructura adicional se necesita para definir la dindmica en M? Queremos conver-
tir un hamiltoniano H (es decir, cualquier funcion suave en M) en un campo vectorial
V. Entonces, la dindmica consiste en el flujo a lo largo de las curvas integrales de V.

Primero, notemos que el campo vectorial V' debe depender solo del diferencial dH.
Esto tiene sentido, ya que la dindmica deberia depender solo de como cambia la energia
localmente, y no, por ejemplo, de una constante aditiva global.

Segundo, V' deberia depender linealmente de dH. Esto equivale a afirmar que las
leyes de Newton son ecuaciones diferenciales lineales, lo cual es cierto. Este objeto dH
se llama una 1-forma, como veremos. Asi que necesitamos introducir una estructura
adicional, que pueda transformar nuestra 1-forma en un vector. Este objeto necesita ser
invertible para asociar a cada vector una 1-forma y viceversa. Por lo tanto, podemos

— 84 —



asumir que la ecuacion debe ser de la siguiente forma:
VX, wV,X)=dH(X)

Como hemos visto, dH es una l-forma o covector, asi que dH(X) es un niamero real.
Por lo tanto, si tenemos un niimero real en el lado derecho, necesitamos lo mismo en el
lado izquierdo. Por lo tanto, hemos introducido un objeto que necesita ser una forma
bilineal que asocie a dos vectores un ntmero real.

Hasta ahora tenemos un espacio M con un campo tensorial no degenerado w. Sin
embargo, no todos esos campos tensoriales serviran, ya que atin no hemos usado mucha
informacion sobre las leyes de la fisica. La siguiente restriccion es la conservacion de la
energia. ;Bajo qué condiciones sobre w se conserva la energia?

Lo que significa en nuestra situacion es que el hamiltoniano H es constante a lo largo
de las lineas de flujo de nuestro campo vectorial V. En otras palabras, (dH)(V) = 0.
En términos de w, eso significa que w(V,V) = 0. Esto debe ser valido para todos
los campos vectoriales V' que provienen de hamiltonianos, lo que significa que la forma
bilineal en cada punto de M debe ser una forma alternante, conocida como una 2-forma.

Finalmente, queremos que nuestras leyes fisicas sean invariantes en el tiempo. Eso
significa que w deberia ser independiente del tiempo y, como veremos, se traduce en
el requisito de tener una 2-forma cerrada, es decir, dw = 0. Esta 2-forma w cerrada y
no-degenerada nos permite introducir facilmente un corchete de Poisson.

4.2 Variedad diferencial

En un espacio plano, ocupamos usualmente las coordenadas cartesianas o otras segin
las simetrias del problema. Pero para un espacio genérico, no hay simetrias, por lo
tanto no hay un sistema de coordenadas preferido. Aun peor, puede ocurrir que no
podemos ocupar un solo sistema de coordenadas z

Si consideramos una 2-esfera, con coordenadas esféricas (6, ¢),
podemos ver que no son bien definidas en § = 0,7 ya que ¢ no
es definido. Ademés la coordenada ¢ es discontinua en ¢ = 0 o
¢ = 2mw. Por lo tanto, vamos a necesitar varias coordenadas que

cubren todo el espacio. Esta idea es a la base de la nociéon de
variedad.

Una variedad diferenciable de dimensiéon n es un espacio M con una coleccion de
subconjuntos abiertos O; tal que

1. U, 0; = M (los O; cubren M)

2. Vi, existe una aplicacion biyectiva ®; : O; — U; con U; un abierto de R (es decir
que M es localmente como R™)
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3.510;,N0; # {0}, @00, : & (0;NO;) — ®; (0; N O;) debe ser diferenciable
(infinitamente)

®; se llama una carta o sistema de coordenadas y el conjunto {®;} se llama un atlas.

M

Estas funciones ®; nos permiten asociar M o sus partes a un espacio conocido. De
esa manera, podemos asignar coordenadas a los puntos de la variedad.

M R2

. —®

Como ®;(p) es un punto de R" (en este caso R?), tenemos

es decir que z¢(p) son las coordenadas de P. Elegir otra aplicacién ®; que contiene el
punto p es elegir otro sistema de coordenadas.

Para el tercer punto de la definicion de una variedad, si ®; N ®; # {0} es decir
que existen puntos que pertenecen a ambas cartas, o de forma similar que tenemos
dos coordenadas para estos puntos, tenemos que garantizar que podemos pasar de un
sistema de coordenadas a otro de forma suave.
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% @,0,n0)

U

Podemos tener como ejemplos, el espacio R" que es obviamente una variedad con
un atlas compuesto por una sola carta

D : (SL’l,-'~ ,x") — (:1:1,--- ,x”)

También podemos considera el circulo S'. En ese caso, podriamos usar una sola carta
¢ : S — [0, 27| definido a partir del angulo 6. Pero [0, 27| no es un abierto, por lo
tanto debemos ocupar dos cartas

1. Excluyendo el punto P = (1,0), es decir ®; : S*\ {P} —]0, 27|, con ®;(q) = 6,

2. Excluyendo el punto Q@ = (—1,0), es decir & : S'\ {Q} ] — 7, 7[, con
Dy (q) = 02

El conjunto de los dos atlas forman S* y tienen interseccién para la parte arriba
6 €]0, 7| y la parte abajo |, 27].

Para la primera interseccién, fy = ® 0 71 () =6, (0, €]0, 7[)

Para el segundo caso, 0y = &5 0 &' () =0, — 21 (6, €7, 27])

Las 2 funciones son infinitamente diferenciable (6 = 0,6, = 6; — 27), lo que nos
permite concluir que S! es una variable diferenciable.

Para la 2-esfera, podemos hacer el mismo con 2 atlas.

ZA
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En cada caso, se elimina la linea roja

En el primer caso, con x = sinf;cos¢,, y = sinf;sing; y z = cosfy, tenemos
6, €10, [y ¢1 €]0,27]

En el segundo caso, con x = —sin s cos ¢o, y = cosfy v z = sin by sin ¢, tenemos
0y €10, [y ¢2 €10, 27|

Esta manera de relacionar una variedad M de dimensiéon n a un espacio R", nos
permite extender las nociones conocidas en R™ a la variedad.

Se dice que f : M > R es suave (infinitamente diferenciable) si fo®™!: U+ R
es suave para VP

RZ

feo!

De forma similar f : M — N es suave (M y N son variedades) si W o fo ®~!:
Ur——Vessuavecon ®: M — Uy V¥ :N+—V

No necesariamente tenemos que dim M = dim N, pero en el caso que dim M =
dim N y que f es un homeomorfismo suave, es decir que su inverso existe y que es
suave, f es un difeomorfismo. En este caso, se dice que M y N son difeomorfo, se
denota M = N. Es decir que podemos deformar de forma suave M en N (y vice
versa).
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Como ahora, sabemos definir aplicaciones de un espacio a otro, podemos definir
objetos mas complejos como vectores, tensores - - -

Los vectores se vean como flechas rectas que conectan 2 pun- \
tos, si este concepto geométrico es facil imaginar en el espacio R”, .
parece dificil imaginar en un espacio curvo. De hecho, veamos que \/

para una 2-esfera, este vector no parece ser una flecha muy recta.

Por lo tanto, es mejor ocupar la definiciéon algebraica de un
vector. Por ejemplo, la velocidad de una particula v = i aparece
como una derivada, como un objeto tangente a la curva que define la trayectoria de la
particula.
En dos dimensiones, en el plano (zy), si consideramos una curva o la trayectoria,
podemos aproximar esta curva alrededor de un punto x, con la relacion
dy

y=y(zo) +a(r—mxy), con a=—

dx =X

Queremos generalizar esta nociéon de vector tangente a una variedad. Por lo tanto,
necesitamos una curva

C: la,b[— M
y una funciéon
f: M—R

para hacer calculos.

M R"

Imaginamos que el punto verde se encuentra en t = 0, es decir que corresponde a

()

C(0). Por lo tanto, queremos calcular % o . Es una cantidad perfectamente bien

t=0
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definida. Nos dice como ” f” cambia a lo largo de esta curva. Para continuar el calculo,
tenemos que definir un sistema de coordenadas, es decir una carta ®.
Por lo tanto, tenemos

df (C(1))
dt

_ 0f 087 (@) det(C(1)
oxH dt

t=0 t=0

o por abuso de notacién

df (C(1)) Of dx*(C(1))

dat |,_, Owr dt |_,
Definiendo
e dot
dt |,_,

tenemos que el vector tangente es (ocuparemos siempre la notacion de Einstein)

of
w2
v oxH

Veamos que independientemente de la variedad M o de la funcion f la derivada direc-
cional V“a% tiene un significado intrinseco.

Para una nueva curva, pasando por el mismo punto, V# sera diferente porque

_ dzt(C(t)
Vi = dt

Lo que nos permite concluir, que todos los vectores en un X
mismo punto forman un espacio vectorial llamado el espacio tan- P

es decir que depende de C pero % queda lo mismo

gente a ese punto. Es el espacio tangente de M en p, T,M. Una
base de este espacio esta definido por {0, }. Por lo tanto, tenemos v
que dim(M) = dim (7,M)

Obviamente podemos siempre cambiar de base, es decir de
aplicacion ®. En ese caso, tenemos

df(C(t))| _ 9f 0@ M) da™(C(t))| _ Of da™(C(t))
dt |, ox' dt o Ox™ dt 0
_Of O™ dx"(C(t
C Oz Oxr dt |,

Lo que implica la relaciéon entre las dos bases

g 0xv 0
oxt  Oxt Oxv
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El espacio tangente aparece obviamente en mecéanica clésica. Si consideramos un la-

grangiano L (¢',¢') tenemos la derivada 4 = 2 + qi32¢7

velocidades es el espacio tangente al espacio de configuracién. Si a este espacio de

es decir que el espacio de

configuracion (la variedad) tenemos las coordenadas ¢', entonces el espacio tangente
tiene como base, {8,11-}, y ¢* son las coordenadas.

Obviamente en cada punto de la variedad, tenemos un es- .
pacio tangente diferente. El conjunto de todos estos espacios

tangente se llama el fibrado tangente \\q

T™ =|JT,M
P

Este espacio se define por el punto elegido de la variedad y del espacio tangente, lo que
implica que tiene una dimensiéon de 2n.

Como los espacios tangente en diferentes puntos son diferente, no tiene ningtn
sentido sumar dos vectores tangente que pertenecen a espacios diferentes. Se debe
agregar una estructura adicional para definir estas operaciones.

Por el momento, hemos definido un vector tangente en un punto. Podemos definir
un campo vectorial, es decir un vector tangente en cada punto, que escribimos en una
base como

X =20,

Si consideramos dos campos vectoriales, el producto no es un campo vectorial porque
aparecen derivadas de orden 2. De hecho, considerando el calculo en una cierta base
{0,}, tenemos

XY =X"0,(Y"0,) = X"0,Y"0, + X"Y"0,,
pero
YX =Y"9,(X"0,) =Y"0,X"0, +Y"X"0,,
Podemos deducir que
XY -YX = (X"9,Y"-Y"0,X")0,

es un campo vectorial. Se llama el corchete de Lie [X,Y].

Como T,M es un espacio vectorial, podemos definir su espacio dual en el punto
P que se denota Ty M y se llama el espacio cotangente. Consideramos una funcién de
M

(df), : T,M R
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es decir que actia sobre un vector tangente para obtener un real. Definimos

df),(V)=V(f)(p) con VeT,M

0 Ox*
p = g
da <8$”) -~ Oxv o

lo que implica que {dz"} define una base del espacio cotangente T,y M.
Para verificar la consistencia, vemos que
0 0
af (V) = —fdx“ (V¥9,) = —fV” dz"o0, = V*
——

- Oz oz

Segun esta definicion

or _

L= V(f)

o

Los elementos del espacio T M se llaman covectores o 1-forma
Finalmente, podemos definir tensores de rango r + s, o de tipo (7, s) como aplica-
ciones del producto tensorial

T TIMRTM®.. 0 TTMRT,M@ - ®T,M - R

-~ ~~

r S

Considerando una base, se definen las componentes del tensor

H1---for
T 1%

e =T (dxt, o dat 0, .., 0,,)

1

Es decir que
T=Tmt L 0, ®. . ®0, ®dr" ® ... ®dr"”

Por ejemplo, un tensor de tipo (0, 1) es una aplicacion T, M —— R, es decir un covector
aunque un tensor de tipo (1,0) es una aplicacion Ty M — R, es decir un vector.

Antes de terminar esta seccion, podemos introducir la definicion de una curva
integral. Sea X un campo vectorial sobre una variedad M. Una curva integral v :
(a,b) CR — M se define de tal manera que, para todo P € M por el que pasa,

donde z'(t) = x*(y(t)).
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Por ejemplo, sea X = ya% + xa% un campo vectorial en R?. Entonces, una curva
integral que pasa por P = (1,4) se obtiene resolviendo

. d .
t=yo- =yl z(0) = 1.

?J:x(%zxzi y(0) =4,
lo que nos da
1 1
x(t) = 5 (=3¢ +5e")  y(t) = 3 (3e7" +5e)

cuyo grafico en R? esta a continuacion con la curva en rojo, la curva integral pasando
por el punto P = (1,4).

A partir de esta figura, parece que en cada punto de la variedad R2, el campo
vectorial define una y solo una curva que pasa por él. Esto es genérico. Si X es un
campo vectorial en una variedad M, entonces en cualquier punto P de M donde X esté
definido, existe localmente una tnica curva integral de X que pasa por él. La prueba
de esta afirmacion se sigue de la aplicacion de los teoremas de existencia y unicidad de
los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

4.3 Formas

Sea M una variedad, el conjunto de formas exteriores (diferenciales) de tipo p de M (o p-

formas), denotado por QP (M), tiene la propiedad de que para dos vectores cualesquiera
v,we TpM

a€ QL(M)= ap(...,v,...,w,...) = —ap(...,w,...,v,...) (anti-simetria)
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de modo que

Qp(M) = F(M) Qp(M) = X*(M)

donde se denota la coleccion de covectores de M por X*(M) y F(M) la coleccion de
funciones suave. También definimos el conjunto de todas las formas mediante

QM) = Jor(m)
Sea o una p-forma diferencial en una variedad M de dimensiéon n. Se sigue que:

1. la dimension de QP (M) es (Z), siendo estos los coeficientes binomiales de Newton;
2. si p > n, entonces a = 0, es decir, no existen p-formas con p mayor que la
dimensién de la variedad;

3. sip=2ywveTM, entonces a(v,v) = 0.

También existe un "producto" entre los elementos de Q(M). Se podria sospechar que
este es el producto tensorial, ya que el producto de un tensor (g) y un tensor (2) es
un tensor (pfiq). Sin embargo, el producto tensorial de dos formas puede no ser una
forma, es decir, puede no ser anti-simétrico. Por lo tanto, necesitamos una manera de
anti-simetrizar tensores para adecuadamente definir una operaciéon sobre formas. Sea

a una p-forma y  una g-forma. El producto exterior (cuna) se define por

A QP(M) x QM) — QPH(M)
(O[ VAN /8) (Xl, ce ,Xp,Xp+17 e ,Xp+q)

1 :
~plg! > sign(0)a (KXo, Xow) B (Xo@en): -+ Xo(pra))
1 0€Spq

donde S, es el conjunto de las permutaciones de p+ ¢ elementos y sign(o) es 41 para
permutaciones pares y -1 para permutaciones impares.

Aunque esta férmula parece terriblemente complicada, resulta que nunca realmente
la necesitaremos. Si « es una p-forma y [ una g-forma, v es una s-forma, J y € son
1-formas, y f es una O-forma (funcién suave) en una variedad M de dimension n,
entonces:

L. aNB=(-1PIE A
2. 0NO =0;
3. el producto cuna A es distributivo sobre combinaciones lineales;

4. aN(BAY)=(aAB) Ay,
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5. d A e(vy,v2) = d(v1)e(va) — €(v1)d(v) para dos vectores cualesquiera vy y vs;
6. f A a= fa para la multiplicacion ordinaria de funciones;

7. fanB=aA fB=flaAp).

Localmente, se seguira que si {dx,} es la base local estandar de T} M, entonces para
cualquier conjunto de p elementos base {dz;,, ..., dz;,},

{dl’il VARIRAN dIL’iP}
forma una base para QP(M). En particular, si a € QP(M), entonces

1
a=—a, pdz® A...Ndaxb = =a, pdz®...dz°
p! p!

donde el factor de %! proviene de las permutaciones en la definicién del producto exterior.
El producto cuna de o y 8 en forma de componentes se da por

(p+q)!
plq!

aAfB= (A Babe.adr®A.. . Ndx® Ndx® A ... Adx®.

Ahora que hemos definido un algebra para las formas, podemos definir una derivada, es
decir, un operador que obedezca la regla del producto de Leibniz. Para eso, definimos
la derivada exterior. La derivada exterior d es una aplicacion d : (M) — QPTH(M)
(es decir, mapea que aumenta el grado p de la forma en uno) tal que:

1. Propiedad de gradiente: para una funcion f € Q°(M) tenemos que df es el
gradiente de f; es decir, si {z'} son coordenadas locales en M, entonces df =
g QJ; dz*. En particular, para coordenadas 2%, dz* es un elemento de la base estandar
de T M;

2. Para cualquier p-forma «, d(da) = 0;

3. Regla del producto de Leibniz: para cualquier p-forma «a, ¢-forma (§ y nitimero
real A\, d actiia como una derivada graduada con respecto al producto exterior, es
decir,

dla+ A3) =da+ \dp, dlaAp)=danp+(=1)PaAdp.

Por ejemplo, sea f una funcion escalar (es decir, una 0-forma) y X un campo vectorial.

of ., -0 -0
(df) X = (a—:{idx’) (x]@) = x’aa]; = X(f).

Entonces
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Obtenemos facilmente de estas propriedades, el teorema de Clairaut o teorema de
Schwarz o teorema de la igualdad de las derivadas cruzadas. Sea f una funcién suave

af
dtaf) = (')
d(af) Adzt + 8f4dd:v"
ox’

en una variedad M

ox?
O*f
J
83:9691: dx? Adx' +0
VOO PE N
2 ((%jaxi B 8a:i8xj) du’ A dr

= 0.
2f _ _9f
Oridx* ~ Ox'dwI "
Podemos identificar todas las formas diferenciales de Q(R?) con elementos del anali-

implicando localmente que

sis ordinario de R3. En esta vista, las tres derivadas de R® -a saber, el gradiente, el
rotacional y la divergencia- pueden expresarse como derivadas exteriores. Esto se puede
ver, dejando que f sea una funcion y @ = a,& + a,y + a.2 un vector en R?, definimos
la 1-forma o = a,dz + a,dy + a.dz y la 2-forma o = a,dydz + a,dzdr + a.dzdy, de

modo que
of of of ;. _
df = axd +8d+8 z=Vf-dV
_ (0Oa. Oay da, Oa, da, Oa, B
da-(ay 8z>dydz+(8z 3x)d2dx+<8$ ay)dxdy—(an,)dS
, Oay da da
da’ = o dxdydz + 8—dydzdx + 8—dzda:dy =V adV

Dos tipos importantes de formas aparecen cuando se piensa en derivadas exteriores:
las formas cerradas y las formas exactas. Una p-forma « se dice que es cerrada si y
solo si da = 0. Ademaés de ser cerrada, « es exacta si existe una (p — 1)-forma f tal
que o = df. El hecho de que cada forma exacta sea cerrada es obvio jpero podemos
preguntarnos si cada forma cerrada es exacta? La respuesta es: mas o menos.

Lema de Poincaré: Cada forma cerrada es localmente exacta. Es decir, si da = 0
en todo M, es posible que no encontremos un tnico 8 € Q(M) tal que df = «, pero
para cada carta local, podemos encontrar una estructura tal.

Lo que nos permite enunciar el teorema de los campos conservativos. Sea a un
campo vectorial sin rotacién en R? (es decir, V x a = 0). Entonces, el lema de Poincaré
implica que

a=df <= a=Vf
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para alguna funcion f en R3. Es decir, a es un campo vectorial conservativo. La
afirmacion inversa, es decir, que cada campo conservativo no tiene rotacion, sigue de
forma trivial.

Antes de cerrar la seccion, definimos el producto interior de un campo vectorial y
una forma. Si X es un campo vectorial en una variedad M y « es una p-forma, entonces
el producto interior de X y «a, denotado ixa (0 Xoa), es

ixa(vy, ..., vp1) = a(X,v1,...,0p-1) sip>0

ixa=0 sip=20

de modo que, en forma de componente para p > 0
(iXOé>a...b = XcOéca.‘.b-

El producto interior se puede ver como una "derivada exterior inversa" por ser una
familia de mapas QP — QP~! con propiedades
?;X(Oé + )\ﬁ) = iXCY + )\’lxﬁ
ix(a/\ﬂ) :ixa/\5+04/\ixﬁ

para cualquier forma «, 5 y nimero real \.

Por ejemplo, sea V = a% un campo vectorial en R® y o = zdx A dy + 2dy A dz +

2?ydz A do una 2-forma. Entonces
: 0 2
va= {5 (xdx AN dy + 2dy N dz + yx=dx N\ dz)
x
0 0 0 o
= gxdx A dy + %2dy ANdz + e dz N\ dx
=xdy — 0 — x2y2dx Adz
ox
= xdy — 2*ydz

que es una 1-forma, como se esperaba.

Finalmente, podemos mencionar la nocién de forma de volumen para conectarlo
a lo que ya conocen. De hecho, aprendemos en calculo que si hacemos el cambio de
variable x = r cosf, y = rsinf, obtenemos

dx = cosOdr — rsin 6d6
dy = sin fdr + r cos 6df
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pero hemos todos verificado que si queremos usar la forma para el volumen infinitesi-
mal dzdy claramente no se puede obtener haciendo el producto de dx con dy, ya que
encontraremos

drdy = cos 0 sin 0dr® — r? sin 0 cos d6? — 212 cos 6 sin Odrd6

En realidad, el volumen no debe ser definido por un producto pero por un producto
cuna entre formas, es decir

dz A dy = rcos0%dr A df — rsin*dd A dr = rdr A d

lo que llamamos la forma de volumen. De forma mas genérica, una forma de volumen
es una forma no nula de grado méximo. Por lo tanto, la n-ésima potencia exterior w”"
de cualquier forma simpléctica w en una variedad M de dimension 2n es una forma de
volumen. La forma £ se llama el volumen simpléctico de (M,w) o forma de Liouville..

4.4 Derivada de Lie

Es apropiado desarrollar sistemas en los que dos variedades distintas puedan compartir
estructuras. Por lo tanto, podemos preguntarnos como llevar las estructuras que ya
hemos definido en una variedad M a una nueva variedad N y viceversa. Para lograr
este objetivo, utilizaremos pullback y pushforward, formas de mapas que preservan
estructuras.

El primer paso es elegir dos variedades M y N de modo que haya una funciéon f :
M — N que sea una bijeccion suave; llamaremos a tal f un difeomorfismo. Supongamos
que ¢ : N — R es una funcion en N. Queremos construir una funciéon en M que tenga
en cuenta tanto a f como a ¢. El candidato natural es la composiciéon de f y ¢, que
llamaremos el pullback de ¢ con respecto a f.

Sif: M — N esun difeomorfismo y ¢ : N — R es una funcién en N, entonces la
funciéon en M dada por f*¢ = ¢ o f se llama un pullback de ¢ (con respecto a f).

Llamamos a f*¢ un "pullback" porque transportamos un objeto, en este caso una
funcion ¢, en contra de la direccion de la "flecha" de f (f va de M a N).

Los vectores, por otro lado, para preservar su accién en las funciones, avanzan en
la direcciéon de f, es decir, tomamos un vector v definido en un punto m en M y pro-
ducimos otro vector f,v en un punto f(m) en N, preservando la propiedad direccional
del vector. Esto se puede lograr si usamos f para llevar la curva integral vy(¢) : R — M
a otra curva f(v)(t) : R = M, de modo que v € v da el vector empujado para obede-
cer f (’y) = f.v, preservando asi las direcciones. Entonces decimos que los vectores se
empujan (pushforward) hacia adelante con respecto a f.
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Si f: M — N esun difeomorfismo y v es un vector en un punto m en M, entonces
definimos el pushforward de v (con respecto a f) como

f* T, M — Tf(m)N
tal que
(frv)o =v(f"9).
Nos gustaria saber como actta sobre las formas. Si consideramos nuevamente dos
variedades, M y M’ con puntos respectivos p y p’. El mapa f induce un pullback
entre los espacios cotangentes T, M" y Ty M segin la siguiente regla: dada una 1-forma

w' € Ty M', entonces f*w' € Ty M tal que su accién sobre vectores de T,M estd dada
por

(fr V), = (W LV),

De hecho, las formas se definen por sus acciones sobre los vectores. Por eso estamos
buscando su acciéon sobre un vector V. El pullback de la forma actuando sobre un
vector en T M esta definido por la forma actuando sobre el pushforward del vector en
15 M’

En resumen, hemos visto tres férmulas

(dg, V)|, = V1, (9)
(S, () =V (f9)
(fr' V), = (W L)

De las cuales nos gustaria mostrar que
[ (dg)l, = d(f*g)l,
Tenemos la aplicaciéon sobre un vector V'
(f(dg') . V)I, = {dg", LV )y = (£V) lw(d) = VI, (f*d) = (d(f"9), V),
pero como esto es cierto para cualquier vector V', obtenemos
frdg)l, = d(f 9,

Terminemos esta seccién con una nocién importante, que es la derivada de Lie. Como
ya hemos visto, necesitamos los isomorfismos de pullback y pushforward si queremos
comparar tensores en dos puntos diferentes y, por lo tanto, el valor de un campo ten-
sorial en dos puntos diferentes. Dada un difeomorfismo f : M — M, establece un
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isomorfismo f* : (Tf(p))ZM — (T,), M entre los espacios tensoriales en f(p) y en p.
Mas explicitamente, el tensor en p

[f* (Tf(p))}p =Ty

nos informa sobre la diferencia entre el valor de un campo tensorial en f(p) y su valor
en p. Esta es una cantidad bien definida porque es una diferencia de dos tensores
en el mismo punto p ya que hemos convertido Ty, en otro tensor en p mediante el
pullback. Sin embargo, esta cantidad depende del difeomorfismo f que estamos usando
para relacionar ambos puntos y, si consideramos el flujo local f; generado por un campo
vectorial V| esta cantidad depende tanto de V' como de t.

Definimos la derivada de Lie de un campo tensorial T a lo largo del campo vectorial
V' en el punto p mediante la expresion

(T —T
Eva — hm |:ft ( ft(p)>j|p p'
t—0 t

La derivada de Lie tiene las siguientes propiedades
1. Es lineal.
2. Conserva el tipo, simetrias y contracciéon porque f* lo hace.
3. Satisface la regla de Leibniz (y por lo tanto es una derivada):

Ly(T®S)=LyT®S+T®LyS.

La derivada de Lie de una funcién g a lo largo de un campo vectorial V' esta dada por
la accion del vector sobre la funcion:

EVg = V(Q)a

como se puede ver directamente en la definicién, ya que para valores suficientemente
pequefios de ¢, ffgl, = g[v(t)] = g(p) + tV(g)|,. La derivada de Lie de un vector es

LyU = [V, U] = —-LyV,
es decir, LyvU es un vector tal que, actuando sobre funciones g, da:
(LvU) (9) = VIU(g)] = U[V(g)]-

Para probar esta afirmacion, podemos elegir un pequeno truco. Consideremos la sigu-
iente expresion

Ly (U(9)>
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Como U es un operador lineal sobre f, tenemos
£v(U(9)) = (£vU) g+ U(Lvg)
pero en un sistema de coordenadas dado, tenemos
Ly (U(g) = £v(v.9)
lo que implica que
(L‘VU> 9= "Ly (U“@Mg> - U(cvg)
— Ly (U“&w) — U(V“@,ﬂ)
— Vv, (U“@Mg> —Ua, (V“a@
_ <V”8VU“ _ U”@VV“> 0,9
lo que es verdad por cualquiera funcion g, es decir
LyU = [V, U]

De la misma forma, podemos calcular la derivada de Lie de una 1-forma o, Lyo. Usando
la contraccion entre la forma y un vector, obtenemos

Ly{o, X) = (Lyo, X) + (0, Ly X)

pero (o, X') es un real, lo que implica que
Ly(o,X)=V"0,(0,X")
y tenemos
(0, LvX) = (0, [V, X]) = 0, [V, X]" = 0, (V“@uX” . X“@,M”)
lo que implica que
(Lyo, X) = VIO, (0,X") — o,,(wa#X” - X“&MV”)

= V10,0, X" + 0,X"0, V"

es decir

(Ewr)y = V0,0, + 0,0,V"
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Lyo = (V“ﬁuay + UM&,V“) dx”
Haciendo un calculo similar para una 2-forma, obtenemos
1
Lyo = 5 (V10,005 + 0oy D5V + 0,50,V7) da A dz®

De forma interesante, la derivada de Lie puede ser calculada con la derivada exterior y
el producto interior, usando la identidad de Cartan, para cualquier n-forma w

Lxw = (dix +ixd)w
Lo podemos facilmente verificar para una 1-forma, de hecho
Lxw = (X“@Mwy + w,ﬁ,,X“) dx”
diyw = dixw,dz" = d(X”w#> =0, (X“wu> dx¥ = <w”(9,,X“ + X“&,wu) dx”
ixdw =ix <8l,w#dx” A dm“) = X"Ow,dx" — X"0,w,dz”

4.5 Notacion grafica de Penrose

Existe todo un formalismo de representacion gréafica de estos objetos. Lo podemos
construir a partir de ejemplos en vez de ir en un formalismo abstracto. Los vectores

V = V9, se denotan
—c
y una componente V°

un tensor de tipo (2,0) es

J

una forma se representa al revés
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ot
lo que nos permite obtener una contracciéon de un vector V' y una forma w

obviamente un tensor de tipo (1, 1) se escribe de la forma

iy
&,

una p-forma es representado con p lineas

A
H2
Ho

este objeto es completamente antisimétrico, lo que implica que el intercambio de indices
produce un signo negativo

M Ha
N——Hy #
,;,, o

El producto interior sobre una p-forma nos da una (p — 1)-forma

El producto tensorial es vertical, es decir que el producto tensorial de dos vectores
VeV ies
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lo podemos hacer para formas, pero en este caso si queremos obtener una forma nece-

sitamos una operacion adicional de antisimétrizacion, es decir el producto cuna, w Aw’,
el operador P_ es un operador de antisimetrizacion

Una funcién no tiene indices, su derivada es una 1-forma

o(®)-@—

también la derivada de una 1-forma es

Considerando una 1-forma, w, el producto interior con un vector X de su diferencial,
ixdw es

o @—

aunque dixw es

o @—®)

la formula para una p-forma w, ix(w An) =ixw An+ (—1)Pw Aixn se escribe
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usando la regla

® L —

— (_ 1)# lineas arriba de X —

P

podemos ver simplemente que txix =0

e=c=

4.6 Variedad simpléctica y mecanica clasica

Sea w una 2-forma en una variedad M, es decir, para cada p € M, el mapa w, :
T,M x T,M — R es bilineal antisimétrico en el espacio tangente a M en p, y w, varfa
suavemente en p.

La 2-forma w es simpléctica si w es cerrada (dw = 0) y w, es simpléctica para
todo p € M. Si w es simpléctica, entonces dim7,M = dim M debe ser par, ya que
w no es degenerada. En dimensiones impares, una matriz totalmente antisimétrica es
degenerada en el sentido que tiene un valor propio nulo.

Por lo tanto, podemos definir que una variedad simpléctica es un par (M, w) donde
M es una variedad y w es una forma simpléctica.

Por ejemplo, sea M = R?*" con coordenadas lineales x1, ..., 2., Y1, ..., Yn. La forma

Wy = z”: dx; N\ dy;
i=1

es simpléctica.
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Un simplectomorfismo entre (M7, w;) y (M, ws) es un difeomorfismo ¢ : My — M,
tal que ¢*wy = wy. Recordemos que, por definicién de pullback, en vectores tangentes
u,v € TpM, tenemos (p*w2), (u,v) = (w2),,) (dpy(u), dpy(v)). Esto es relacionado a
las transformaciones canénicas.

Nos gustaria clasificar las variedades simplécticas hasta simplectomorfismo. El teo-
rema de Darboux se encarga de esta clasificacion localmente: la dimension es el tnico
invariante local de las variedades simplécticas hasta simplectomorfismos. Asi como
cualquier variedad de dimensiéon n se ve localmente como R™, cualquier variedad sim-
pléctica de dimensién 2n se ve localmente como (R*", wy). Mas precisamente, cualquier
variedad simpléctica (M?", w) es localmente simplectomoérfica a (R?™, wy).

Es el teorema de Darboux: Sea (M, w) una variedad simpléctica de dimension 2n, y
sea p cualquier punto en M. Entonces existe una carta de coordenadas (U, x1,- - , Tp, Y1,

.., Yn) centrada en p tal que en U

w = Zn:da:i A dy;.

i=1

Para reproducir la mecénica clasica, debemos construir un vector que nos indica el
flujo en este espacio de fase. Sabemos que a partir de una funciéon H es facil construir
una forma dH, pero ahora gracias a la estructura simplectica, tenemos una forma
tnica de construir un vector a partir de esta forma (en geometria riemaniana, usamos
la métrica). Gracias al hecho que la 2-forma w no es degenerada, existe un tnico campo
vectorial Xy (campo vectorial hamiltoniano) tal que

iXHw =dH
o de forma equivalente

VY, ix,w(Y)=dH(Y)
& VY, wXg,Y)=dH(Y)
Por ejemplo, si M = R?, H = %2 + q2—2 y w = dq A dp, en este caso podemos verificar que
el vector

0 0
Xg=p— —qg—
H p@q q@p

es el campo vectorial soluciéon de la ecuacion previa. De hecho,

ixyw = pdp —q(—dq) = dH

- 106 —



La conservacion de la energia se traduce por la idea que el hamiltoniano se conserva a
lo largo de las curvas Xpg, es decir que

Lx, H =
Esta ecuacién es trivial, ya que
EXHH = iXHdH -+ diXHH = iXHdH = iXHiXHw = w(XH,XH) =0

Sea M = R?" con coordenadas (qi, - ¢, p1,** ,Pn), una funcion H : R* — Ry una
2-forma

w = i dq; N dp;
i=1

el campo vectorial hamiltoniano es

" /0H 0 OH 0
XH:;(api dq; - dq; api>

De hecho
OH o0H
' = —dp; + —dq;, = dH
Observamos que la curva integral de X es
dt N 8}91

es decir las ecuaciones de Hamilton.
Podemos definir el corchete de Poisson de dos funciones f y g

{fag} = W(XﬁXg)

De hecho como

~/0f @ of
A= 2.21(3%' dq; +api api>

Xy = (gjl (98% * g;]z 8?9)

g =
i=1
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y usando la 2-forma canénica w =) . dg; A dp;, obtenemos

. - (N=Of , Of ~(0f 99 0f 9
X5, X,) = = 5, dpi — ) = -

Para terminar esta seccion, es interesante ver la diferencia entre dos tipos de vec-
tores. Sea (M,w) una variedad simpléctica, un vector X que preserva la 2-forma

EX(,L):O

se llama un campo vectorial simpléctico. Por otro lado, un campo vectorial X es de
Hamilton si

ixw =dH

Podemos preguntarnos cuando estas dos nociones son equivalentes. Veamos que un
campo vectorial es simpléctico si la 1-forma iyw es cerrada, de hecho

din = (dZX +lxd)w = £XW =0

pero si X es un campo vectorial hamiltoniano, por definiciéon es exacto ya que ixw =
dH . Los espacios de formas cerradas y exactas no son necesariamente iguales, depende
de la estructura global de nuestra variedad (ver un curso sobre la cohomologia de de
Rham). En conclusiéon un campo vectorial simpléctico es hamiltoniano depende de la
estructura global y no local de la variedad, es decir si la variedad tiene huecos o no. Y
podemos también concluir que si localmente, nuestros abiertos son contréctil, todas los
campos simplécticos son hamiltoniano.

En consecuencia, todos los campos vectoriales hamiltonianos son simplécticos, pero
lo contrario no es cierto. Localmente, sin embargo, el lema de Poincaré garantiza que
todo campo vectorial simpléctico es hamiltoniano.

Esta diferencia tiene muchas aplicaciones en fisica. Por ejemplo, sobre las can-
tidades conservadas. Si el campo vectorial es hamiltoniano, tenemos una cantidad
conservada, pero si el campo vectorial es simpléctico pero no hamiltoniano, tenemos
que trabajar la topologia de nuestro sistema para ver si una cantidad es conservada.
También es un tema que aparece en sistemas con ligaduras. Existen ligaduras de dos
tipos seguin la nomenclatura de Dirac, de primera clase, son ligaduras asociadas a un
campo vectorial hamiltoniano y por lo tanto cantidad conservadas aunque las de se-
gunda clase son asociadas a campos vectoriales simpléctico.

Para un campo vectorial simpléctico, la forma de Liouville (L = w™/n!) es conser-
vada. De hecho, es facil de verificar que

L:ﬁin/\dpi

=1
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es decir que la forma de volumen es conservada lo que corresponde al teorema de
Liouville. Obviamente el hecho de conservar la forma simpléctica a lo largo de un
vector simpléctico es mas fuerte que el teorema de Liouville.

Las transformaciones candnicas son las transformaciones que preservan la forma de
volumen, es decir que bajo una transformacion (¢, p) — (Q, P), tenemos

dg Ndp =dQ NdP

Son transformaciones generadas por un vector simpléctico, son simplectomorfismos. De
esta conservacion de volumen, podemos identificar 4 formas que son cerradas

0, = pdg — PdQ)
0y = pdq + QdP
03 = —qdp — PdQ)
0y = —qdp + QdP

De hecho df; = dp Adg — dP N dQ = —dq N\ dp + dQ N dP. Pero, localmente por el
teorema de Poincaré, son exactas, es decir que existe una funcion F; tal que dF; = 6;,
es decir por ejemplo

dFy = pdq — PdQ

lo que corresponde a una funciéon generatriz de primer tipo.

En el caso de tener una transformacion canénica que depende del tiempo, tenemos
que extender el espacio de fase para introducir dt y su momento conjugado. En este
caso, podemos definir una forma (conocida como el invariante integral de Poincaré-
Cartan)

ol =pdg— Hdt

Este espacio de fase extendido o un espacio R*"*! consiste en el espacio de fase (R**) con
la adicién del tiempo o (p,q,t). La derivada exterior do' es una 2-forma diferencial.
La dimension impar implica que siempre hay alguna direcciéon (o vector V') tal que
do'(V,n) = 0 para todos los vectores n y esta direccion, V, la asociamos con las
ecuaciones de movimiento. Los flujos a lo largo de esta direccion también se llaman
lineas de vortice. La derivada exterior

H H
do' =dp Ndg — a—alq/\dt— 8—dp/\dt
dq dp

Consideremos el vector

OHO OH O 9

dq 3p+(9_p@q+a
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Insertemos esto en do'!

OH OH OH OH OH OH OH OH
1 o, o o o, o oH onon
do* (V,*) = 9 dq o dp + ap dp + 34 dq q 0p dt + 90 Op dt

=0

Entonces, nuestro vector V' es de hecho la direccion que define las lineas de vortice.
Pero observa nuevamente el vector V:

OHO O0HO 0

“Oq0p  pog ot
0 8
Jq at

— Pa- 45

op

El flujo generado por el vector V' satisface las ecuaciones de Hamilton. En resumen, a
lo largo de este flujo, tenemos que nuestra 2-forma do! se conserva. Podemos definir la
1-forma

0, = pdg — Hdt — PdQ + Hdt

con H el nuevo hamiltoniano con las variables (@, P). Esta forma es cerrada df; = 0
y por lo tanto localmente exacta

dFy, = 0, = pdqg — Hdt — PdQ + Hdt
lo que corresponde a la funciéon generatriz de primer tipo dependiendo del tiempo.

4.7 Sistemas integrables

Sea M una variedad de dimension 2n, un sistema hamiltoniano (M,w, H) es (com-
pletamente) integrable en el sentido de Liouville si existen n funciones (fi,--- f,,) tal
que

1. (f1,- - fn) son funciones independientes
Decimos que fi,..., f, € C°°(M) son independientes si (dfi),,...,(df.), son lineal-
mente independientes en (casi) todos los puntos de algiin subconjunto denso de M. Por
ejemplo, si consideramos M = R? y fi(z,y) =z, folz,y) = (2* + y*)/2, obtenemos
dfl =dx
dfy = xdx + ydy
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Estos 2 formas son independientes en todo R? excepto en la linea y = 0, por esa razén
hemos usado en la definicién la palabra "casi".

Un sistema definido en R* con coordenadas (g1, 2, p1, p2) y hamiltoniano tal que
H = (p? + p3)/2 es integrable. Usando f; = H y fo = pig2 — p2q1, observamos que
{f1, f2} = 0y dfi = pidp1 + padpy aunque dfy = —padqy + pidgs + qodpy — qudp, son
libre o indpendientes si (py, p2) # 0.

Sea f = (f1,"+, fa): M — R™ aplicaciones suave. Se dice que

e a € R" es un valor regular si f~!(a) forma una familia de funciones libre.
e a € R" es un valor critico si f~!(a) forma una familia de funciones no libre.

De lo cual podemos enunciar el teorema de Liouville-Arnold: Sea (M,w, H, f1,--+ , fa)
un sistema hamiltoniano integrable en el sentido de Liouville, localmente podemos
encontrar un sistema de coordenadas canénicas (¢q, -+, ¢n, I1,- -+, I,) tal que

H=H(I,--1,)
Via fz:fz<[17 7[n)

Sea a € R™ un valor regular de f = (f1,---, fn) tal que f~'(a) es compacto y conexo,
entonces existe un abierto alrededor de a tal que f~'(a) es difeomorfo a un toro de
dimension n. Se dice que (¢, -+, ¢, [1,- -+, I,) son coordenadas accion-angulo y ¢;
es 27 periddico, es decir que la trayectoria queda sobre un toro.

En este sistema de coordenadas, obtenemos

. OH
¢i = ol
. 0H
O
es decir que tenemos la solucién
Ii(t) = 1;(0)
¢i(t) = ¢i(0) + wit

con las frecuencias constantes w; = 0H/JI;. En este caso, observamos que las fre-
cuencias w; nos informan si las trayectorias son periddicas, es decir cerradas o si la
trayectoria es densa sobre el toro. De hecho, si n = 2, y si el sistema es integrable,
tenemos 2 frecuencias. Si wy/we es un racional, las trayectorias son cerradas y por lo
tanto periodicas, pero si w;/ws no es un racional, las trayectorias son densas sobre el
toro.
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Podemos obviamente tener mas funciones integrables para un sistema. Por ejemplo,
si tenemos 2n — 1 funciones integrables, el sistema es llamado super-integrable y el
movimiento del sistema es periddico. Es lo que tenemos por ejemplo para el problema
de Kepler, por lo cual tenemos 8 cantidades conservadas, 3 momentos asociados al
centro de masa, 3 momentos angulares, la energia y el vector de Laplace-Runge-Lenz,
lo que implica que el sistema es super-integrable y por lo tanto periédico.

La fisica de los sistemas integrable es poco interesante ya que no representan sis-
temas fisicos. Si definimos un sistema hamiltoniano que es una perturbaciéon de un
sistema, integrable, queremos saber si los toros se deforman un poco o si el sistema
cambia totalmente de naturaleza

H(¢17'“ 7¢najla"' 7In) :HO([17'” 7In)+EH1<¢17'“ 7¢najla"' 7In)

La respuesta a esta pregunta viene por el teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM).

El teorema KAM afirma que, bajo ciertas condiciones, la mayoria de los toros
invariantes del sistema no perturbado (aquellos para los cuales el vector de frecuencia
w(I) satisface una condiciéon de no resonancia) sobreviviran a la perturbacion. Estas
condiciones incluyen:

1. No degeneracion: La matriz hessiana de (Hy) respecto a las variables de accion
(I) es no degenerada en todos los puntos, es decir, la matriz hessiana es invertible

0% H,
OI,01,

det< );Ao

2. Condicion de no resonancia: El vector de frecuencia w(l) debe satisfacer una
condicion diofantina, es decir, existen constantes v > 0y 7 > n — 1 (donde n es
el namero de grados de libertad) tales que:

Y
| kvw> 2_
(k,w)| i

para todos los vectores enteros k # 0, donde (k,w) denota el producto punto.

3. Suavidad: El hamiltoniano H(I,0) debe ser suficientemente suave, tipicamente
requiriendo ser analitico o al menos C* (infinitamente diferenciable).

4. Pequenez de la perturbacion: La perturbacion eH; debe ser suficientemente pe-
quena en relaciéon con el hamiltoniano no perturbado Hy.
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Para el caso n = 2, podemos reescribir la condiciéon de no resonancia de la siguiente
forma. Existe un real m > 2 y una aplicacion k£ : Rt — R, con k(0) = 0, tal que

Wwa q

“ Bl %
con p/q un racional. Es decir que w;/wy debe ser suficientemente lejano de un racional.

Este teorema muy abstracto tiene una aplicaciéon astrofisica maravillosa. Si con-
sideramos el sistema sol-jipiter-asteroides. Sabemos que el sistema que describe el sol
y jupiter o el sol y un asteroide es un sistema integrable descrito por el problema de
Kepler a lo cual agregamos el hamiltoniano perturbativo que describe la interaccion de
los asteroides y de jupiter. Si llamamos w; la frecuencia de la 6rbita de jupiter y wa
las frecuencias asociadas a los asteroides. El teorema KAM nos indica que los aster-
oides tendréan un movimiento poco deformado si wy/w, es suficientemente lejano de un
racional pero que su movimiento podria ser cadtico en el caso contrario. Eso implica
que los asteroides presenten en el cinturén de Kuiper que han tenido una frecuencia cer-
cana a la frecuencia de jupiter por un racional, se encontraron con una orbita cadtica y
fueran expulsadas del cinturén. En resumen, el teorema KAM predice que no deberian
existir asteroides en el cinturéon de Kuiper cuya frecuencia de érbita es proporcional a
la frecuencia de orbita de jupiter.
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Se observan asteroides que no existen en el cinturén de Kuiper, con exactamente
las frecuencias predichas por el teorema KAM.
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