
FIS1330 - F́ısica 2

Licenciatura en Matemáticas Tarea 2 - Corrección

1. Cáıda libre

Hemos obtenido en clase, el lagrangiano bajo algunas aproximaciones

L ≃ 1

2
m

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+mω(−yẋ cosα+ ẏz sinα+ ẏx cosα− ży sinα)−mgz

con α la latitud y ω la velocidad angular de la Tierra.
De lo cual podemos obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange

mẍ = 2mωẏ cosα
mÿ = −2mω(ẋ cosα+ ż sinα)
mz̈ = −mg + 2mωẏ sinα

⇒


ẍ = 2ωẏ cosα
ÿ = −2ω(ẋ cosα+ ż sinα)
z̈ = −g + 2ωẏ sinα

Haciendo una integración de estas ecuaciones, nos da
ẋ = 2ωy cosα

ẏ = −2z
(
x cosα+ (z − h) sinα

)
ż = −gt+ 2ωy sinα

donde hemos usado las condiciones iniciales que corresponden a velocidad inicial nula a partir de una altura
z = h.
Usando las ecuaciones para (ẋ, ż) en la ecuación de ÿ, obtenemos

ÿ + 4ω2y = 2ωgt sinα

La solución particular es

yp =
1

2

g

ω
t sinα

lo que nos permite obtener la solución completa

y =
1

2

g

ω
t sinα+A cos(2ωt) +B sin(2ωt)

pero como y(0) = 0, tenemos A = 0, y de la condición y′(0) = 0 obtenemos B = − g
4ω2 sinα

y =
1

2

g

ω
t sinα− g

4ω2
sinα sin(2ωt)

Como ω ≪ 1, obtenemos

y =
1

3
gω sinα t3

A partir de lo cual podemos deducir (x, z) al primer orden en ω

ẋ = 0 +O(ω2)

ż = −gt+O(ω2)

es decir

x(t) = 0 +O(ω2)



y(t) =
1

3
gω sinα t3 +O(ω2)

z(t) = −1

2
gt2 + h+O(ω2)

Veamos que al primer orden, tenemos un desplazamiento hacia el este. El tiempo de cáıda τ se obtiene cuando
z = 0, es decir

τ =

√
2h

g

lo que implica que el desplazamiento hacia el este es

y =
1

3
ω
(2h)3/2
√
g

sinα

Al nivel del ecuador, α = π/2, obtenemos

si h = 100 m, y = 2 cm

si h = 500 m, y = 25 cm

2. Escalera que desliza

Tenemos

−−→
OG = r(cos θe⃗y + sin θe⃗x)

v⃗G = rθ̇(− sin θe⃗y + cos θe⃗x)

a⃗G = −rθ̇2(cos θe⃗y + sin θe⃗x) + rθ̈(− sin θe⃗y + cos θe⃗x)

= r
(
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ

)
e⃗x − r

(
θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ

)
e⃗y

El centro de masa tiene un movimiento circular hasta cuando la escalera no esta apoyada. Cuando la resultante
de las fuerzas en la dirección x es nula, no hay contacto con la pared. Lo que implica que en ese momento de
no contacto, su aceleración horizontal es nula.

La única componente no nula del tensor de inercia es

I33 =

∫
λ(x′ 2 + y′ 2)dl

con dl a lo largo de la escalera, es decir dl = dx′ además de tener
y′ = 0.

I33 =

∫ r

−r
λx′ 2dx′ =

2

3
λr3 =

1

3
mr2

La enerǵıa cinética es

T = TCM + Trot

con

TCM =
1

2
mv2G =

1

2
mr2θ̇2

2



aunque la enerǵıa de rotación es

Trot =
1

2

∑
ij

Iijωiωj =
1

2
ω2
3I33 =

1

2
θ̇2I33 =

1

6
mr2θ̇2

La enerǵıa potencial es

V = mgyG = mgr cos θ

lo que implica

L =
1

2
mr2θ̇2 +

1

6
mr2θ̇2 −mgr cos θ

=
2

3
mr2θ̇2 −mgr cos θ

la ecuación es

4

3
mr2θ̈ = mgr sin θ

es decir

θ̈ =
3g

4r
sin θ

Integrando esta ecuación, obtenemos

1

2
θ̇2 = −3g

4r
cos θ +A

Sabiendo que el sistema comienza cuando θ = 0 y θ̇ = 0, es decir

θ̇2 =
3g

2r
(1− cos θ)

Con las ecuaciones de θ̈ y θ̇ y la ecuación de no contacto con la pared, obtenemos

cos θ = 2/3

es decir θ ≃ 48, 2°.
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