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Licenciatura en Matemáticas Tarea 1 - Corrección

1. Trayectoria a lo largo de una superficie

1/ El lagrangiano del sistema es

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz + λ(z − x2 − y2 + xy)

con λ un multiplicador de Lagrange. La variación del sistema con respecto a (x, y, z, λ) es

mẍ = (y − 2x)λ

mÿ = (x− 2y)λ

mz̈ = −mg + λ

0 = z − x2 − y2 + xy

Usando las 2 últimas ecuaciones, tenemos

λ = mg +mz̈ = mg +m
(
ẍ(2x− y) + ÿ(2y − x) + 2(ẋ2 + ẏ2 − ẋẏ)

)
lo que nos permite obtener a partir de las 2 primeras ecuaciones, el sistema siguiente

ẍ = g(y − 2x) + (y − 2x)
(
ẍ(2x− y) + ÿ(2y − x) + 2(ẋ2 + ẏ2 − ẋẏ)

)
ÿ = g(x− 2y) + (x− 2y)

(
ẍ(2x− y) + ÿ(2y − x) + 2(ẋ2 + ẏ2 − ẋẏ)

)
2/ El punto de equilibrio, se encuentra para ẋ = ẏ = ẍ = ÿ = 0, lo que implica y − 2x = x− 2y = 0, es decir

x = y = 0.

3/ Como el punto de equilibrio se encuentra en x = y = 0, la expansión alrededor de este punto será la
siguiente

x = 0 + δx , y = 0 + δy

Al primer orden, tenemos

δ̈x+ 2gδx− gδy = 0

δ̈y + 2gδy − gδx = 0

Buscamos una solución de la forma δx = δx0e
iωt y δy = δy0e

iωt, lo que implica

(2g − ω2)δx0 − gδy0 = 0

− gδx0 + (2g − ω2)δy0 = 0

Este problema, tiene una solución trivial δx0 = δy0 = 0 que no buscamos. Por lo tanto, hay una solución no
trivial si el determinante del sistema siguiente es nulo(

2g − ω2 −g
−g 2g − ω2

)
Lo que corresponde a (2g − ω)2 − g2 = 0, es decir ω = {−

√
3g,−√

g,
√
g,
√
3g}. Los modos normales son

(
√
g,
√
3g)



4/ Para resolver completamente el problema, tenemos que encontrar los valores de δx0 y δy0 para cada modo
normal. Para ω = ±√

g, tenemos

gδx0 − gδy0 = 0

−gδx0 + gδy0 = 0

es decir δx0 = δy0. Y para ω = ±
√
3g, tenemos

−gδx0 − gδy0 = 0

−gδx0 − gδy0 = 0

es decir δx0 = −δy0. Por lo tanto las soluciones finales son

x = Aei
√
gt +Be−i

√
gt + Cei

√
3gt +De−i

√
3gt

y = Aei
√
gt +Be−i

√
gt − Cei

√
3gt −De−i

√
3gt

lo que podemos también escribir (después de una redefinición de las constantes)

x = α cos(
√
gt) + β sin(

√
gt) + γ cos(

√
3gt) + δ sin(

√
3gt)

y = α cos(
√
gt) + β sin(

√
gt)− γ cos(

√
3gt)− δ sin(

√
3gt)

Inicialmente, la part́ıcula es dejada de una posición sin velocidad, por lo tanto β = δ = 0, es decir

x = α cos(
√
gt) + γ cos(

√
3gt)

y = α cos(
√
gt)− γ cos(

√
3gt)

Si queremos una oscilación solamente del modo más alto, tenemos que tener α = 0 es decir una condición inicial
x0 = −y0.

2. Oscilaciones acopladas

La posición de la primera masa es, ℓ sin θ1e⃗x − ℓ cos θ1e⃗y, aunque la posición de la segunda masa es, ae⃗x +
ℓ sin θ2e⃗x − ℓ cos θ2e⃗y, con a la distancia entre los dos hilos cuando θ1 = θ2 = 0. La enerǵıa potencial total es

V = −mgℓ cos θ1 −mgℓ cos θ2 +
1

2
kℓ2

(
(cos θ2 − cos θ1)

2 + (sin θ2 − sin θ1)
2
)

y la enerǵıa cinética es

T =
1

2
mℓ2

(
θ̇21 + θ̇22

)
El lagrangiano es

L =
1

2
mℓ2

(
θ̇21 + θ̇22

)
+mgℓ cos θ1 +mgℓ cos θ2 −

1

2
kℓ2

(
(cos θ2 − cos θ1)

2 + (sin θ2 − sin θ1)
2
)

En la aproximación de pequeñas oscilaciones, el lagrangiano se reduce a

L =
1

2
mℓ2(θ̇21 + θ̇22)−

1

2
mgℓ(θ21 + θ22)−

1

2
kℓ2(θ2 − θ1)

2

lo que nos permite obtener las ecuaciones de movimiento

θ̈1 +
(g
ℓ
+

k

m

)
θ1 −

k

m
θ2 = 0

θ̈2 −
k

m
θ1 +

(g
ℓ
+

k

m

)
θ2 = 0

A partir de lo cual podemos facilmente obtener los modos normales {g/ℓ, g/ℓ+ 2k/m}
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