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1. Fuerza central
El lagrangiano es

L= %m [7'"2 +r20% + (r*sin®0) ¢2} —V(r)

donde ¢ es el dngulo azimutal y ¢ es un dngulo. Los momentos conjugados se denominan p,,py y pg. Las
ecuaciones que los definen son
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Invirtiendo estas ecuaciones se obtiene
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El hamiltoniano es
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donde la energia cinética T es la suma de los tres primeros términos. Las ecuaciones canénicas de Hamilton en
estas variables son

7;:8]{_&
“op, m’
G=9H _ 1o
~ Opg  mr?’
. O0H P,
b= =—5"

Apy  mrlsin?6’

OH 1 [, D5 ,
= — = — —V'(r),
br or  mr3 [p9 + sin® 6 ] (r)

OH pi cos 6

Po = 00 mr2sin36’
p¢_ 8¢ - .

Si py(0) = 0, la tltima de las ecuaciones implica que pg(t) = 0 para todo ¢. Entonces las ecuaciones candnicas
pasan a ser
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De ¢(0) = 0 y de estas ecuaciones se deduce que ¢(t) = 0 para todo t : el movimiento se mantiene en el plano
¢ = 0. El resultado es el sistema de dos grados formado por las tres ecuaciones no triviales. Tenemos que py es
una constante del movimiento. Se trata del momento angular en el plano ¢ = 0, llamado £ en el problema de 2
cuerpos.

2. Potencial cuadratico

Las ecuaciones de movimiento son
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Claramente, hay un solo punto fijo en ¢ = 0 y p = 0. Es un punto estacionario. En cualquier otro punto del
espacio de fase, el sistema siempre evoluciona. Las curvas de energia (H) constante corresponden a elipses. El
elipse de eje nulo corresponde al punto estacionario.
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3. Potencial cuadratico repulsivo

Las ecuaciones de movimiento son
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Claramente, hay de nuevo un solo punto fijo en ¢ = 0 y p = 0. Pero si hacemos un estudio alrededor de este punto,
obtenemos que este punto es hiperbdlico segtin la nomenclatura de los sistemas dindmicos. En nuestro caso, el
sistema es trivial ya que es lineal. En caso de un sistema no-lineal, podriamos linearizar el sistema alrededor del
punto fijo y predecir el comportamiento alrededor de este punto. Se llama el teorema de Hartman—Grobman,
ocurre cuando los valores propios del sistema linearizado no tienen una parte real nula.

De forma generica, el estudio alrededor de un punto fijo se hace de la forma siguiente. Consideramos el sistema
dinamico siguiente



y=g(z,y)

con un punto fijo en (z,y) = o, yo es decir f(xo,yo) = g(zo,yo) = 0. Suponiendo que el punto fijo es hiperbolico,
podemos escribir x = xg + dx v y = yo + dy, lo que nos permite obtener

6z = f(xo + 6z, yo + Oy) ~ g;(xowo) ox + g;(xo,yo) oy
Sy = g(xo + 0, yo + Oy) ~ gz(ﬂ?m Yo) 0z + gZ(mo, Yo) 0y
es decir
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El estudio de los valores propios y vectores propios de la matriz nos permite clasificar el tipo de punto fijo.
Escribimos los dos valores propios como A1 y Ag.

Valor propio Comportamiento
A, A ER; A,A <0 Nodo estable
A, ER; A,A>0 Nodo inestable
)\1, )\2 S R; . .
M > 00 <00 <02 >0 Punto silla (inestable)
)\1:—a—bi,)\gz—a+bior)\1:—a+bz’,)\2:—a—bz’ .
abeRab>0 Espiral estable
AM=a—-bi, a=a+bior \{ =a+bi,\a =a—0bi .
abeR ab>0 Espiral inestable
)\1 = —bi,)\g = bi or )\1 = bi,)\z =-b
beR:D> 0 Centro estable
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Centro estable Espiral estable Nodo inestable



En nuestro problema, tenemos un punto silla

H=+1

4. Péndulo simple
El lagrangiano de este sistema es
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L= 57711)202 + mglL cos 6
y el hamiltoniano
_
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las ecuaciones son
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Los puntos fijos se encuentran en (§ = nw,py = 0) con n € Z. Estudiaremos solamente los valores n = {—1,0, 1}
ya que se repiten por periodicidad. La matriz del sistema linearizado cercano a los puntos fijos es

1
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con valores propios (—1)(”“)/ 2./g/L, 1o que corresponde a un centro para n = 0 y para un punto silla para
n = +£1.



