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1. La cáıda de un cubo

Podemos hacer el calculo a partir del centro de masa o a partir del punto de contacto. A partir del punto de
contacto, tenemos

T =
1

2
I(O)
yy θ̇2 =

1

2

(2
3
ML2

)
θ̇2 =

1

3
ML2θ̇2

A partir del centro de masa, tenemos
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Por otro lado, la enerǵıa potencial es
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lo que nos permite obtener el lagrangiano
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y la ecuación
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que podemos integrar para obtener
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donde hemos usado la condición inicial, θ̇(t = 0) = 0. Al momento del impacto, θ = π/4, lo que nos da
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2. Disco que rueda por encima de una sección semicircular

El centro de masa se encuentra en R⃗CM = (R+ a)e⃗r, lo que implica

TCM =
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Tenemos también la enerǵıa de rotación de la pequeña esfera
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I33 = σ
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donde hemos usado que σ = m/πa2. La enerǵıa potencial es mg(R+ a) cos θ.
Es importante ver que los dos ángulos (θ, ϕ) no son independiente. La velocidad del centro de masa es (R+ a)θ̇
pero al mismo tiempo es aϕ̇ es decir

(R+ a)θ̇ = aϕ̇

lo que implica
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lo que nos permite obtener
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Integrando esta ecuación, tenemos

θ̇2 =
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donde hemos usado la condición inicial, θ̇ = 0 cuando θ = 0. Para resolver el problema, necesitamos la condición
de no contacto entre los dos discos, es decir que no tenemos fuerza normal en la dirección radial. Sabemos que
la ecuación de Newton en la dirección radial es

mar = Fr = Nr −mg cos θ

con Nr la fuerza normal. La condición de no contacto es entonces ar = −g cos θ. Pero como

−−→
OM = (R+ a)e⃗r

v⃗ = (R+ a)θ̇e⃗θ

a⃗ = (R+ a)θ̈e⃗θ − (R+ a)θ̇2e⃗r

es decir ar = −(R+ a)θ̇2, lo que implica
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Usando las dos ecuaciones, obtenemos
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es decir cos θ = 4/7 o θ ≃ 55◦

3. Disco semicircular

Primero buscamos la posición del centro de masa.
Para un sistema discreto
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lo que implica que para un sistema continuo
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con dm = σrdrdθ, lo que nos permite obtener
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obtenemos
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Según el teorema de los ejes paralelos I
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Por lo tanto
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lo que nos da

I
(CM)
33 =

1

2
Mr2 −My2CM =

1

2
Mr2 − 16

9π2
Mr2 =

1

2
Mr2

[
1− 32

9π2

]
La enerǵıa de rotación es
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y la enerǵıa potencial
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A la enerǵıa de rotación, debemos sumar la enerǵıa cinética del centro de masa
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Observamos de la figura que

xCM = s+ d sin θ

yCM = r − d cos θ

es decir

ẋCM = ṡ+ dθ̇ cos θ

ẏCM = dθ̇ sin θ

con s la longitud del arco, es decir s = r
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)
o ṡ = −rθ̇, lo que implica
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con d = 4r/3π. Podemos derivar la ecuación e integrarla o bien directamente considerar que es la enerǵıa y que
se conserva. La enerǵıa es
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la enerǵıa inicial es E = mgr, lo que implica
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Cuando θ = 0, obtenemos

1

2
M

(
d2 + r2 − 2rd

)
θ̇2 +

1

4
Mr2

[
1− 32

9π2

]
θ̇2 =

4

3π
mgr

es decir
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