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1. La historia del aro y el resorte
El lagrangiano en el sistema de referencia no inercial es

1 1 .
L= 5mz72+§m(wxf)2+mﬁ- (& X 7) —mi- A(t) = U

Comenzamos con el calculo de la aceleracién del punto O’ considerado como el centro del sistema de referencia
no inercial. El punto O’ tiene una rotacién con respecto al eje de rotacién. Su velocidad es

V(t) = Q x (—2R)é, = —2ROE, x & = 2ROE,
con €, el vector a lo largo del eje (O’'O). La aceleracién es
A(t) = Q x V(t) = 2RQ?%e,
Para el lagrangiano, necesitaremos

7 A(t) = 2R*Q?(cos 0, + sin ey) - ey
= 2R*0% cos b

con 7 la posicién de la masa m. Las otras componentes son simple de calcular

%mﬁg = %mRQQQ
U =mgRsinf + %kRQGQ
Oxi= QRey x (cosbe, + sinfe,) = —QR cos e,
T (Qx7) =0

Lo que nos permite obtener
L= %mR292 —mgRsinf — %kRQHZ + %mRQQ2 cos? § — 2mR*Q? cos 0
y la ecuacién de la dindmica de la masa
0 = —% cosf — %0 +202%sin 6 — %QQ sin 20

Cuando ¢ = 7, queremos 6 =0, lo que nos da

2. Un tirador

En el sistema de referencia no inercial el punto B no se mueve, se encuentra siempre en t = Ry y = 0 y el
punto A se encuentra en (—R,0). En este sistema de referencia, el lagrangiano que describe el movimiento de
la bala es

1 1 .
L:§m172+§m(u7xf')2+m17-(c3xf')—mF-A(t)—U



Tenemos dos sistemas de referencia. El sistema no inercial se encuentra centrado en O y gira a a una velocidad
angular w aunque el otro sistema, inercial, se encuentra en el centro O con ejes fijos. Por lo tanto, tenemos

—

At)=0

Podemos despreciar la energia potencial de gravitaci’on n este problema, U = 0.
Para las otras componentes del lagrangiano, tenemos

es decir

1 1
L= om(i® + %) + gmw?(2® + ) + mw(zy — ya)

Como asumimos que vy > Rw, el segundo termino es despreciable en comparacion con el tercer
1 .92 .9 . .
L= gm(w +9°) + mw(zy — yi)
lo que nos permite obtener el sistema

T —2wy =0
1+ 2wx =0

que resolvemos facilmente

z(t) = A+ v cos(2wt + @)
y(t) = B — ysin(2wt + ¢)

Usando las condiciones iniciales
z(t=0)=—-R, y(t=0)=0, @(t=0)=wvocosa, y(t=0)=uvpsinc

obtenemos

z(t)=—-R+ ;}TOJ sin o + ;j—z sin(2wt — )
y(t) = —;}—2) cos a + ;% cos(2wt — )
Cuando la bala llega en B, en el tiempo 7, (1) = Ry y y(7) = 0 lo que nos permite obtener 7 = a//w, es decir
P sina = 2R
w

Pero como « debe ser pequeno
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