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El problema restringido de los tres cuerpos

1/ De forma generica, tenemos

1 X 1 iR 1 59 Gm1m2 Gm1m3 Gm2m3

2 2
L = —my7 + —maty + —mary + 5——= -——= S5
2 2 2 |T2—T1| ’7’3—7“1| |7“3—7“2|
La variacién con respecto a # nos da
-, T — 71 T3 —T1
m=Gmyz——=+Gmy=——
|T2 —T‘1| |T‘3 — 71
De forma similar, encontramos
- 71— T2 T3 — T2
Ty = Gmi———75 + Gmgs 3
|71 — 73] |73 — 7
y
-, T — T3 Ty — T3
r3=0Gmi———=3 +tGmaz——=3
|71 — 73] |79 — 75

Lo que es un sistema muy complicado. Jacobi simplifico el problema con nuevas variables, llamadas coordenadas
de Jacobi, donde se introduce el centro de masa

Jl = 7?2 — 771

> L maT1 +marh

Jo = rg— ————
mi + ms

» m17] + maia + mars

mi1 + mg + mg3

El lagrangiano se transforma en

Gm1m2 Gm1m3 Gm2m3

L= —
J1| |Jo —

mime_ o (m1 + mo)ms f22+(m1+m2+m3)f32+

m1 + meo ! m1 + mg + ms |j1| |J2+ J1|

mi —i—mg mi +m2

De lo cual, veamos que la dinamica de J3 de desacopla por ser una variable ciclica. El centro de masa tiene un
movimiento independiente.

2/ En el caso de 2 particulas (ver clase) sabemos que el movimiento es plano y se reduce al lagrangiano
siguiente

1 . . Gmim
L= fu(T‘Q + 7‘292) + 2
2 T
con (hemos definido 7o = 0)
. mims
o= m1 + ma
., mg
= r
my + mg
., mp
=— 7



Las ecuaciones de movimiento son

: Gmim
.. 2 17782
uit = pure* — —z
pr20 = Cse = ¢ el momento angular
Usando estas ecuaciones, llegamos a
.. 62 Gmlmg
rP=— =
BT = s 2
La trayectoria es circular si 7 = ¥ = 0 es decir
0? Gmim 0
-T2 20 = =
ury T pGmims
La velocidad angular es w = 6 = [ /urd es decir
2 52 Gm1m2 G(m1 + mg)
w = = =
prg g o

3/ Trabajando en el sistema de referencia no-inercial del sistema binario

Y
e
"¢’ '7”23 : r13
m '¢"' my ’ l'
2"4' < m) +mjp 0 R !
m
m1+mzr ml x
centro de masa
tenemos para la tercera masa
1 . . 1 . . Gmimz  Gmaom;
L= —m3(i? + 9%) + =maw?(z? + v*) + maw(zy — yi) + ULV 20
2 2 713 793
1 . ) Gmim Gmam
= ,m3<(x —wy)® + (y+wm)2) g8 T
2 713 723
con (por teorema de Pitdgoras)
2 m )2 2 2 ( mi )2 2
rig=\(r———ro) +y°, ry3 =\T+ ——rg) +
13 ( m1+m20 Y 2 m1+m20 4
Por lo tanto, el lagrangiano final es
1 . . Gmim Gmaom
L= gm3 ((x —wy)? + (§ + wx)2) + = + 22




4/ Obtenemos
o, Om (o 72) Gms (@ + 7223

T — 2wy =wr— ; 373 373
(o) vue) (o4 2) +02)

Gmq Gma
-y

2 3/2 2 3/2
() +0) (v ) )

5/ Buscamos puntos tales que t =y =% =9 =0

i+ 2wi = w?y —y

, Gm (o g Gma (a+23%)
w r — — =
3/2 3/2
__marg 2 2 / _miro 2 2 /
x mi+ma +y T+ mi+ma +y
G G

2 3/2 9 3/2
() +0) () =)

6/ Para y = 0, tenemos

Gmy (:c - M) Gmgo (w + “Tufo )

2 mi+ma mi+ma
w r =
maro 3 _miro 3
‘:L‘ T mitmg ‘$ + mi1+ma2
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posiciones de m; y m,

Representando la parte derecha y izquierda de la ecuacién, veamos que hay 3 soluciones que se encuentran antes,
entre y después de las 2 masas.

7/ Siy # 0, tenemos

w? = Gmy i Gma

5 3/2 3/2
() +0) (o) +02)

Ocupando esta ecuacién con la primera, tenemos

1 1

2
(o aes) )

3/2



Es decir r13 = r23, lo que implica

2 _ G(m1 +m2) B G(m1 +m2)

w =
3 3
13 723

G .
2 _ Glutms) oo decir que tenemos 713 = 123 = 70.

Pero como lo hemos visto al principio w "
0

L,

v @
—
J 0

La NASA y la ESA utilizan los puntos de Lagrange Lo y L3 para colocar satélites. Hay observatorios solares
en L3 (dirigido hacia el sol); satélites como WMAP y PLANCK, que miden la radiacién césmica de fondo (el
resplandor del Big Bang) recogen sus datos en Lo (no dirigido hacia la luz del sol). Aparentemente, hay una
gran colecciéon de polvo césmico que se ha acumulado en Ly y Ls. Estos iltimos puntos son los tnicos estables,
L1, Ly y L3 son inestables. Otros sistemas planetarios (por ejemplo los sistemas sol-jipiter y sol-martes) tienen
grandes asteroides conocidos como troyanos, atrapados en sus Ly v Ls.

Del lagrangiano, podemos definir un potencial efectivo

1 Gm Gm
Vep(w,y) = —sw?(@® +9%) - — — =2
2 13 23
Las ecuaciones se reescriben
OVey
S o —
T wy o
V.
U+ 2wt = — ef
dy

Las lineas de nivel del potencial efectivo son



Veamos mejor porque solo Ly y L5 son estables.



