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1. Movimiento en la superficie de un cono

La particula se encuentra a una distancia r(t) del vértice del cono, y a un angulo ¢(t) respecto al eje z. Como la
particula estd confinada en la superficie del cono, su dngulo € con respecto al eje z es una constante; que vamos
a denotar a.

El movimiento de la particula se describe mejor en términos de coordenadas esféricas (r, 6, ¢), con 6 restringido
en todo momento al valor a. La transformacién de coordenadas entre (z,y,2) y (1, a, ¢) es

T = rsin a cos ¢
Yy = rsinasin ¢

Z=rcosua
lo que implica
T = sina(fcosqb — rgi')singi))
Y= sina(v‘"sinqb + récosqb)
Z=rcosu

Segun estos resultados, la energia cinética es T' = %m (7“2 + 72 sin? agbz), y la energia potencial es V = mgz =

mgr cos «. El lagrangiano es por tanto
: ; 1 222 9
L(r,7; ¢, 0) = om (r + r“sin” ag ) — Mgr cos .

Las ecuaciones de movimiento para r(t) y ¢(t) se obtienen sustituyendo este lagrangiana en las ecuaciones
d’Euler-Lagrange. Tenemos

OL .
— =mr
or
de modo que
d 0L .
——— =mF
dt or
También tenemos
oL .2 9
— = mrsin” a¢” — mgcos a,
or

y la ecuaciéon d’Euler-Lagrange para r es
.. .2 39 .
7 — rsin” agp” + gcosa = 0.

Continuando, observamos que L es independiente de ¢, y el hecho de que 9L/0¢ = 0 significa que la ecuacién

d’Euler-Lagrange para ¢ se reduce a
doL

e
Esto implica que la cantidad 0L/ EMS es una constante, que llamaremos mh. Calculando la derivada parcial
obtenemos OL/0¢ = mr?sin® ag, y finalmente obtenemos la afirmacién

r?sin® ap = h = constante.



Esta ecuacion muestra que ¢ es siempre del mismo signo; la parte angular del movimiento es mondétona. Susti-
tuyendo ¢ = h/ (T2 sin? a) en la ecuacion de r se obtiene

hZ

3,72+QCOSC¥:0.
o sm” «

r—

Esta ecuacién puede integrarse utilizando el truco estandar de multiplicar cada término por 7. Tenemos

h%i: i
L e + grcosa =0,
73 8in” «
° 2
d (1, h
— | =r ————— +grcosa | =0.
dt (2 2% 2sina 0 >

Esto nos da finalmente el enunciado de conservaciéon

1
—i2 4+ v(r) = = constante

2
donde ¢ es la energia mecanica total reducida de la particula, y
h2
v(ir) = ————5— +grcosu
) 2 2sina | 0

es un potencial efectivo para la parte radial del movimiento. Como 72 > 0, obtenemos que ¢ > v(r), lo que
implica del grafico de v(r) que el movimiento tiene lugar entre dos puntos de inflexién a r = r; éstos vienen
determinados por la condicién v (r+) = €, que dependen de la energia del sistema.
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Figure 1: El movimiento de la particula se encuentra restringido entre dos valores de r, para h = g = 1y
a=m7/4

2. Péndulo esférico

Estas coordenadas se relacionan con las coordenadas cartesianas estandar mediante
xr=4{sinfcos¢p, y=~sinfsing, z=~Lcosh.

Como se ve en la figura, el eje z apunta hacia abajo, en la direccién de la aceleracion gravitatoria g. Es evidente
que se trata de nuevo de coordenadas esféricas. La energia cinética del péndulo es T = %mﬂ (92 + sin? 9q52>.

Su energfa potencial es V = —mgz = —mgl cos @ = —mt?w? cosf, donde hemos introducido la cantidad

w=1/g/l



El lagrangiano del péndulo es
. 1 . .
1(6,0:6,6) = 5me? (92 + sin? 9¢2) + ml%0? cos

Las ecuaciones de movimiento para 0(t) y ¢(t) se obtienen sustituyendo este lagrangiano en las ecuaciones
d’Euler-Lagrange. Calculamos

oL _ g
00
lo que implica
K
dt 96

También tenemos

oL
00

y la ecuacién d’Euler-Lagrange para 6 es

= m?sin 0 cos 9&2 — ml*w?sin 6,

0 — sin 6 cos 0¢* 4+ w?sin 6 = 0.

Continuando, observamos que L es independiente de ¢, y el hecho de que dL/0¢ = 0 significa que la ecuacién
d’Euler-Lagrange para ¢ se reduce a
doL

—— =0
dt 9¢
Esto implica que la cantidad dL/ 8(13 es una constante, que llamaremos m¢?h. Calculando la derivada parcial

obtenemos 5L
— = ml*sin® 0¢
o9
y finalmente obtenemos la ecuacién
sin?#¢ = h = constante

En el caso especial h = 0 se impide que el péndulo se mueva en la direcciéon ¢, y la ecuacion para 6 se reduce a
0+ w?sin@ = 0; es decir el movimiento de un péndulo plano. En el caso general (h # 0) vemos que ¢ es siempre
del mismo signo, de modo que ¢(t) es una funcién mondtona del tiempo; esto significa que el péndulo gira en
una direccién constante alrededor del eje z. Con la sustitucién ¢ = h/sin?  la ecuacién de 6 se convierte en

h? cos 6

sin® @

6 — + w?sinf = 0.

Multiplicando cada término por 6 nos permite integrar esta ecuacion. El resultado es el enunciado de conservacién
1 '2
59 + v(#) = € = constante

donde ¢ es la energia mecanica total reducida del péndulo, y

h2
v(0) = ——- — w?cos
2sin” 6
es un potencial efectivo para el movimiento en la direccién 6. Del grafico podemos concluir inmediatamente que
el movimiento tiene lugar entre dos puntos de inflexién en 6 = 0 ; éstos vienen determinados por la condicién

14 (Qi) =¢&.
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