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Estos apuntes de clase de la Licenciatura en Fisica estan basando en varios libros:

e Bernard Diu, Danielle Lederer, Bernard Roulet, ” Eléments de Physique statis-
tique”

Es un libro extremadamente completo, construido a partir de capitulos genéricos en los
cuales se presenta el formalismo y luego varias secciones con ejemplos. La estructura es
muy parecida a los libros de mecanica cuantica de Claude Cohen-Tannoudji, Bernard
Diu, Frank Laloe. De hecho Bernard Diu es uno de los autores. El tinico punto negativo
es que no existe una versién en espanol o en ingles.

e Essential Statistical Physics, ” Malcolm P. Kennett’

Es un libro conciso pero muy claro, va directamente al punto, mostrando el desarrollo
matematico y las aplicaciones.

Para los libros en espanol, recomiendo

e Jordi Ortin Rull, José Sancho Herrero, ” Curso De Fisica Estadistica”

e José Javier Brey Abalo, Juan De La Rubia Pacheco, Javier De La Rubia Sanchez,
" Mecdnica FEstadistica”

Obviamente todos los libros deben ser complementados de una buena lista de ejerci-
clos

e Michele Cini, Francesco Fucito, Mauro Sbragaglia, ” Solved Problems in Quantum
and Statistical Mechanics”

e Carlos Fernandez Tejero, Juan M. Rodriguez Parrondo, ” 100 Problemas de Fisica
Estadistica”
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1. Introduccion

1.1 Bases de la termodinamica

La termodinamica describe sistemas, de muchas particulas, al nivel macroscopico, sin
considerar la fisica microscopica. Es decir que es una teoria fenomenoldgica. En muchas
situaciones, se estudia sistemas en equilibrio. Un sistema termodinamico es en equilibrio
cuando sus propriedades fisicas son independiente del tiempo, la informacion pasada es
olvidada, por lo tanto no depende de las condiciones iniciales.

Este equilibrio es caracterizado por un par de variables, conocidas como funciones
de estado (porque nos informan sobre el estado del sistema) tal como el volumen, la
presion, la temperatura....

En equilibrio, estas funciones de estados se relacionan por una ecuaciéon de estado. Por
ejemplo, par un gas ideal (sin interacciones) entre los dtomos) tenemos

pV = NkgT (1.1)

con p la presion, V' le volumen, N el numero de particulas, T' la temperatura y kg =
1.38 10-23J.K~! la constante de Boltzmann.
Las funciones de estado se separan en 2 categorias:

- Extensivas: cambian con el cambio de volumen, es decir que son proporcionales
al tamano del sistema como por ejemplo: el volumen (V), la energia interna (U),
la entropia (5)

- Intensivas: no dependen del volumen, como la temperatura (7") o la presion (p)

Todas estas funciones caracterizan nuestro sistema en equilibrio, independientemente
del pasado, a diferencia del trabajo y el calor que dependen del camino para llegar
a nuestro estado. El hecho que las funciones de estado no dependen del pasado, es
decir de como hemos llegado al equilibrio (que sea reversible o irreversible) tiene conse-
cuencias matematicas. Son diferenciales exactas y su cambio se denota con d, aunque
las funciones que no son de estado (trabajo, calor) se llaman diferenciales inexactas o
imperfectas y se denotan ¢ en termodinamica o d en fisica estadistica.

2z dx + 3xy>dy (1.2)

es una diferencial exacta, es decir que existe una funcién f(z,y) tal que su diferencial
sea esta expresion. De hecho si f(z,y) = 2?y> tenemos

of of
df = =—d —d 1.
f = g0+ 5,% (1.3)
= 221 dx + 3xyidy (1.4)



Una forma simple de verificar si una expresién es una diferencial exacta es usar la
2f _ 9%f

oxdy ~  Oyox’
es una funcién exacta, es decir que existe una funcién f tal que df = h(z,y)dz+

relacién por lo tanto si una expresién h(z,y)dz + g(z,y)dy es tal que

oh __ 99
Oy ~ Ox
g(x,y)dy. Si una expresién es una diferencial exacta, su integral es independiente del

camino:

B B
| [pevde s gnds) = [ a = flonm) - Floan) 09
A A
depende solamente del estado inicial (z4,y4) vy final (xg,yp).

Para una diferencial inexacta podemos considerar: 2ydx + xdy. Veamos que

0 0

@) =17 () =2 (1.6)

Por lo tanto no existe una funcion f tal que df = 2ydx + xdy. Es decir, que no es una
diferencial exacta, se escribira

O0f =df =2ydx + xdy (1.7)

Eso implica que la integral depende del camino

B
/ [dex + xdy} = 7 (hay que definir un camino)
A
Por eso, tenemos que parametrizar la curva por un

parametro 7 y las coordenadas de un punto sobre la B
curva toman la forma (z(7),y(7)). Lo que implica T

B TB d d
/ [2yd9§ + :vdy} = / {Qy—x + x—y} dr
A Ta dr dr

Por lo tanto, observamos que esta integral es definida A

solamente cuando el camino entre los puntos A y B es

conocido.

El trabajo como el calor dependen del camino es decir que son diferenciales inexactas

(6W,6Q) o (dW,dQ).

A Una diferencial inexacta puede ser transformada en una diferencial exacta si se
encuentra multiplicado por un cierto factor.

Por ejemplo dF = 2ydzx + xdy es inexacta pero xzdF' es exacta. De la misma forma



dQ) es inexacta pero dQ/T es exacta y se llama entropia termodindmica (dQ) = T'dS).
También dW es inexacta pero dW/p es exacta, es el volumen dWW = —pdV (el signo
menos es una convencion para tener un cambio de energia positivo cuando hay trabajo
sobre el sistema y un cambio de energia negativa cuando el sistema hace trabajo).

Hay 4 leyes (34 1) de la termodinamica

- Ley 0: Si 2 sistemas independiente, se encuentran en equilibrio con un tercer
sistema, entonces deben estar en equilibrio entre si.

- Ley 1: Corresponde a la conservacion de la energia. El cambio de energia corre-
sponde al trabajo hecho sobre el sistema o hecho por el sistema y calor fluyendo
en el (del) sistema

AU = dQ + dW (1.8)

Para un proceso reversible, es facil interpretar el trabajo y el calor. De hecho, segin la
mecanica cuantica, las energias por un sistema ligado es discreto, la energia total es la
suma de las energias individuales.

La energia total de este sistema (E o U) es

U:E1+2E2+E3 A

De forma genérica, tenemos U = ) . E;p; con E; los E

. . . ., . 4
niveles disponible y p; la poblacién de cada nivel. ° E,
El calor corresponde al cambio de poblacién de cada £
nivel, el trabajo corresponde a un desplazamiento de — 2
los niveles. Ambos efectos cambian la energia total. . E
Por eso dU = dW + dQ (en el caso irreversible, se \ !
complica, el calor y el trabajo corresponden a ambas particulas

variaciones).
En realidad, tenemos una tercera manera de cambiar la energia; cambiar el numero
de particulas. Por eso, tenemos

dU = TdS — pdV + pdN (1.9)

con p el potencial quimico (tiene dimensién de energia), es decir la energia intercam-
biada cuando cambia V.

- Ley 2: El cambio de entropia global es siempre positivo o nulo

AS >0 (1.10)



Lo que es similar a AQ > 0 (AS = AQ/T) er decir que el color fluye de regiones
caliente a frias.

La entropia de un subsistema puede perfectamente decrecer pero su entorno debe
tener un crecimiento de entropia tal que

AStotal = ASsubsistema + ASentorno Z 0 (111)
- Ley 3: El limite de la entropia por particula a temperatura nula es nula.

Podemos obtener una expresién no diferencial de dU = T'dS — PdV + pudN por eso
usamos que U(S,V,N) es una variable extensiva, como S,V y N = si aumentamos
el sistema de un factor A, debemos tener U(AS, AV, AN) = AU(S,V, N). Tomando la

derivada con respecto a A, tenemos

(LU(AS, AV, /\N)> OAS) | ( O _UAs AV, )\N)) o)

d(\S) N V) N
< 5O U(AS, AV, )\N)) 8%;\7 ) = U(S,V,N)
& (8(fS)U(>\S AV, AN)) S+ (%U(AS AV, )\N)) 1%

)
+ ( 5O U(AS, AV, )\N)) N =U(S,V,N)

\_/

OU(S,V,N)(  OUS.V.N),, BUSV.N) .
& 55 7 V+ AN N =U(S,V,N) (1.12)
Pero de dU = TdS — PdV + udN, tenemos
ou ou ou
lo que implica desde eq.(1.12,1.13)
U=TS — PV +uN (1.14)

lo que aparece como la integral de la forma diferencial.
Tomando la diferencial de esta expresién y sabiendo que dU = T'dS — PdV + udN,
obtenemos

SAT — VdP + Ndu = 0 (1.15)
o de forma similar (relaciéon de Gibbs-Duhem)

dpu = —sdl +vdP con s=S/N, v=V/N (1.16)



con (s,v) las entropias y volumen por particulas.
De la relacién dU = TdS — PdV + pdN, tenemos

1 P W
dsS = TdU + TdV — TdN (1.17)

lo que nos da 3 relaciones que vamos a usar durante este curso

1 0s oS oS

T oU’ oV’ (1.18)

En principio, la relacién U(S,V, N) es suficiente para describir todos los sistemas pero
puede ocurrir que (S, V, N) no sean variables disponible (no se mide S) o conveniente.
Podemos definir otras energias basadas en las variables

(T, N,V): energia libre de Helmholtz (F)

(S,V,N): entalpia (H)

(T, P,N): energia libre de Gibbs (G)

(T,V,u):  gran potencial o energia libre de Landau ()

Para la construccién de estas nuevas energias se usa una transformacion de Legendre:

Si tenemos una funcién y(x) y por lo tanto dy = y'(x)dx podemos definir una
funcién de su derivada p = fl—g
Ylpl=y—p-z (1.19)

de hecho dY = dy — pdx — xdp = —xdp.
De esa forma podemos pasar de U(S,V,N) a F(T,V,N) ya que T es la derivada
de S. Por ejemplo, se define la funcion FF =U — TS

dFF =dU —TdS — SdT' = —PdV + pdN — SdT (1.20)

lo que corresponde a una variable de (7', N, V). Tenemos desde eq.(1.20)

or OF OF
S==ar "o U= (1.21)

De forma similar, definimos las transformaciones de Legendre siguientes

H=U-+PV (1.22)
G=F+PV (1.23)
O=F—uN (1.24)



1.2 Nociones de probabilidades

La fisica estadistica se basa en calculaos de probabilidades, calculos de situaciones mas
probables. Existen usualmente 3 razones para eso

- La dinamica clasica de un sistema con N > 3 particulas es cadtico.

- Por la existencia de perturbaciones externas, es dificil definir exactamente un
hamiltoniano. Por lo tanto, usamos una version aproximativa.

- El mundo microscépico es cuantico

Por todas esas razones, las probabilidades aparecen como necesarias para describir un
sistema cuantico con alto numero de grados de libertad. Sabemos que en los problemas
con probabilidades aparecen combinatorias. Por ejemplo, un barco tiene 4 banderas
distintas (A, B, C, D) para enviar senales

1. ;Cuantas senales pueden enviar si el orden no importa?
2. ;Cuantas senales pueden enviar si el orden importa?

Para resolver este problema, hay que descomponer las diferentes opciones. Para el caso
por lo cual el orden no importa, tenemos

- Con 1 bandera, se pueden enviar ﬁ = 4 senales
- Con 2 banderas, se pueden enviar (474—2!)!2! = 6 senales
- Con 3 banderas, se pueden enviar (4_4—:;)!3! = 4 senales
- Con 4 banderas, se pueden enviar (474—4!)!4! = 1 senal

Es decir 15 senales. Veamos que para elegir x banderas dentro de M si no nos preocu-

pamos del orden, debemos calcular ML Aunque para el caso en el cual el orden
importa

- Con 1 bandera, se puedan enviar i 47!1)! = 4 senales

- Con 2 banderas, se pueden enviar i 442), = 12 senales

- Con 3 banderas, se pueden enviar @3y 3), = 24 senales

- Con 4 banderas, se pueden enviar (4§—!4)! = 24 senales



Es decir, un total de 64 senales. En este caso la formula es (ML_;),

Estas permutaciones producen grandes niimeros como lo podiamos ver mientras
que tenfamos solamente 4 banderas. Aunque un ntmero de particulas es pequeno, el
niumero de permutaciones es grande. Por ejemplo, un sistema de N espin que pueden
tomar los valores 1 o |, puede producir muchas configuraciones. De hecho, una posible
configuracién es t1/1 --- J11. En total, tenemos 2%V configuraciones. Lo que significa

N espin
que para N = 1000, tenemos ~ 103%! configuraciones y para N = 10** 4tomos, tenemos
- muchas configuraciones.

En general, se asume que cada una de estas configuraciones es equiprobable, por
lo tanto, tenemos en el caso previo, una probabilidad de P = 2LN que una configuracién
particular se realiza. Pero en algunos casos, podemos tener configuraciones que se
repiten. Por ejemplo, si consideramos una maquina de tragamonedas que puede emitir
de forma aleatoria 3 digitos entre 0 y 9, es decir un numero entre 000 y 999, hay 1000
eventos posibles y asumiendo que todos estos eventos son equiprobables P = 1/1000
(el casino no hace trampas). Consideramos que para ganar, debemos tener 2 o 3 digitos

iguales. En resumen,
- los eventos por los cuales 3 digitos son iguales son:
E5; = {000, 111,222, ...,999}

Veamos que hay 10 posibilidades, lo que implica una probabilidad

10 1
P(Fy) = — = —
(Es) 1000 100

- los eventos por los cuales 2 digitos son iguales son:

E, ={001,002,...,009 + permutaciones
110,112,...,119 + permutaciones

)

Es decir 9 x 3 x 10 = 270 posibilidades , lo que implica

P (5 - 270 27
2277000~ 100

- los eventos por los cuales todos los digitos son diferentes son:

E, ={012,...}
es decir 1000 — 280 — 10 = 720 posibilidades, lo que implica
720 18
P(E)=—=—
1000 25



En resumen, el espacio de eventos es E = {E}, Es, F3) con probabilidades repre-
sentadas en este grafico.

Observamos que la distribucién de probabil-
idad es discreta y que tenemos una condicién de P
normalizacion

P(E)+ P (Ey)+P(Es) =1

En varios problemas, la densidad de probabilidad
serd continua con la condicién de normalizacion
[ P(z)dx = 1.

A partir de esta densidad de probabilidad
podemos calcular, la esperanza (o promedio), la varianza (o desviacién tipica)... Por

El EZ E3 E

ejemplo, si X es una variable aleatoria que toma valores x con distribuciéon de proba-
bilidad P(z), el promedio esta definido por

(X) = /xP(a:)dm
= Z x; P(x;) (en el caso discreto)

(2

Por ejemplo, en el caso previo, podemos calcular cual es en promedio nuestra ganancia.
Esta variable aleatoria toma 3 valores

- g3 = 10000 pesos si tenemos 3 nidmeros (P = 1/100)
- g2 = 1000 pesos si tenemos 2 nimeros (P = 27/100)
- g3 = 0 peso en caso contrario (P = 18/25)

El promedio de ganancia es

18 27 1
= — B — ~1 _ 1 =
(G) = 52 -0+ 155+ 1000 + 55 - 10000 = 370

Es conclusién, uno gana en promedio 370 pesos. Por lo tanto, si el precio del juego es
superior a 370 pesos, el casino gana.

Por otro lado, la varianza es definida como una cantidad que caracteriza las desvia-
ciones al promedio X — (X)

Var(X) = (X = (X))?) = (X* = 2X(X) + (X)?)
= (X?) = 2(X)° +(X)? = (X?) — (X)?

— 10 —



La amplitud de las fluctuaciones o desviacion tipica es definida como ox = 4/ Var(X)
(tiene la misma dimensién que X )
Por ejemplo, si se realiza un experimento, la variable tomara el valor de aproxi-
madamente (X) con fluctuaciones del orden de ox. Para nuestro ejemplo, o ~ 1064
Podemos generalizar la nocién de promedio, se llaman momentos de orden n

Mpn = <Xn>

Tenemos por construccién pg = 1y p; = promedio. Al conocer todos los momentos,
podemos obtener la distribucion de probabilidad. Por ejemplo, podemos construir una
funcion llamada funccion generatriz

Z8)=> (_n6!>nun (1.25)

con (3 una constante. Obtenemos

n.

2(8) =3 O xemy = ey / e PX P(2)dX (1.26)

n=0

Es decir que Z es la transformada de Laplace de la distribucion de probabilidad.
Por esa razon, podemos obtener la distribucion de probabilidad por una transformacién
de Laplace inversa. Z no tiene ningun significado fisico. Se llama funciéon generatriz,
porque si Z(3) es conocido, podemos generar todos los momentos por derivadas

dnZ
b |5,

Ocuparemos la nocion de funciones generatrices mas tarde en el curso.
Podemos también definir otra funcién generatriz interesante, ya que genera los
cumulantes

F(B)=-mZ(B)=->_ (_nﬁ!)ncn (1.28)

con C), el cumulante de orden n. Sabemos que
2

2= 1 Lt (1.20)

|
— 2

lo que implica

- 11 -



2 2
F(B)=—In 1—ﬁ-u1+%-u2+--- zﬁul—%(uz—u?)Jr... (1.30)
BQ
=BC1— S Cot o (1.31)
es decir
01:H17 CQZMQ—N%, (1-32)

Observamos que el cumulante de orden 2 es la varianza.

1.3 Algunos ejemplos de distribuciones
1.3.1 Distribucion binomial

Si se lanza una pieza de moneda, cara ocurre con probabilidad p y sello con probabilidad
1 — p. La probabilidad de tener n caras durante N lanzamiento es C'§, x probabilidad
de tener una secuencia particular.

Por ejemplo, una secuencia particular podra ser

€, C,Cy5,5,C,8,...,8,C

con n caras (¢) y N —n sellos (s). La probabilidad de tener esta secuencia particular

es
pi(L—p)™" (1.33)
Por lo tanto, la probabilidad de obtener n caras es
Cp" (L —p)™" (1.34)
Para calcular la varianza, el promedio - -- podemos calcular la funciéon generatriz
N
Z(B) = (e Py =Y Crp (1 —p)N e (1.35)
n=0
al N
= Z Cr (pe )" (1 —p)N " = (pe P +1—p) (1.36)
n=0
Por lo tanto, obtenemos
dz
h=— — =-.=p-N (1.37)
dB |5
d*Z
o= ——| =---=Np(l—p) (1.38)
d? 5=0

- 12 —



1.3.2 Distribucién de Poisson

La distribucién de Poisson describe fendémenos raros e independientes. Depende de un

parametro A. La probabilidad de tener un entero n es

P(n) = me_’\ (1.39)
Es una distribucion normalizada
ip(”)zeAiﬁzeAeAzl 035 -1
n!
n=0 n=0 030} 5.6
Por ejemplo, podemos estudiar la probabili- 0251 10 1
dad que n meteoritos caen sobre la tierra en
1 hora. Son eventos independientes y raros, 020
por lo tanto descrito por una distribucion 0.15}
de Poisson. El mejor A que se ajuste a las o0l
observaciones es A ~ 5,8 si contamos sola- '
mente los meteoritos con masa m > 10 g. 005¢
Esta distribucién puede ser obtenida 000" i e sasiae ' o
como limite de la distribucién binomial 5 10 15 20
cuando N > 1, p < 1 (raro) y A = Np "
constante. De hecho
N!
O (1 — N-n _ (1 — N—n
Np"(1—p) A —mi? (1-p)
n! N7
(Np)" 1 2 n+1\ ywa
OB ) 1- 2).n o2 e
nl N N N J)°
Np)" 1 2 1
[ (R R
n! N N N
N n
~ ( 1? e N (N >1)
n!
ATL —\
La funcién generatriz es
Bn —Bn A" — A e B
Z(B) = (e Z e e (1.40)

— 13 —



lo que implica

y por lo tanto

oF
C’lz,ul - = A
98 |,
O*F
Cy = g W= g5 = A
=0

1.3.3 Distribucién gaussiana (normal)

La distribucién gaussiana (o normal) se define por una variable continua x

1 (z—a)?
P(z) = e 252
(@) \V2mo?

La distribucién es normalizada

AP@szl

o 2 1 e 2 m
e "dr = — e Vdy= \/j
/—oo y=vaz \/a —00 a

Hemos asumido que o > 0. La funcién generatriz es

Z(B) = <e_5$> = /e_’BQCP(a:)da:

M*

/ e 7 2 250’ 2422 —2ax+a? )

ﬁ x+602 —a)2 —,6’204+2a602}

De hecho,

\/ 2%02
\/ 2%02
\/ 2w o2

822 _.p

e

e

B V2mo?

2 2
= 66 _aﬁ

e ﬁ (x+,3027a)2 dr

— 14 —

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
(1.48)
(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)



Lo que implica

ﬁ2
F=-InZ=af — 302 (1.53)
es decir
Cy =a=(x) (1.54)
Co=0*=Var(z) y VYn>=3 C,=0 (1.55)

Es una distribucion que se caracteriza solamente por el promedio y su varianza.

Es una distribucion que podemos también obtener como limite de la distribucion
binomial (para N — co,n — 00)

N
Crp(1— )V " = (L= p) ¥ " (1.56)

n!l(N —n)!
NNe=N\2r N n Nen
— LV - (157)
nre="/2rn(N — n)N-re-WN-n), /27 (N — n)

- () <]1V__Z;)N_n NN % (1.58)
_ (%)n (%) o (1.59)

donde hemos usado la formula de Stirling (ver 1.6)

n! ~ npte™™
n—oo

27n (1.60)

Pero sabemos que la distribucién binomial tiene (n) = Np y que la distribucién gaus-
siana se define como un desplazamiento al promedio. Por eso definimos la variable
r =n — Np. Tenemos

Np Np x x x?
In— =1 =—In(l+—)|~—" +——
- n:c—i—Np n( +Np) Np—’—ZNQp2
_ _ 2
In N = p) =In N(1—p) =—In(1- ‘ o~ ‘ + °
N—n 'Ni-p -z Ni-p)) " NO—p) 2N pP
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lo que implica

In [(%)n (]\;g—__f))]v_n] — —nln (1 + Nip) (N —n)ln (1 _ ﬁ)

2 2 22 22
=———141-
Np T N(i-p)  2Np  2N(1-p)
22
~ 2Np(1—p)
es decir
n N—n
& —N(l _p) ~ eiﬁim
n N —n
En conclusién, tenemos
Crp™(1—p)N " 1.61
- p = (S2) (SRS s o
N
~ 2Np(1 p) 162
¢ 27m —n) ( )

Pero

N N N N 1
2mn(N —n) | 21 (z+ N,) (N(L—p) —x) — \[ 2aN?p(1 —p) ~ \/27Np(1 — p)

A partir de lo cual, concluimos

L2 1
Crp"(1—p)"™" =~ ¢ M (1.63)
N—oo 2nNp(1 — p)

Sabemos que (n) = Np y Var(n) = 0? = Np(1 — p) y finalmente como x = n — (n)

Cup"(1—pN™" ~
N V/2mo?

1 n—(n))>2
T (1.64)

Finalmente, podemos mencionar que segun el teorema del limite central, cualquier
sistema descrito por NV variables aleatorias { X, } independientes y cada variable descrita
por la misma probabilidad p(z), podemos definir la variable aleatoria

N
S=> X, (1.65)
n=1

El teorema dice que para N — oo, P(S) es gaussiana.
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1.4 Descripcion estadistica de los sistemas de particulas

En mecénica clasica, la nocion de equilibrio corresponde a la ausencia de movimiento.

No es el caso en fisica estadistica.

Por ejemplo, podemos hablar de un gas en equilib-
rio en una caja aunque si 7' = 300 K y P = 1bar,
tenemos (v) ~ 100 m - s™!. Lo importante es que
las variables macroscépicas sean independiente del
tiempo. Por ejemplo, para esta misma caja, si la
dividimos, de forma mental en 2, tendremos ~ %

particulas por cada lado. Aunque esta condicién

|z

(estacionaridad) es necesaria, no es suficiente, como por ejemplo un

un tubo.

Por lo tanto el equilibrio macroscopico se define por:

- Las observables macroscépicas son estacionarias

- Ausencia de flujo macroscépico.

flujo de aire en

En general, estudiaremos sistemas en equilibrio. Un concepto importante que vamos a

usar es el estado de un sistema. Se divide en 2 conceptos: microestado, macroestado.

Consideramos un gas de particulas en una caja. Al nivel microscdpico se caracteriza por

su temperatura (7), volumen (V') ... Un sistema con estas caracteristicas se llama un

macroestado. A esta configuracion podemos tener varias configuraciones microscopicos

(posicién de cada particula, energia de cada una...) que permiten obtener el mismo

macroestado. Estas configuraciones se llaman microestado.

En resumen, tenemos 2 conceptos:

- microestados: todos los estados que caracterizan el mundo microscépico como

posicién y velocidad de cada atomo de 1 gas, los niimeros cuanticos de un conjunto

de osciladores armoénicos, el espin y la posicion para una red cristalina - - -

- macroestados: conjunto de microestados con una energia total E fija y posible-

mente verifica otras restricciones como un volumen V', numero de particulas V.

Por ejemplo, si consideramos un sistema de 3 particulas con energias, para cada
particula E, = hw(n + 1/2). Un macroestado de energfa total £ = Zhw tiene 7

microestados
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Particula 1 Particula 2 Particula 3
b (n=0) b (n=0) Shw (n=2)
%”(n:(]) ghw(n:2) %‘"(n:O)
2hw (n = 2) %‘"(n:()) %(nzO)
%(nzO) Shw (n=1) Shw (n=1)
%ﬁw(nzl %hw(nzl) %(nzO)

Definimos el numero de microestados dado un macroestado (W) (W viene de
Wabhrscheinlichkeit = probabilidad), se denota también €.
En nuestro ejemplo, tenemos

W (E - ghw) —6 (1.66)

Si medimos que nuestra energia es £ = %hw, tenemos una cierta probabilidad que
nuestro sistema se encuentra en uno de estos microestados.

Veamos que el conocimiento del macroestado no nos dice la situacién microscopica
exacta. Tenemos solamente una probabilidad de que sea un cierto microestado. Pero
es lo que querfamos, describir el mundo macroscopico sin preocuparse de los detalles
microscopicos. Ademads de que estos estados entre particulas pueden cambiar, pasando
energia entre particulas sin que la situacion global cambia. Hemos, por lo tanto, sim-
plificado el problema. Seria bueno, medir cuanta informacién hemos perdido. Esta
funcion, debe ser funcién de W. Mas microestado menos informacién tenemos y lo
llamaremos entropia en el proximo capitulo.

Cada vez que fijamos un macroestado, tenemos una colecciéon de microestados que
dan el mismo macroestado. Se llama un ensamble o colectividad. FEn este curso,
estudiaremos 3 ensambles.

- Ensamble microcanonico: El conjunto de microestados que dan un macroestado
con ciertos parametros macroscopicos fijos como el numero de particulas (N), el
volumen (V') y la energia (E).

- Ensamble canonico: El conjunto de microestados que dan un macroestado con
ciertos pardmetros macroscépicos fijos como el numero de particulas (NN), el vol-
umen (V') y la temperatura (7).

- Ensamble grancanonico: El conjunto de microestados que dan un macroestado
con ciertos pardmetros macroscopicos fijos como el potencial quimico (u), el vol-
umen (V') y la temperatura (7).
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Obviamente segtin el ensamble, es mas adecuado ocupar un cierto potencial ter-
modindmico. Por ejemplo, para el ensamble canénico, por lo cual fijamos (N, V,T)
es mas adecuado usar la energia libre de Helmholtz (F') porque como lo hemos visto
F' depende de estas 3 variables. De forma similar para el ensamble grancanonico, se
fijan (p, V,T) por lo tanto usaremos el gran potencial ®. Finalmente, para el ensamble
microcanonico, usaremos la entropia como elemento central ya que depende de N,V E
ya que (dS = dTE + %dV — %dN)

Para terminar esta seccion, debemos introducir una nocién, la ergodicidad, que es
una de las hipédtesis de la fisica estadistica. Consideramos una particula que evoluciona
bajo las ecuaciones de Lorenz

i(t) =o(y — )
yt)=xz(p—2)—y con oc=10, p=28, [ =28/3
2(t) = xy — Bz
z 30 30 30 30
particulaat =0 t=2 t =100 t=10°

Observamos la trayectoria de la particula, por la cual podemos definir la posicion
media

T = lim x(t)dt (1.67)
Podriamos intentar un procedimiento distinto. Imaginamos que no tenemos acceso

a la trayectoria de la particula. Pero un vez de eso, consideramos N particulas con
diferentes condiciones iniciales, en diferentes estados.
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00—

40| Hay N = 5.10% puntos en

' esta zona. Usamos las

ecuaciones de Lorenz para

301 evolucionar cada uno de
- estos puntos

20/

En vez de seguir la trayectoria de cada particulas, tomaremos una fotografia en
algunos momentos para saber donde se encuentran

50 . . 50 50

30 W 4 30
20 20

10 10

40

30

20

fotografiaat =3 fotografiaat = 10 fotografiaat = 100

Veamos que después de un cierto tiempo, la posicion de cada particula es totalmente
similar a la trayectoria de una sola particula. Eso es la ergodicidad. El sistema ocupa
todo el espacio posible (o espacio de fase posible). Por lo tanto, podemos también
calcular la posiciéon media por

(x) = /xp(a:)da: (1.68)

espacio

con p(x) la probabilidad de encontrar la particula en una cierta regién.

Por un sistema ergodico, Z = (). Por lo tanto, en vez de seguir una sola particula,
podemos hacer una copia del mismo sistema (N veces) que llamaremos un ensamble
y hacer un promedio sobre este ensamble. La fisica estadistica asume la ergodicidad
y todo el objetivo es obtener la probabilidad p para calcular los promedios (F) =

f F(z)p(x)dx
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1.5 La entropia

La entropia aparece en termodinamica, el principio de Clausius, dice que es imposible
transferir (de forma auténoma) calor de un cuerpo frié a otro mas caliente. Es la
irreversibilidad. Entre 2 estados en equilibrio, inicial (7) y final (f)

75Q oL
Sp—5; > T (segundo principio) (1.69)

con 0(Q) el calor recibido por el sistema. Es la primera definicion de la entropia.

En una segunda forma, la entropia aparece en dU = T'dS — PdV. Por lo tanto,
tenemos 2 variables conjugadas (P, V) y (7,S). De la misma manera que la presién
controla el volumen, la temperatura controla la entropfia.

Por lo tanto, la entropia tiene que ver con el desorden (porque el desorden cambia
con T').

Estas definiciones son macroscopicas. Queremos obtener una definicién conectada
al mundo microscopico. Como lo hemos visto en la seccién 1.4, el hecho de pasar del
mundo microscopico al mundo macroscopico es asociado a una perdida de informacién.
A un macroestado dado, tenemos varios microestados (1), por lo tanto esta perdida
de informacién (que vamos a denotar S) debe ser una funcién de W.

Claramente si existe un solo microestado, tendremos una informacién completa es
decir una falta de informacién nula

S(W =1) =0 (1.70)

También S debe crecer con W. Es decir que méas hay microestados, mas perdimos
informaciones.

Finalmente, si consideramos 2 sistemas independientes con W, y W5 microestados.
El numero total de microestados es W = W;W,. Debemos tener que S (W;W,) =
S (W) + S (Ws) (independencia). De hecho si tenemos toda lo informacién del sistema
1, por lo tanto Wy = 1y S (W;) = S(1) = 0 lo que corresponde a la formula previa
S (WiWy) = 5 (1.Wy) = S (W) = S(1) + S (Wa) = 5 (Wa).

En resumen S(1) = 0,8 (W1 W3) = S (Wy) + S (Wy) y S crece, es facil demostrar
que

S(W) = ky In(W) (1.71)

con kg una constante definida por Boltzmann, por lo tanto llamada constante de Boltz-
mann. Las resultados obtenidos gracias a esta formula y la comparacién con experi-
mentos permite fijar su valor

kp=1,38-107%J.K! (1.72)
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A diferencia de la termodindmica, tenemos una definicién absoluta de la entropia y no
solamente su variaciéon (AS).

Como podemos entender la segunda ley con esta definicién.

Imaginamos un sistema que se encuentra en 2 posibles macroestados. El macroes-
tado 1, tiene 2 microestados, aunque el macroestado 2 tiene 10'° microestados. Es
obviamente mucho mas estable evolucionar hacia un sistoma con més microestado es
decir con més entropia (S o< In ).

En el macroestado 1, las particulas tienen solamente 2
posibilidades, aunque el segundo macroestado ofrece a las

Vi
particulas 10'° configuraciones distintas. Estas particulas /
podran pasar de una configuracion a la otro sin costo. :

Es lo que ocurre cundo se da acceso a un volumen mas °
grande. Si consideramos una aproximacion clédsica, los mi- °
croestados son definidas por la posicién/velocidad de cada

particula. Por simplificar, consideraremos que el microes- e °
tado esta dado solamente por la posicién. En el primer caso,

las particulas pueden tomar cualquier posicion dentro de un t o

volumen V7, por lo tanto el numero de microestados es oc V;V. \\
De hecho, hay Vi de estas celdas en la figura al v

lado. La primera particula tiene acceso a Vi cel-
das, la segunda a (V3 —1)... Por lo tanto hay Vj -
(Vi—=1) (Vi —=2)--- (V4 = N 4+ 1) microestados (N es el nu-
mero de particulas). Pero como V; > N, tenemos ~ V;¥.

Si ahora, se abre la barrera, las particulas se mueven

hacia el volumen més grande porque tendran la posibilidad t

de tener acceso a mas posiciones es decir mas microestados. \
/ . . . volumen de unidad 1
Por esa razén, la entropia crece y nuestra falta de informacion

o de forma similar el desorden.

/\ Existe una definicién de la entropia mas general que la entropia de Boltzmann. Si
consideramos M eventos (como la formacién de un microestado) con probabilidades de
ocurrir P,,, (ZM P, = 1) tenemos la entropia de Shannon o de Gibbs

m=1-"m
M
S=-ks» PP (1.73)
=1

con Kp la constante de Boltzmann que se toma igual a 1 en teoria de la informacion.
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La entropia de Boltzmann se basa en un principio de entropia maxima lo que
equivale a decir que todos los eventos tienen la misma probabilidad de ocurrir P, = 1/M
y a que en este caso no sabemos nada del sistema

Y11
S:—k;BZMInM:KBInM (1.74)

=1

con M el numero de microestados.
/\ Existe una generalizacion al mundo cuantico, la entropia de Von Neumann

S =—kgTr(plnp) (1.75)
con p la matriz densidad y Tr la traza.

1.6 Formula de Stirling

Hay una aproximacion que vamos a ocupar muchas veces, es la formula de Stirling

n! ~ n"e "V2mn (1.76)
n—oo
Se ocupa mucho en la forma

Inn!~nlnn—n (1.77)

donde se ha despreciado In v/27n.

La segunda formula se demuestra facilmente
ln(n!):zmiz/ Inzdr =xlnz — z|f =nlnn —n+1 (1.78)
i=1 1

~nlnn—n (n— o00) (1.79)

Para la primera formula, se necesita un poco mas de trabajo. Primero, sabemos
que n! = [ a"e "dr = T'(n + 1) (funcién gamma). Esta formula se demuestra por
induccion

Paran=1 [~Ta%cde= [Tetde=—e"=1=1!

Asumimos que n! = [* z"e "dux

y queremos demostrar que (n+1)! = [% 2" e "dx

oo o0 d
/ 2" e dr = / {—— (2" ™) + (n+ 1).75"6"”} dx (1.80)
0 0 dx
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lo que corresponde a una integracién por partes.

= —2"te _’”‘0 (n+ 1)/ e =(n+1)-nl=Mn+1)! (1.81)
—— 0
=0

Ahora, hacemos el cambio de variable t = %

n!:/ $”e_xdx:/ (Vn -t +n)"e” VP L dt (1.82)
0

—va

=n"e "\/n- /OO (14t/v/n)he™Vrt . dt (1.83)
=~

_ nne—n\/ﬁ/ enIn(1+t/v/n)—v/nt | 1 (1.84)
-vn
En el limite n — oo, obtenemos
/ enln(l-i-t/\/ﬁ)—\/ﬁtdt:/ (1) vt gy (1.85)
_\/ﬁ —00
n t 12 —y/nt
:/e (=) dt (1.86)
R

t2
o~ / e 2dt =+2m (1.87)
R
es decir
n!l ~n"e

"V2mn  (n— o0) (1.88)

Note que hemos usado la integral gaussiana

/_00 e dr = /7 (1.89)

[e.9]

lo que podemos encontrar con el cuadrado de la integral.

) ) o ()
/e‘x dx/e_y dy = // / dxdy (1.90)
R R —o0 J —o0

Cambiamos a coordenadas polares x = rcos#,y = rsinf, es decir

dxdy = rdrdf vy P G (1.91)
lo que implica
2 ) 00 ) 1 ) o0
(/ e’ d.:l:) / / drdf = 27r/ re " dr = 27 (——e‘r ) =7
_ 0 2 0
(1.92)
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2. Ensamble microcandnico

2.1 El ensamble microcandnico

El ensamble microcandnico corresponde a un sistoma aislado por lo cual la energia, el
volumen y el numero de particulas estan fijos. Tenemos usualmente un gran numero de
microestados. No hay ninguna razén para que uno sea méas privilegiado. Por lo tanto,
se asume que todos los microestados son equiprobable.

Si W es el numero de microestados, la probabilidad para que el sistema se encuentra
en este microestado es P = 1/W (equiprobable) y la entropia microcanonica ds S =
kpInw obtenida a partir de la entropia de Gibbs con P = 1/W.

A partir de esta entropia, se puede obtener la temperatura

1_% (2.1)
T O0F
.,Como podemos entender la termalizacion en este ensamble?

Tenemos 2 sistemas inicialmente aislados con parametros
(E1, N1,Vi) y (E2, N3, V3). Se abre la barrera para que en-
tran en contacto hasta llegar a un nuevo equilibrio. El sis-
tema final (E, N, V) es también aislado.

El sistema 1, tiene inicialmente una entropia S; =

kgInWy y para el 2, tenemos Sy = KglnWs,. Al equilib- sistema total aislado
rio, tenemos una energia total £ = E; + E5 con F; la nueva

energia del subsistema 1 y Fs la nueva energia de 2. Estos dos sistemas estan en con-
tacto, por lo tanto sus energfas han podido cambiar de F; a E, v Fy a E, obviamente
con una energia total conservada.

Comenzamos por determinar la probabilidad P, (E7) que el sistema 1 se encuentra
en un microestado m de energia £;. Cada vez que el sistema 1 se encuentra con energia
Ey, hay W5 microestados del sistema 2 con energia compatible, es decir con energia
E— Fy.

Por lo tanto

WQ (E2 == E - E1>
W (E)

P, (Ey) = (2.2)

con W(E) el numero total de microestadas.
Lo que nos interda es que el sistema 1, se encuentra con la energice F,. Hay
W1 (Ep) microestados del sistema 1 con esta energia. Por lo tanto, la probabilidad que
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el sistema 1 se encuentra con energia F; independientemente del microestado, es

W1 (El) : W2 (E — El)
W(E)

_ 6%[51(E1)+52(E—E1)—S(E)]

P(Ey) = (2.3)
(2.4)

S(E) es un numero fijo ya que el numero total de microestados es fijo. Por lo tanto,
tenemos

p <E1> _ Ceé[SI(EI)‘FSZ(E*El)] (25)

con C' = e 5(B)/ks E] valor més probable de F;, cuando llegamos al equilibrio (ET"),
es el valor que maximiza la probabilidad, es decir

g—]; -0 = aségfl) 1 95 ((;EE: B) _y (2.6)
pero como %E:El) = —g—% yva que Fy = F — E; con E constante, obtenemos
a5 _ o o
es decir termalizacion
T, =T (2.8)

Tenemos también que asegurarnos que este valor E; ! que extremiza P (E;) es un
maximo y no un minimo. Sabemos que

P (E,) = CeSr(EV/ks (2.9)

con St (Ey) = S1 (E1) + S2 (F — Ey) lo que corresponde a la entropia total asociada a
E,. El sistema fluctia alrededor de su valor de equilibrio, por lo tanto podemos hacer
una expansion en serie

10%Sr

St (By) =~ Sr (B{) + 2 (B1 — BE{") + =5 (B1 — E{* )" + ... (2.10)
2 OF?

con Fz =0, lo que implica

L62ST~(E1—ETQ)2

P(E1> XX 6%3 6E%

(2.11)

— 26 —



Esta funcién es una gaussiana con méximo E; = E7? si

D*Sr

lo que corresponde a la condicién de equilibrio.

Si introducimos la capacidad térmica! C' = g—?, obtenemos
0?8 o ([0S 0 /1 1 0T 1
0E? OF <8E> oF (T) T2 0F T2C (2.13)

Por lo tanto, la condiciéon de equilibrio térmico implica C' > 0.

Estos resultados pueden ser facilmente generalizado. Considerando 2 sistemas con
cada uno, inicialmente, las condiciones siguientes (Efi), Vl(i), Nl(i)> y (Eéi), V;i), Nz(i))
La entropfa inicial es S® = S; (Efi)ﬂ/l(i),]\fl(i)) + Sy <E§i),V2(i),N2(i)>. Dejamos el
sistema evolucionar hasta un punto de equilibrio £, Vi, N; y obviamente tenemos Fy, =
E—FE, Vo=V —-V;,Ny=N — Nj.

La nueva entropia €es
S(Ev‘/vN;Elv‘/la]\G) = Sl (Ela‘/laNl) +SZ (E_Elav_ ‘/17N_ Nl)
ﬁ'.
jo

La situacion mas probable se encuentra cuando la probabilidad es maxima es decir un
extremo de la entropia.

oS _, 9S8 _ 95 _

_— = — = —— =0
o0E, oV T ON

Recordando que (se trata N como una variable continua ya que N > 1)

Es decir
Tl(eq) _ TQ(eq) 7 P1(eq) _ PZ(EQ) ’ Mgeq) _ Mgeq) (2.15)
Este equilibrio debe ser tal que la entropia aumento, es decir
$ (B9, v, Nf) — 5 (B0, VO, ) > 0 (2.16)

lenergia necesaria a un sistema para aumentar la temperatura de 1 grado
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051 05 051 0S5 051 0S5
<8_El_a_E2> OE, + (a—vl—a—%> oV + <8N1 3]\/2) ON; >0 (2.17)

con 6B, = B\ — EW 13 = v — v y 5N, = N — NY. Note que todas las
derivadas son evaluadas en (El ,V1 ,Nl(i)>. Obtenemos

1 1 P(i) P(i)
gt ) K2Rl (e el KM
70 7@ 7
0 _ 7y ) 0

Como ejemplo, podemos imaginar que inicialmente 7} Y [’ = [ , solamente

M 0
(’ﬁ) ;%) SN, >0 (2.18)

2

2 1 .

es decir que si inicialmente Pl(l) > P ) el sistema evoluciona hacia el equilibrio tal
que oV; > 0 (Vl > Vl ) es decir que el volumen de V; aumenta. Podemos hacer

razonamientos similares para los otros casos.

2.2 El cristal paramagnético perfecto

Sea un sistema de NN espin fijados a los nodos de una red cristalina. Lo colocamos en un
campo magnético externo, uniforme. Se desprecian todos los otros grados de libertad.

Se asocia, a cada nodo ¢, un momento magnético ji; = 'yS_’;, con v la relacién
giromagnética. Se desprecian las interacciones entre espin. Tenemos

N B N
- Z fi;B = —B Z iz (220)
i=1

i=1

El estado microscopico es la informacion del espin de cada nodo. Sabemos que cada
espin tiene 2 estados {|+), |—)} con S.|+) = &|+).
Por lo tanto, tenemos por cada nodo ¢, dos energias posibles

h h
EL = :FayB =+upuB, con pu= 57

Supongamos que N, espin se encuentra en el estado |[+) y N_ se encuentran en
|—). Por ejemplo, un microestado es

(IR R S N R A |
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Para nuestro sistema, el numero total de nodos es fijo N, y la energia total también FE.
Tenemos

N=N,+N_, v E=N,E,+N_FE_
= —uB (Ny — N-)
Es decir

1 E 1 E
Ny=-(N-Z), N=:(N+ 2 2.21
! 2( uB)’ 2( _FMB> 221)

Por lo tanto, tenemos (N,, N_) en funcién de los pardmetros macroscopicos. Dado
estos parametros externos jcuantos microestados tenemos? Es decir cuantas maneras
tenemos de elegir N, o (N_) dentro de N

N! N!
W=Cy = = 2.22
NoOTUNJ(N =Ny NGINY (2:22)
Lo que nos permite obtener la entropia
S=kpg(InN!—InN,! —InN_!) (2.23)
Usaremos la aproximacion de Stirling 1.6. Por lo tanto,
S~kg[NInN—-N—-N;yInN; + Ny —N_InN_+ N_] (2.24)
N, N_
~ —kg |N.In— + N_In— 2.2
B |: +1n N + n N :| ( 5)
l—2z, 1—2 142, 1+=x E
~ —kgN 1 1 = — 2.26
B[2n2—|—2n2},con3§NuB (2.26)
A partir de la regla de I’'Hopital, obtenemos que
1 1
limzlnz = lim — = lim e = lim(—xz) =0
x—0 x—0 ]_/{L‘ x—0 _1/1.2 x—0
Por lo tanto S(z = 1) = S(x = =1) =0y S
es maximo cuando x = 0. El valor x = 1 corre- S Ak
sponde a ¥ = uBN es decir N. =Ny N, =0 osl
aunque x = —1 corresponde a £ = —uBN es de-

cir Ny = Ny N_ = 0 es decir cuando todos los
espines se encuentran en la misma direcciéon que

B.
Finalmente x = 0 corresponde a £ = 0 es

E/N‘lB

decir N, = N_. Es el macroestado con mas mi-
croestados.
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Podemos obtener la temperatura del sistema, usando la férmula

1 9s 05 1

S S 2.27
T OF Ox NuB ( )
es decir
1 kg 11—z 1 1 142 1
S —— S - 2.28
T uB| 2" 2 Ta2tamTa 3 (2:28)
kg | 11—z 1—a 9B
2uB "1+ 11z (2:29)
lo que implica
1 — 2uB/kgT
x ‘ (2.30)

11 e2uB/kpT
y finalmente
1 — eQuB//iBT

_ _ nB

Veamos que a cada temperatura, corresponde a una energia tnica es decir un numero
unico de N; y N_
11—z ¢2nB/KpT 1

Ne=N-—g= =N —pmr. ¥ No=No—ames (2.32)

Por supuesto por cada macroestado, tenemos varios microestados. Por ejemplo por
una temperatura dada, es decir £/, Ny, N_ dado, tenemos si N = 3

(R T RS NS

que corresponden a 3 microestados con misma temperatura. El sistema podra pasar de
un microestado al otro sin cambiar su temperatura. El cambio de temperatura implica
un cambio de energia es decir de (N,, N_), lo que implica que algunos espines cambian
de direccion.

kET/uB

Veamos que cuando £ > 0, tenemos T < 0.
También la temperatura para T = 0~ es total-
mente diferente de T = 0. Para T' = 0T,
E = —NuB es decir el estado | + + + -+ +)
aunque 7' = 0~ corresponde a £ = NuB es decir

| — — —---—). Pasamos de uno al otro con una

inversion de poblacion.

Para estos sistemas, tenemos temperaturas
negativas. Siempre ocurre para un sistema con un numero finito de estados. De
hecho, en estos casos tenemos una energia minima y una energia maxima.
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- Si el estado para obtener la energia minima es inico = S = 0 (en nuestro caso
corresponde al estado + + +---+))

- Si el estado para obtener la energia maxima es inico = S = 0 (en nuestro caso
corresponde al estado — — — -+ —))

Por lo tanto, la entropia crece y decrece, es decir que existen temperaturas negati-
vas, porque (1 = 22).

En general, los sistemas fisicos tienen un numero infinito de estados, en particular
por la energia cinética, por lo tanto S crece siempre es decir T > 0.

Es extrano observar que las temperaturas negativas son méas ”caliente” que las
temperaturas positivas. Imaginamos dos cuerpos, uno con 7" < 0, es decir £ > 0y
el otro con T' > 0 es decir £ < 0. Estos dos cuerpos entran en contacto hasta llegar
al equilibrio. Sabemos que al equilibrio, tendran la misma temperatura. Imaginamos
que esa temperatura es positiva. Por lo tanto el sistema 1 aumenta su temperatura es
decir baja su energia aunque el sistema 2 disminuye su temperatura es decir aumenta
su energia.

En conclusién, la transferencia de energia se hace del cuerpo con temperatura negativa

al cuerpo con temperatura positiva.

/N Como hemos dicho, en general tenemos otros grados de libertad, como la energia
cinética que permite siempre tener 7' > 0. Pero en algunas situaciones, podemos tener
un sistema por lo cual la interaccién entre espines y los otros grados de libertad es
despreciable. Por lo tanto, se puede aproximar que los espines son aislados, al menos
por un cierto tiempo hasta que transmiten informacién a los otros grados de libertad.
Por ejemplo en una red cristalina LiF' (fluoruro de litio) el tiempo de relajacion (es
decir para llegar al equilibrio) es de 5 min para LiT y de 2 min para F'" aunque es de
10~ s para los espines.

Por lo tanto los espines pueden llegar a un equilibrio con T < 0 sin que los otros
grados de libertad se dan cuenta. Obviamente después de un cierto tiempo (tiempo
de relajacion) los espines pierden energia a la red cristalina (los 4tomos ganan energia
cinética) y llegamos a un equilibrio con 7" > 0.

En practica se considera un sistema con B > 1, por ejemplo B = 6000G. Bajamos B
de forma adiabdtica (lenta) hasta B = 100 G. En un tiempo muy pequeno (¢ < 107 s)
se inversa el campo a B = —100 G.

Continuamos de forma adiabatica a subir B hasta B = —6000 G. (el signo menos
es para recordar que hemos hecho una inversién de la direccién de B). Durante un
cierto tiempo, los espines tienen una temperatura negativa hasta que la red cristalina
se da cuenta (por interacciones) que los espines han cambiado de direccién.
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Fue observado por primera vez en 1951 por E.M. Purcell y R.V. Pound?. Obviamente
hablamos de temperatura microcanonica y no temperatura termodinamica.

Para terminar, podemos calcular la capacidad calorifica del sistema, es decir la
cantidad de energia necesaria para que el sistema aumenta su temperatura de un grado

OF —2uBY\  —2e*B/ksT
=2 _ Nup (£ ‘ 5 (2.33)
orT kpT? ) (14 e2uB/ksT)
con E = NMB;Z?;—ZZEZ
412 B2 2uB/kgT
c="H ‘ (2.34)

N ]{?BT’2 (]_ + GQNB/kBT)Q

Observamos que C' o< N. Es un resultado que vamos a observar en todos los sistemas.
Una particularidad de este sistema es

N
que C' disminuye con T después de haber 045
pasado por un maximo. Es la anomalia
de Schottky. Como lo vamos a ver maéas 03
tarde, para los solidos hay otras contribu- 02
ciones por "fonones” y electrones de con- 0.1
duccién. 00, : . > - 10k8 T

2.3 Distribuciéon de Fermi-Dirac y Bose-Einstein

Consideramos un gas de fermiones, las particulas son indistinguibles, por lo tanto todos
los microestados son equiprobable. Pero, tenemos que tomar en cuenta el principio de
exclusion de Pauli. Por ejemplo, si tenemos un sistema de 3 particulas y 4 estados
cuanticos diferentes pero con la misma energia €. Es decir que es un nivel de energia
degenerado 4 veces (por ejemplo, la capa electrénica 2p corresponderia a 6 estados
cudnticos). Como tenemos fermiones, cada uno puede solamente ocupar un estado
cuantico vacid. Representamos estos estados por cajas. Los diferentes microestados
son (con energia F = 3¢)

Zpublicado en phys.rev.81, 279, enlace
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De forma genérica, N fermiones para un sistema de M estados tendrd O, =

N
( ) = — N __ microestados.

N NIN—N)!
Usualmente, tenemos M > 1, N > 1y M > N. En estas condiciones, podemos
usar la formula de Stirling

S =kg[ln M! —InN! —In(M — N)] (2.35)
~kg[MInM — NInN — (M — N)In(M — N)] (2.36)
lo que implica
aS M—N 1
8_N:kBln( N )Zk31H<E—1) (2.37)

con n = % el numero de particulas por estados.
Pero sabemos que dE = T'dS + pdN (sin cambio de volumen) y £ = Ne es decir
TdS = (e — u)dN, con p el potencial quimico.

0S8  e—pu

e 2.38

ON T ( )
y finalmente

1
n=—— (2.39)
eFsT 4+ 1
Se llama la distribucién de Fermi-Dirac. Nos dice 0

cuanto es la probabilidad que un estado de energia _:
¢ sea poblado cuando la temperatura es 7. Veamos o8 I

que n < 1 es decir que nunca tenemos mas de una 06

particula por estado. n

Cuando la temperatura es baja, se pueblan los o4

estados de energia més baja mientras que cuando la s

temperatura aumenta, los estados de mas alta energia

se pueblan. .

energia

T1<T2<T3

De forma similar, podemos estudiar un sistema de N bosones en un sistema de M
estados cudnticos. Comenzamos con el ejemplo de N =2y M = 3.
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Tenemos 6 microestados.

De forma general ;jcuantos microestados tenemos para un sistema de N particulas y
M estados cuanticos?

Para eso, es mejor cambiar las cajas por barras

es decir que tenemos 2 particulas y (3 — 1) barras. Ahora, imaginamos que tenemos
2+ (3 —1) = 4 barras y elegimos 2. Las 2 elegidas se transforman en particulas. De
esa forma, tendremos todas las configuraciones

Elegimos la primera y la tercera barra.

Todas las configuraciones corresponden a las formas de elegir 2 barras dentro de 4,
es decir 2?—&, = 6.

De forma genérica, W es el numero de formas de elegir N dentro de N + M — 1

(N + M —1)!

W= "N -

(2.40)

de lo cual podemos obtener la entropia S = kgInW y usando la formula de Stirling,
obtenemos

S kgl(M+N—1)In(M+N—1)—NInN — M1In M| (2.41)

lo que implica

e—n_905 _ - -
T :aNfKB(log(M—i—N 1) logN)_KBlog(

M+N ) (2.42)

N
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definiendo n = N/M,

ne_—— (2.43)

Se llama la distribucion de Bose-Einstein. Veamos que n puede ser mayor a 1. Obvi-
amente tenemos que impedir la condicién n > 0, por la cual tenemos que considerar
€= W
En algunas situaciones de baja temperatura y p =~ 0, casi todos los bosones se en-
cuentran en el nivel de energia fundamental, se llama en este caso un condensado de
Bose-Einstein.

En conclusién, a temperatura 7', un sistema de particulas, pueblan los estadas de
energia con una distribucion

1 1
n=-——— conﬁ—KB—T

o (2.44)
4+ . fermiones

— : bosones

En las situaciones en las cuales podemos despreciar los efectos cuanticos, es decir
que no hacemos diferencia si son fermiones o bosones, tenemos que eliminar el 1 y
podemos despreciar p. En este caso, se llama la distribucion de Maxwell-Boltzmann.

n=e"E (2.45)

Estas distribuciones serdn obtenidas en el ensamble grancanénico y seran discutidas
con mas profundidad.

2.4 Densidad de estados integrado

En varias situaciones, los grados de libertad son continuos (aproximacién clasica) como
por ejemplo la energia cinética. Una particula tiene acceso a todas las posiciones
y velocidades compatible con una cierta energia. ;Como en estos casos, calcular el
numero de microestados?

Las estados de cada particula, en una vision clésica, P p

son las posiciones y velocidades (o momento lineal) de la
particula. Cada particula tiene una posicion dada y un
momento lineal. El numero total de estados disponible es ApxI

[ d*xd®p pero usaremos una aproximacion semicldsica es de-

cir que vamos a introducir un poco de cudntica, en particular

v

Ax
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el principio de incertidumbre de Heisenberg

DO | St

AzAp, >

Es decir que no podemos conocer la posiciéon y el momento lineal con una precision
infinita.

Por lo tanto, el numero de estados disponible deberia ser proporcional a h% i dxd3p.
La consistencia de los resultados futuros nos muestra que debe ser % [ &zd*p donde
el factor es la constante de Planck y no la constante de Planck reducida. Finalmente,
en cada estado, podemos tener dos particulas (si son fermiones de espin 1/2) por su
espin. Una particula 1 y la otra |.
En conclusién para un gas de fermiones, en una aproximacion semiclasica, el numero
de microestados es definido por (para N particulas)

2

Esta integral se hace en el espacio de fase sobre la superficie H = E con H el hamilto-
niano.

Por ejemplo, si consideramos un oscilador armoénico en una dimension

1 1
1 1 | 21
'H:pa’:—ﬁz§m$2+§kx2:§—m+§kx2:§—m+§mw2x2, con w=+/k/m

Como el sistema no depende explicitamente del tiempo, la energia es conservada y es el

=

3

hamiltoniano.
Dado una energia F, la particula no tiene acceso a todo
el espacio de fase pero solamente al elipse de ecuacion
|
p=2 + —mw?a?
2m = 2

Por esa razon, trabajando con una energia fija, debemos

AN

calcular el numero de microestados por

2

o N ed®Np (2.47)

H=E
Pero la integral restringida a una superficie es a veces dificil de calcular. Es mas facil
calcular una integral de volumen llamado densidad de estados integrado

2
N.(E) = v /H . d*Nxd*Np (2.48)

de lo cual se podra obtener la integral de superficie.
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Veamos que E+6E

2
NB+0E) = N(B) = o [ ey
<H<E+

En el limite 6F — 0, la parte izquierda de nuestra
ecuacion previa es N_(E)JE aunque la parte derecha es
segun el grafico WO FE, a partir de lo cual obtenemos la integral buscada

W = N.(E) (2.49)

Como primer ejemplo, consideramos un gas de particulas libre constituido de N
particulas de misma masa. Por lo tanto

N 2
H::§:2;l (2.50)
i=1
lo que nos permite calcular
2 3N, 13N
) <
= oaw d*N winty<pd*Np (2.52)
H<E
2
= hg_NvN /H . d*Np (2.53)
) <
— lﬁ_NVN/Z . Ed3Np (2.54)
i Py =4em
2
= - VN(@2mE)*N? / d*Ny (2.55)
h Zz y%ﬁl

hemos definido p = v2mF y. El dltimo termind corresponde a un volumen de una
3N-esfera de radio 1 (ver seccién 2.6).

2 N 3N/2 w3/
2 2
Lo que implica
2 v @2mm)3NZ gy
W=N(E) = xV e 7 1 (2.57)
2
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es decir

Pero

"

S:thl[

lo que implica

y finalmente

También, tenemos

S:]{Bh’l

(2.58)

2 N(2m77)3N/2 3N _q
BT

2

3 3\ .y
N1l (SN )1 (SN) e (2.59)

3N/2 —3N BN 2N
20mm) (3N (BN (2.60)
h3N 2 N
EN®?|l 3 4mr] 3
d 2 °Nk 2.61
1 9SS 3
T =35~ 3F" / (2.62)
3
E = NkgT (2.63)
P 9S
E_9° _ 1 N 2.64
7= g = ks /V (2.64)
PV = NkgT (2.65)

la ecuacién de estado de un gas perfecto o ideal (es decir sin interacciones). La podemos

también escribir de la forma

N
PV = ~- NaksT (2.66)
Ny

con Ny ~ 6.022 10%® mol™' la constante de Avogadro, a partir de la cual podemos
definir la constante de los gases ideales R = N kg y n = N/N,4 el numero de moles de

gas

PV =nRT (2.67)
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/\ La formula de la entropia no es totalmente correcta: paradoja de Gibbs. Imagi-
namos 2 gases de particulas idénticas con Ny = Ny, V) =V, -

Después de eliminar la barrera, los gases se mezclan. Pero como sus densidades son
iguales nada especial ocurre. Ponemos de nuevo la barrera. El sistema final es similar
al sistema inicial, porque las particulas son idénticas es decir indistinguibles

® @ ® @
@ ® ® o
Para particulas distinguibles, el Para particulas indistinguibles, el
intercambio es perceptible intercambio es imperceptible

En conclusion, como las particulas son indistinguibles, el hecho de remover la bar-
rera es un proceso reversible es decir AS = 0. Pero tenemos antes de la mezcla

£\ 32
Y (&)
N
Después de la mezcla, V' — 2V, N — 2N, E — 2F, lo que implica
B\ 32
2V =
()

y por lo tanto S, — S; = 2kp N In2 # 0 llamado paradoja de Gibbs.
El problema es que hemos tenido un sobreconteo del numero de microestados. En el

i =S+5=2 T

k‘BNhl —|— 2

4
+§k3N1n[ m”} §Nk:B] (2.68)

dmm

Sf:2kBNln 3h2

+3kpNIn ( ) + 3Nkp (2.69)

caso de particulas indistinguibles (y tinicamente en este caso), para no contar N! veces
el mismo estado ya que intercambiar particulas idénticas no cambia nada, tenemos que
modificar nuestra férmula

W — % (2.70)
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lo que implica

2 VN (2mn)3N2

S=kgln N NT T (%) (2.71)
Por lo tanto
AS =2kgNIn2+ kgln EQN—]\'T);' (2.72)
pero como
In ((é\f]\'[)) =2InN!—=In(2N)! ~2NIn N —2N — 2N In2N + 2N = —2N In2
tenemos

AS =0 (2.73)

2.5 Gas de van der Waals

Podemos obtener una ecuaciéon de estado un poco mas realista si se agregan interac-
ciones, por un potencial U que depende de la distancia entre 2 particulas

N 4 N

i 1 al S o
H:;§m+§ZZU<|@—%|) (2.74)

i=1 j=1
(5#1)

Se ha agregado el factor 1/2 para no contar dos veces el mismo potencial
U (|7 — @]) = U (|72 — 24])

En la aproximacién de campo medio, se asume que todos has potenciales son aproxi-
madamente igual al promedio del potencial

N
N
Z —Tj|) ~ —/d?’xU(:L’) (2.75)
= V
7&
lo que implica

N? 3
V/d zU(z) (2.76)

Mz
q
F

2

=1

—_

S,
w0l
=
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Como ejemplo, consideramos el potencial dicho de van der Waals

—ug - (T—O)ﬁ para r > ro (modelo de esferas duras)
U(r) = " 1y ,
o0 para r < ro (no hay penetracién entre las particulas)

lo que nos da

 dr 4

/d‘ga:U(f) = /drd9d¢r2 sinQU (r) = —47ru0r8/ i —gﬂuorg (2.77)
0]

lo que nos permite reescribir el hamiltoniano bajo esta aproximacion

2 2
b; 2 N
H = Z om — gﬂ'g’do?“g —=F (278)
i=1 ——
O
~=F+a— 2.79
; 2m Ta V (2.79)

Por lo tanto, tenemos solamente que remplazar E por E +aN72 en los resultados del gas
perfecto. También, debemos darnos cuenta que las particulas tienen un volumen por
lo tanto no tienen acceso a todo el volumen. Mas exactamente, cuando dos particulas
se acercan, hay una cierta repulsiéon por sus electrones. Para representar este efecto,
definimos un volumen de exclusién V4 a lo cual una particula no tiene acceso y por lo
tanto debemos reemplazar V- — V — V.

Como no podemos tener una particula con centro den-

tro de una esfera de radio 2ry, la distancia minima entre 2 K 20

particulas es 2ry. Lo que implica un volumen de exclusion

por la presencia de la otra particula de %W (27"0)3. A‘
Pero tenemos w o~ NTQ pares de atomos. Por

lo tanto un volumen total excluido de 2F (2r0)°> N2. Lo

que implica un volumen de exclusién por particulas de
Vo=2m (2r0)> N2 = bN.

Lo que implica (se agrega el factor N! porque consideramos que las particulas son
indistinguibles)

9 T3N/2 N2\ 73N
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de lo cual obtenemos

2 T3N/2 5 2\ 31
W =N_(E)= (V- N~ (2m)z" (E + a—) (2.81)

y la entropia

3 N?
S~ kg Nln(V—Nb)+§N1n <E—|—a7)}+-~- (2.82)
a partir de lo cual podemos obtener la ecuacion de estado
1 3 Nkg 3 N?
—_—— E = -NkgT —a— 2.
T 2E+aNZ)v PR T (283)
P N N2/V? N N?
P_ Nks 3y, NV Nk (2.84)
T V-—-Nb 2 E+aN2/V V- Nb var
es decir
N2
(P + aﬁ) <V - Nb) — NkpT (2.85)
llamada la ecuacién de estado de van der Waals.
2.6 Volumen de la n-esfera
El volumen de la n-esfera de radio R es
7Tn/2
—R" (2.86)
50(3)

lo que podemos calcular a partir de la superficie de dimension n — 1 y de radio r
integrado sobre el radio

R
/ Area,,_1(r)dr (2.87)
0
Vamos a demostrar que la superficie de radio r es
27rn/2
Area,_1(r) = = ol (2.88)
I'(3)

lo que implica el resultado (2.86).
Para obtener el resultado sobre el area usaremos un ”truco”. Sabemos que

/ e Vdr =1 = / / et taR) gy - da,y = 7"/ (2.89)
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Pero podemos calcular esta integral en coordenadas esféricas, es decir

/ e Area, 1(r)dr, con r=\/a?+ -+ a2 (2.90)
0
De hecho
en 3D, tenemos /// dxdydz = /47rr2dr, con 47r? el drea en 2D
en 2D, tenemos // dxdy = /27r7“d7", con 27r el area en 1D
r
Hemos solamente divido
la esfera en capas de ra- T~ superficie de dimensién n — 1
di con area Area,,_1(r) que
107 integramos en la direccién r
Pero
Area,_1(r) = r" " Area, (1) (2.91)
con Area,,_1(1) el drea de la superficie de radio 1.
Por lo tanto, tenemos
a2 = / e r" ' Area,,_ (1)dr (2.92)
0
= Arean_l(l)/ e rdr (2.93)
0
0 1
= Arean_l(l)/ e_”ﬁxz_lda: (2.94)
0
hemos usado el cambio de variable x = r?
1
a2 = §Arean_1(1)F(g) (2.95)

de lo cual obtenemos nuestro resultado final (2.88), usando la eq.(2.91).
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3. Ensamble candnico

3.1 El ensamble candnico

En el ensamble candnico, la energia del sistema puede cambiar, pero su temperatura
es fija. Lo podemos imaginar en contacto con un sistema, mucho mas grande, el ter-
mostato, que fija la temperatura

El sistema . .
sistema que queremos estudiar

total es aislado, T e

de energia

con energia fija
termostato
Etot = E’T + En
E+ esla energia
del termostato y F, la energia del sistema estudiado en el estado cuantico n.

Como FE, < Er, podemos imaginar fluctuaciones de energia de nuestro sistema
sin real cambio de energia del termostato

E E
Br = By — By = Bt (1= 22 ) = oo (1- 22) ~ B
T tot n tot Etot tot E’T tot
Queremos saber la probabilidad que nuestro sistema se encuentra con energia E,, (sa-
biendo que su energia fluctia y que por lo tanto hay una cierta probabilidad asociada
a cada estado de energia E,). Esta probabilidad es proporcional al numero de estados
en el cual el termostato se encuentra sabiendo la condicion Er = Fio — E,, es decir

WT (Etot - En)

P — WT (Etot - En)
" Wrus (Etot)

con Wris (Eiot) €l numero total de estados accesible a nuestro sistema (S) y al ter-

= aWr (B — Ey) (3.1)

mostato (7). Es una constante porque es un sistema aislado.
Como el termostato es casi-aislado, podemos usar las formulas del ensamble micro-

candnico
0ST
% (ST(Emc) En E (Etot))
Wr (Etot - En) = ek ST (Erot—En) ~e T
_ CsteefEn/kBT
lo que implica
Pn o e—En/kBT (32)
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con un factor constante que podemos obtener por normalizacién de la probabilidad
(>°,,)Pn = 1. En estd direccién definimos la funcién de particién

Z =Y e tn/kol (3.3)

y la probabilidad de encontrar nuestro sistema en una energia F, con temperatura
fijada por el termostato T’

1
P(B,) = e /b (3.4)

Es la distribucién de Boltzmann.

La tnica informacion que queda del termostato es la temperatura fija 7. Esta
probabilidad nos indica que a una temperatura 7', la probabilidad que el sistema se
encuentra a energia F, > kgT es muy baja
Note que kgT es una energia caracteristica, si kg1l = 1 eV la temperatura es de
T = 12000 K.

Si comparamos dos energias E; y Ey con Ey > Ej, obtenemos

P (EQ) _Ba-By
= e kpT < ]_ 35
P (E) (3:5)

es decir que es mas probable que el sistema se encuentra en el estado de mas baja
energia.

/N En vez de hacer una suma sobre los estados n, podemos hacer una suma sobre
las energias. Obviamente podemos tener varios estados con la misma energia, lo que
implica un factor de degeneracién por cada energia g(F)

Z =Y e bl =N " g(E)e BT (3.6)
n E

Por ejemplo

e—EO/kBT + e—EO/kBT +€—E1/kBT — 26—Eo/kBT + le—El/kBT

Esta formula nos permite obtener una aproximaciéon en el limite continuo

energia
oo
A
Z = / g(E)eiE/kBTdE cuantc,)s. niveles
energeéticos tenemos
Eo - (con la degeneracion) por

unidad de energia AE

con Ej la energia del estado fundamental y p(E)

la densidad de niveles energéticos. I AE
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Nuestro sistema tiene una energia que fluctia en el tiempo. Para calcular su energia

media, usamos la ergodicidad para definir

(E) =) E.P(E,) = % S B B/keT

1 _
E

En el limite del continuo, la funcién de particion es
Z = / p(E)e ElksTqE
Eg
lo que nos da
[ Ep(E)e”P/FsTdE
= f;j p(E)e_E/kBTdE

(E)

/\ En la aproximacion semiclasica

2

_ 3N 3N

(3.7)

(3.8)

(3.10)

(3.11)

Como podemos tener 2s + 1 fermiones en cada estado, el factor 2 viene por el espin y

N! por considerar particulas indistinguibles.

La funcién de particion es tan fundamental que la vamos a obtener de otra manera.

Imaginamos que no tenemos una sola copia de nuestro sistema pero M copias.
Cada uno de estos sistemas tiene una energia FE,, con probabilidad p(m). En vez de

estudiar la evolucién de nuestro sistema (su energia) en el tiempo consideramos una

fotografia con M sistemas.

Tenemos ng sistemas con energia Ey, ng
sistemas con energia F ..., con las condi-
ciones

=
Z n;E; = (E), energia media

Es el ensamble canénico (energia fija).

un sistema con energia E,,
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Para simplificar, imaginamos cuatro copias, dos de ellas tienen energia FEj, una
copia tiene energia F, y la otra tiene energia F,. ;Cuantas configuraciones existen?
Comenzamos por distribuir las dos energias Ej dentro de las cuatro copias, hay 6
posibilidades. Luego queda elegir las dos ultimas copias si van a ser de energia E; o
Es. Lo que corresponde a dos configuraciones es decir un total de 12.

De forma genérica, para M copias, el numero de configuraciones que satisfacen a
ng copias de energia Ej ... es

W = # (3.12)
No:ny:---
El M! permite poner las cajas en todos los ordenes posible, aunque los n;! nos permite
dentro de un grupo de cajas de energia F; eliminar las permutaciones ya que las cajas
son indistinguibles.

La probabilidad de encontrarse con ng copias es p(0) = ng/M lo que implica

M!
YT Leman (349)

Como este sistema (ensamble) es aislado, tenemos

S=kglnW = kg |In M! — Zln(p(n)M)! (3.14)
~ kp[MIn M — M = p(n)MInp(n M+Zp (3.15)
\_ﬂ— )
>np(n )Mlnp(n)+MlnM =M
= _kBMZP ) Inp(n (3.16)

Como la entropia es aditiva, podemos deducir que la entropia de una copia (de un
estado en el ensamble) es

§ = —kp 3 p(n) Inp(n)) (3.17)

lo que corresponde a la formula de Gibbs

A partir de esta formula de la entropia, podemos obtener la funciéon de particion.
Buscamos el equilibrio que maximiza la entropia con las restricciones ) p(n) = 1
y >, Exp(n) = (E). Podemos agregar estas restricciones con multiplicadores de La-
grange

= —kg ZP )Inp(n) — A (ZP(”) - 1) — Pks (Z Enp(n) — <E>> (3.18)
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Los factores (A, 8) son los multiplicadores de Lagrange aunque la constante de Boltz-
mann, kg, estd introducida por conveniencia. Haciendo una variacién para extremizar
esta funcional con respecto a la probabilidad, obtenemos

08
= —kp(l 1) — X\ — BkpE 1
Gy = ke(np(n) +1) = X = By, (319
=0 (3.20)
lo que implica
p(n) = e "B AP (3.21)

pero como » . p(n) =1

lo que nos permite escribir
p(n) = —e 7k (3.22)

Obtenemos también el resultado obtenido previamente por ergodicidad
1
— N —BEn
(E) = gn E.p(n) = 7 gn E,e

Por lo tanto, p(n) es bien la probabiliclad que nuestro sistema se encuentra con la
energia F,. Nos queda determinar (3 en este formalismo.

Para eso, imaginamos que nuestro ensamble cambia un poco su energia total (E)
lo que va a modificar las probabilidades p(n)

p(n) — p(n) = p(n) + dép(n), con dp(n) < p(n)

Obviamente, como ) | p(n) =1= ) dp(n) = 0. A partir de lo cual podemos estudiar
el cambio de entropia
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08 = S(p) — S(p) = —ks Y _(p(n) + dp(n)) In(p(n) + op(n)) + ks Zp ) Inp(n

= —kp Zp(n) In(p(n) + dp(n /{;BZ(Sp n) +op(n)) + kg Zp )Inp(n

~ —k325p( kBZ5p )Inp(n
~ —kg »_(1+Inp(n))ép(n)

" 1-BE,~InZ

~ kpf Z E,ép(n)

5(E)

hemos ocupado en la dltima relacién ) dp(n) = 0.

En conclusion,

05

55 kg (3.23)

pero sabemos que la parte izquierda es el inverso de la temperatura 1/7', lo que nos da

1
= — 3.24
=i (3:24)
Finalmente, hemos obtenido
1
7 = ;e'BE" , con (= T (3.25)

= % Z E,e PEn

lo que corresponde a los resultados previos.
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Para interpretar un poco mas la funcién de particion Z, observamos que

= —kp ZP )Inp(n

¢—BEn  o—BEn
:—kBZ - In 7

n

:—kBZ (—BE, —InZ)
1> E ¢ PEn ¢ BEn
TT—F/CBIHZZ

:%—FkBIHZ

pero la energia libre estd definida por F' = (E) — T'S lo que implica
F=—kgT'lnZz (3.26)

A partir del calculo de Z o In Z (F) podemos obtener todas las otras cantidades ter-
modinamicas, es decir que Z es una funcion generatriz.

Se puede notar que en el ensamble microcandnico, S (entropfa) era la funcién
fundamental, aunque en este caso es F' como la habiamos visto en la seccién 1.4.

Como
Z=Y el = 0z _ _ > B, (3.27)
obtenemos
107 OlnZ
(E) 70 95 (3.28)
También tenemos la formula de Helmholtz (ficil de demostrar)
oF
EY=F—-T— 3.29
(B)=F - TS (3.29)
A partir de la cual tenemos la capacidad calorifica
o(E) O*F 1 0’°InZz
=2 o o .
¢ oT oT?  kgT? 0p? (3:30)
Como lo hemos visto
(E) - F
= — 31
S T (3.31)
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o de forma similar

OF
S=—— 3.32
5T (3.32)
Finalmente podemos definir la presion y el potencial quimico
oF OF
P=—— = — 3.33
oV’ ON ( )

En conclusién, el calculo de Z o F' (= —kgT'In Z) nos permite saber todo del macroes-
tado.
Es interesante conocer la amplitud de fluctuacién de la energia con promedio U = (E)

(AU = (B?) () = Y e - (% 3 EﬂE)

n

1 1 2

62
= a—@an
1 9?InZz
2
:k'BT07 con C:wa—ﬁ

Como lo hemos visto en la eq.(2.34) C' < N, lo que nos permite obtener

AU VN 1
u N VN

En el limite N — oo (limite termodindmico) las fluctuaciones de la energia van a cero,

— 0 cuando N — o0 (3.34)

por lo tanto el ensamble candnico se acerca al ensamble microcanénico por lo cual la
energia es fija es decir sin fluctuaciones.

/\ La relacién (AU)? = kgT?C es muy interesante, porque AU nos da la escala de
fluctuaciones de la energia aunque C' es la capacidad del sistema a absorber energia (si
C es grande, el sistema puede tomar mucha energia sin hacer crecer mucho su temper-
atura). Por lo tanto, esta ecuacién relaciona las fluctuaciones en energia del sistema
con su capacidad a absorber o disipar esta energia. Es un ejemplo de algo mas global
llamado teorema de fluctuacién-disipacion.

Hemos visto que en el ensamble microcandnico, un sistema evoluciona hasta llegar

oS

‘o ; . o 028 ‘o
a un maximo de entropla, es decir 9E 0 Y 982 <0 para que sea un maximao. Como
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este resultado se traduce en ensamble canénico. Deberia ser relacionado a un extremo
de la energia libre F'y ademés deberia ser su minimo ya que F' = U —T'S (signo menos
frente a S). Lo queremos demostrar

El sistema total S U 7 (nuestro sistema + termostato) es aislado. Por lo tanto,
podemos usar el formalismo microcandénico y pedir un maximo de su entropia

Ssur = —kp Y _PurInPyy (3.35)
er

con P, la probabilidad que S se encuentra en el estado ¢ y 7 en el estado L. Se
considera que al acoplamiento entre 7 y S es débil. Por esa razon, las probabilidades
se factorizan

Pir = Py (Ey) Pr (B — Ey) (3.36)
lo que nos da

Ssur = —kp Y PP (In Py +In Pp)
0L

— ks PR Py ko (ZB <ZPLlnPL>>
¢ L ‘ ’

——
=1

=Ss+ Z PySt (Etor — Ey)
7

ya que P, depende de Ei, — Ey. Pero
E,

ST (Biot — Er) = ST (Eor) — - (3.37)
lo que implica
1
Ssur =85+ 57 — %: E,P, (3.38)
——
(E)

E
= Sg+ St — % (3.39)

F
- S’]’ (Etot) - T (340)

Por lo tanto, imaginamos que perturbarnos el sistema total, este sistema va a evolu-
cionar hacia un nuevo equilibrio que aumenta su entropia (Ssur aumenta) pero St (Fiot)
queda constante ya que Fi, es constante. Como T es fijo, ' disminuye hasta un
minimo. Por lo tanto el equilibrio es definido por F’ = 0 y es estable (minimo) si
F"” > 0. La variable de F' depende de lo que dejamos cambiar. Por ejemplo, si cambi-
amos el volumen, buscaremos F'(V) = 0 con F”"(V) > 0.
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3.2 Como recubrir las leyes de la termodinamica

En termodindmica, hablamos de energia interna U, tal que
dU = oW +0Q) (3.41)

Eso corresponde a la energia media en el ensamble candnico
(E) = Eupn (3.42)

Cuando el sistema esta en equilibrio, tenemos p,, = %efﬁE”, pero no vamos a considerar

el equilibrio en esta seccion. Por lo tanto, tenemos

dU =" Eydp, + > pudE, (3.43)

Una fuerza externa sobre nuestro sistema cambia el hamiltoniano del sistema y por lo
tanto las energias F,. Esta fuerza ejerce un trabajo. Por lo tanto, identificamos el
cambio de trabajo (6W) al termino ) p,dE, y en consecuencia el cambio de calor
(0Q) a ), E,dp,. El trabajo desplaza los niveles energéticos aunque el calor cambia
la poblacién de cada nivel.

Estas expresiones muestran que 0Q = ) E,dp, y 0W = )" p,dE, no son difer-
enciales ya que son multiplicados por un factor.

En una transformacién adiabética es decir con trabajo (sin calor) las poblaciones
pueden cambiar pero tal que > E,dp, = 0. Estas relaciones corresponden a la primera
ley.

Para la segunda ley, vamos a considerar un cambio muy lento de nuestro sistema,
de tal forma que el sistema se encuentra siempre en equilibrio (reversible) y por lo tanto

Pn = %e_ﬁEn
Sabemos que S = —kp Y p,Inp, lo que implica que el cambio de entropia es

dS =~k » (1+Inp,)dp,, Inp,=—BE,—InZ

n

:_kBZ<1_1nZ_BEn)dpn: denzoyaque anzl

——
0Q

Obtenemos la segunda ley dS = 0Q/T.
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En termodinamica, la entropia se define por su variaciéon, su valor absoluto es
desconocido. Por esa razon existe el postulado de Nernst que dice que

lim S =0 (3.44)

T—0

Pero en fisica estadistica, la entropia es absoluta. Podemos verificar este postulado.
Hemos visto que a baja temperatura los estados ocupados son los de baja energia
porque P, = e #Fn/Z  Cuando T — 0, solo el fundamental se encuentra ocupado
(despreciamos el principio de exclusién de Pauli para fermiones).

Si el fundamental no es degenerado, el estado es puro, hay solamente una configu-
raciéon lo que implica S =0

Pero si el fundamental es degenerado, el sistema se encuentra en una combinacion
de estos estados. Cada uno con la misma probabilidad lo que implica S = kg In(g),
que podemos facilmente demostrar

Z=ge PP = F = _kgTnZ
=Fy—kgTlng

y por lo tanto

_oF
aT

Pero en realidad lo que nos interesa es la parte extensiva de la entropia es decir por

S = =kglng (3.45)

unidad de volumen o por particulas

S 1
N /{:B# — 0, si N — oo (limite termodindmico)

Por lo tanto, recubrimos el postulado de Nernst.

Este resultado es cierto cuando N — oo excepto si g(IN), por ejemplo g ~ eV,
Existen sistemas por los cuales g ~ eV (algunas variaciones del modelo de Ising). Pero
en estos sistemas, hay grados de libertad que pueden (por un cierto tiempo) quedarse
aislado, con temperaturas canénicas negativas, como el cristal paramagnético perfecto
(ver 2.2). Parece que en los sistemas sin despreciar algunos grados de libertad S/N — 0

cuando N — oo.

3.3 Particulas distinguibles e indistinguibles

Las particulas de naturaleza distintas son obviamente distinguibles, por ejemplo particulas
que tienen masa, carga - - - diferentes, como un protén y un electron.

Las particulas similares son indistinguibles, por ejemplo todos los electrones son
similares
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Podemos en algunas situaciones distinguir estas particulas si su posicién es bien
definida.

En este caso, las particulas son siempre distinguibles si son consideradas de forma
clasica. Podemos asociar a cada particula, una posicion x; y por lo tanto una ”etiqueta”
a esta particula (particula 1, particula 2, ...)

Pero, al nivel cudntico, las particulas no tienen 1@ ~ - @
trayectoria claras. por ejemplo durante el choque de
2 particulas, cual de las dos particulas es la particula : ® — ~ PY
71" y la particula 72" choque

Como no podemos tener una trayectoria, no pode-
mos saber si la particula gris de arriba es la 71”7 o la 72”. Las particulas son indis-
tinguibles. Es lo que tenemos en un gas o liquido si consideremos las propiedades
cuanticas.

En un solido, dos situaciones ocurren, los atomos P —

S
muy localizada, se encuentran en nodos (con pequenas C/ ‘ / | ”)/
vibraciones), por lo tanto, estos atomos son distin- g/

formando la red cristalina tienen una funcién de onda

guibles.

Pero si en vez de estudiar esta red cristalina, estu- - O
diamos la nube de electrones que se desplaza (la con- /C /\>

s . N
duccién), tenemos que considerar estos electrones de / Q/

conduccién como indistinguibles. De hecho forman un

gas de electrones. Cloruro de sodio (o sal)
Esta separacion entre particulas distinguibles e in-

distinguibles tiene consecuencias directas en el calculo de la funcion de particién Z.

Imaginamos un sistema de N particulas. Este sistema puede encontrarse un una con-

figuracion con energia total E,. Obviamente cada particula puede tener un estado

diferente A; tal que

E,=c¢ex+ - +exn, (346)

con €y, la energia de cada particula. El estado "n” de energia £, es dado por los
estados de cada particula (n) = (A1, -+, Ay), lo que implica

Z = Ze"BE" =

Z e Pen | emPean (3.47)
Mo Ay

Para las particulas distinguibles, cada particula es unica, y podemos hacer una suma
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sobre sus estados \;

“(zem) (Ze) - (z)

=N conz= E e P& la funcién de particién de una particula
A

La energia libre es
F=—kgTInZ=—-kgTNIlnz=Nf (3.48)

con f la energia libre de una particula f = —kgT'In z.

Pero, para las particulas indistinguibles esta factorizacién es imposible. Para en-
tenderlo, debemos separar nuestro problema en dos casos: bosones y fermiones.

En el caso de bosones, consideramos 2 particulas de espin 1 con proyeccién de espin
(—1,0,1) con energias (¢_1,9,€1)

Imaginamos que la factorizacion era posible

2
Z=2= Z e P = (e e P4 <a"351)2
s=(—1,0,1)
— e 20e-1 4 o200 4 o—2Pe1 4 9 —Ble—1te0) 4 gp—Bleoter) 4 9o—Ble—1ter)

Este resultado es incorrecto. Las bosones tienen una funcion de onda simétrica. Por
lo tanto, el estado |1,0) no existe como bosén. Tiene que ser simetrizado. Las estados
posible son:

V2o V2 ’ V2

No se hace la diferencia entre la particula 71’ y la particula ”2”. Por esa razon, no

|171>7 |0>0>> |_]-7_]->7

podemos considerar una contribucién del estado |1,0), e~?170) y una contribucién de
0,1), e=#E0+21) eg decir una contribucién total de 2e~#(0+e1) - Pero hemos visto que
existe un solo estado como bosén —= ( |1,0) 410, 1)) con contribucién e#o+e1) Por lo
tanto, a partir de los 6 estados que representan un bosén, obtenemos

7 — 6*258—1 + 6*2560 + 6*2561 + 67’8(6_1+€0) + e*ﬁ(€o+€1) + e*ﬁ(€—1+€1)

Se puede resumir con una formula para bosones

N,!
Z=Y . ZH(A Meon | e o (3.49)

(A1) (AN)
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por la presencia del factor H(/\) N)!/N!, no podemos factorizar Z. El coeficiente Ny
representa el numero de particulas en el estado (A) aunque N es el numero total de
particulas.

En nuestro ejemplo, teniamos

N,! 21010! 01210! 01012!
Z Z e Per g e, H(Az)! — 6—,825_1T +€—ﬁ2EoT +e—ﬂ2slT

A1=(=1,0,1) Ao=(—1,0,1)

11110! 11110! 1!011!
—B(e—1+e0) —B(eot+e-1) Ble—1+er) 2"~
te T ST 2l
1!011! 0!111! o
—B(e1+e_1) —B(eo+e1) —B(e1+e0)
te ol BT N o

VvV
N_1=0,No=1,N=1,N=2

Para fermiones, hay el principio de exclusién de Pauli. Consideramos 2 particulas
con espin 1/2 y proyeccién (+, —). Claramente

A 7£ <Z eﬁ5>‘1> <Z €6€>‘2> — (6*55-&- + 6*55—)2
o=

A1==%
— o 2Pt 4 p=2Be— 4 9p—Bleste-)

Los estados deben ser antisimétricos. Por lo tanto, el estado | + +) no puede describir
un fermion, es el principio de exclusion de Pauli. El tnico estado posible es

|+ =)+ =)

V2

es decir

7 — ¢ Blerte)

Se puede resumir con la formula

zZ=3Y".. ZH“ e P e P (3.50)

(A1) (AN)

con

o (Ny) = 0 si Ny >1 (principio de exclusién de Pauli)
71 si Ny=0,1

En nuestro caso

7= 01 apey 0L ope L1 o geprey L1 g tey

20 2! 2! 2!

— o Blerte-)
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En conclusién, tenemos

]' —pPE —pE
Z:mz---ZXeﬂ*l...e‘“N (3.51)
(A1) (An)
con

X — [Ty Vol para bosones
| [Ty @) para fermiones

En algunas situaciones X ~ 1 y por lo tanto

ZN

7=

(3.52)

llamada aproximacion de Maxwell-Boltzmann. Eso ocurre para sistemas por los cuales
N, es pequeno. Para bosones, N,! ~ 1 y para fermiones a (N,) =1

N, es pequeno, es decir que cada estado es poco ocupado cuando el numero to-
tal de particulas es pequeno y que la temperatura sea suficientemente alta. A baja
temperatura, los niveles de energia mas bajo son altamente ocupado.

Veamos que en una cierta aproximacién, podemos escribir

1

7= Y et e (3.53)
ALy AN
o en la aproximacion clasica
1 _
7 = T /d%l By dpy . BPpye P (3.54)

Eso constituye una justificacion fundamental al factor N! que hemos introducido para
resolver la paradoja de Gibbs (2.4). Sabemos ahora que su origen es cuantico, es porque
las particulas son indistinguible.

3.4 Aplicaciones clasicas
3.4.1 El gas ideal

Hemos visto que el elemento central es la funcién de particion

Z:Ze_ﬁE” con [=1/kgT

M”00

En una aproximacién clasica, los estados "n” son las posiciones y momento lineal de
todas las particulas
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Z — /d3$i~--d3pi-6_'8E

A diferencia del caso previo, esta expresién tiene una dimensién: [z - p]*N y como lo
hemos visto la aproximacién semi-clasica introduce el factor A3V, h tiene la dimensién
de z.p (AzAp > h/2), lo que implica

1 1

= ﬁhg—N /dg.’ﬂl et d3de13;1 s d?’pNe_BE (355)

El factor N! introducido por Gibbs debe ser incluido solamente si las particulas son
indistinguibles.
Como primero ejemplo, estudiaremos particulas libre en una caja de volumen V'

7

i2m

E =
lo que implica
AN
/d3x1 . d3.tENd3p1 .. .d?’pNe_BE =yN (/ d3pe_ﬁfm)
> p? N 3N 0 5
= V¥ (4m)N (/ p26_62mdp) = (4xV)N (2mkpT) > [/ yre Y dy}
0 0

N
:MMWW%MﬂT?(§3 = VY 2mrkpT)*N?

lo que nos da

Z

T NIASN

VN Commkp T\ VN (kTN 1 VN 556
v\ ) T (3:56)

2mh?
kaT

la energia libre

con A = la longitud de onda termal de de Broglie. A partir de lo cual obtenemos

N . 27h?
F=—kgTlhZ =—kgT {Nan - 37111 mp _ lnN!} (3.57)
m
lo que implica
By = -2z = ANKyT (3.58)
I R R '
OF  kgTN
p—_9° _ .
v -V (3:59)
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es decir
PV = NkgT (3.60)

El resultado por la energia media, (F) = %N kgT es mas genérico que el hamiltoniano
partiicular que hemos considerado. Se llama el teorema de equiparticion de la energia.

3.4.2 Teorema de equiparticion de la energia

Cuando un sistema puede ser descrito por mecanica clasica y si su hamiltoniano se
escribe

H (s, pi) = ap; +b (3.61)

con a, b funciones independiente de p; pero pueden depender de la posicion z; y de los
otros momenta (p;, j # 4). En este caso,

(ap?) = %k:BT (3.62)

Es facil demostrarlo.
Recordamos que

B fxe_BEdacl ...dxydpy ... dpy

= 3.63
{z) [ e PEdxy ... deydp; .. .dpy ( )
Sin perdida de generalidad, consideramos que i = 1 es decir
H=a(zy,...,on, P2, DN) D2+ b (21, ..., TN, D2y - .., DN) (3.64)
lo que implica
(ap?) = J dxy - dendp, - - dpyae=™ [ dpiple= ot (3.65)
! [dxy...deydpy - - dpye=PP [ dpye—fart '
Sabemos que
o 2_5a2 1 _BaQOO 1 e —50,2 . .,
dpypie 7Pt = ——— pre” PN +— e 71 (integracién por partes)
oo 20a —  2Ba J_
N————
=0 (a>0)
(3.66)
lo que nos permite concluir que
1 1
2
<a'p1> 25 2 B ( )
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Es decir que para N particulas, si

P2 P2 P2
_ 1,x + 1y + 1,z _|_ .
2m 2m 2m ~

N veces

(3.68)

tenemos

independientemente de la masa o del potencial. Podemos obtener el mismo resultado
si

H=ari+b (3.70)

Por lo tanto, lo podemos ocupar en particular para un oscilador armoénico. La energia
potencial (kxz?/2) y la energia cinética (p*/2m) son cuadraticas, lo que implica

1 1
— A = ZkaT 71
(P ) = ghs (3:71)
1 1
—ka?®) = —kpT 72
(Sha?) = Sk (372)

lo que implica un promedio de energia
(E) = kT (3.73)

/N Como lo hemos dicho, este teorema aplica solamente en la aproximacion clésica.
Para el oscilador armoénico cuantico, encontraremos un resultado distinto. Pero a alta
temperatura (efectos cudnticos despreciable) recubriremos el resultado clésico.

3.4.3 Teoria cinética de los gases

La teoria inicio durante la segunda mitad del siglo XIX durante una época en la cual
la existencia del &tomo no era aceptado por todos. Maxwell descubrié el resultado por
simetrias en 1860 y Boltzmann lo generalizo en 1872. Lo podemos facilmente obtener
en el ensamble candnico.

Sea un fluido, gas de N dtomos (o moléculas) idénticos, de masa m, en un volumen
V' y en equilibrio con un termostato de temperatura 7. Excepto para algunos fluidos
como el helio a baja temperatura, la aproximacion clasica es viable.

La probabilidad de encontrar las N particulas en las posiciones &; y momento lineal
p; en el volumen del espacio de fase [, d*z;dp;, es:

1 1 -
P = Zmd3x1 c. d?’deSpl ce dapN6

=2
N P Vi(x;
BN, 2y )} (374)
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de lo cual podemos obtener probabilidades "reducidas”. Por ejemplo, para obtener la
probabilidad que las particulas tengan un momento p; con precision dp;, sin preocuparse
de las posiciones hay que integrar sobre todas las posiciones

2
P=-——_ </ Bry ... d3xN65V(x")> )d3p1 .. .dgpNe’BZfil e

Vv
constante

1,87 1,852 . .
= Advy ... dPoye 2P e amBN (p; = muy;)

con A una constante. Tomando la integral sobre todas las velocidades excepto una, nos
da la probabilidad para que un dtomo tenga una velocidad @ con precisién d3v

Be ™87 g3y

con B una constante definida por normalizacion

/// dexdvydvze_%m6<”§+”5+”§) =1 (3.75)

es decir

o\ 32 m 3/2
Bl — =1 B = 3.76
(mﬁ) < (mBT) (3.76)

lo que nos da la esta probabilidad, llamada la distribucion de Maxwell, distribucién
maxwelliana o distribucion de Maxwell-Boltzmann

N
2\ —Impi?
f(@) <27Tk:BT) e 2 (3.77)

Si queremos estudiar esta distribucién en una direcciéon particular, podemos hacer la
integral sobre las otras direcciones y obtener

m 2
_ —muz/2kgT
fo (02) =\ 57

Observamos que el promedio de velocidad es nulo

_ 75 vafa (vg) du,
[ fo (vs) do,

(vz)
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ya que hay particulas que se mueven en una direccion y otras en otra direccion.
También, observamos que la desviacién tipica es

Av, = (v2) — (v,)? = (v2)
[ () du, e (—32) do
[ o we)dve - fexp (— itk ) do,

BT

2 —22)d 2 2
R R

m  [exp(—a?)dx m

1 1
<§mv§> = §kBT

de acuerdo con el teorema de equiparticion.

Lo que nos da

Podemos estar interesado en la distribucion de la norma de las velocidades v y no de
sus componentes (v, vy, v,). La probabilidad para que un dtomo tenga una velocidad
¥ con precisién d>¥ es

1

Be 2™ 3y = Bem 2™y gin Odvdbdo
Haciendo la integral sobre los dngulos, tenemos

Am BvPe ™0 12k T gy
que podemos normalizar para obtener

m 3/2 mu?
g(v) = 4r (27rkgT) vie 2kBT

Es la probabilidad de encontrar una particula con velocidad |#]. El maximo se encuentra

[2KpT
Uy —
m
y la velocidad media es

_fooovae’mUQ/Q“BTdv_ 2kgT 1/2 8kpT

(w) = Jo vre et 2hsTdy m Jr/4 N mm

de forma similar obtenemos

€1

(1) = 2koT3VE/S _ 3kaT
om JT/A T m

lo que es previsible ya que

(b = () + 6+ 62) = S
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Distribucién de velocidades para la atmosfera
del sol, por la cual consideramos que es un gas de
protones

m, = 1.67 107*" kg con T = 5800k
ykp=13810" kgm?s? K*

obtenemos (v) ~ 11.05 km/s
En nuestra atmosfera, si consideramos que

esta principalmente compuesto de nitréogeno No
de masa, m =2 x (2.33 107 kg) y T'= 300 K

(v) ~ 476 m - s~

3.4.4 Origen del h en la funcién de particién semiclasica

0.08 -

0.06+

™)
gVO

002+

0.00
0

04 r

10 20 30
v (km/s)

Hemos visto que la funcion de particion semiclésica hay un factor h

1
Z = E// dxdpeP¥

Lo hemos justificado de forma heuristica por el principio de incertidumbre de Heisen-

(3.78)

berg. Pero porque no aparece un factor 4 en vez de h. Para demostrar esta expresion,

consideraremos un sistema cuantico, por lo cual vamos a tomar el limite clasico. Los

operadores cuanticos estan descritos por ~

~2
2 p

=2 1v@

2m

con los estados cudnticos |n)

Hin) = Ey|n)

La funcién de particion es

Z = Ze’ﬂEn = Z<n|e’5g|n>

n
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Introducimos la relacién 1 = [ dg|q){g| (2 veces)

7 = /dqdq'z<n|q> <q q/> (q'In)
= /dqdq’z<q

= /dqdq’ <q‘e*5ﬁ
Z/dq<q 6‘5g‘q>

que van a encontrar en la literatura como
Z ="1Tr <6_5H >

Queremos separar la exponencial en 2 componentes, usando la férmula de Baker-
Campbell-Hausdorft

e PH

e PH

q’> (q'[n) (nlq) (Z In)(n| = 1)
¢) ey ((d10)=5(d ~0))

eApB — A+B+3IABI+

pero como [, p| = ih, tenemos en el limite cldsico (A — 0) que g y p conmutan, es decir

o BH o B BV (d)

o= i e
a2

Introducimos la relacién 1 = [ dp|p)(p| (2 veces), obtenemos

7 ~ / dqdpdp’e="V\D (q|p) <p p’> (¥'|q)

lo que implica

—BE2 _BUG)
e 2m ¢

~2
P
6_5 2m

~2
e P m

p2
efﬁm(;(p*p/)
~ // dgdpe"" (q|p){p|q)

con H el hamiltoniano clasico. Finalmente, usando la relacién

1 .
_ elap/h
alp) = 7=

/ dqdpe"H
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3.5 Aplicaciones cuanticas
3.5.1 Sistema de dos niveles

En estas secciones, vamos a considerar que las energias son cuantizadas. Por ejemplo,
podemos estudiar el cristal paramagnético perfecto. Hemos visto que es un sistema
con dos estados F+ = £uB para cada particula. Cada una de estas particulas es bien
localizada

Z=2N, conz= Ze‘ﬁE“ = 1B 4 g=PuB

n

lo que nos da una energia libre
F = —kgTN1n (e’F 4 ¢ F1P)

lo que implica una energia libre

oz ePnB _ o—PuB 1 — 281B

(E) = o3 HE BB o=6uB — NMBl + ¢28uB

lo que es similar al resultado encontrado en (2.31).

3.5.2 Oscilador armdnico cuantico

De forma similar, podemos estudiar un oscilador arménico cuantico. Sabemos que las
energfas son F,, = hw(n + 1/2), lo que nos permite calcular la funcién de particién

o0 o0
_ —BEn _ _—Bhw/2 —Bhwn
7 = E e —e E e
n=0 n=0

1 - 1
= e Pwi2_—_ Zx” = conx =e " <1
n=0

1—=z 1—=x
6—,8hw/2

hw
— _ —Bhw
—1_6_Bmian——6—2 —In(1-e )
lo que nos da

olnZz B hw hwePhw fuw fw

E)=— = S T —
Er=—p = 1o~ g T

Recuperamos, solamente a alta temperatura el teorema de equiparticién

(E—I— B) = kT

lim (F) = lim > T B

T—o0 T—00

lo que corresponde al resultado (3.73).
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3.5.3 Pozo de potencial infinito

Para una particula en una caja, en una dimension, de tamano L, tenemos
22
_ h*m 2
"oomL?
lo que se obtiene a partir de la ecuacién de Schrédinger en un pozo de potencial infinito.

n>1

Se puede facilmente generalizar a un cubo de largo L
h2m?

Ny Ny,Nz o9 L2

(ni + nf/ + nZ)
lo que nos permite calculat la funcion de particién

o

3
Z= Z e PPramyms — (Z eiﬁzhi; 2)

Ng,Ny,Mz=1

Estas sumas no son simple. Se puede usar la formulo de Euler-Maclaurin que relaciona
suma y integral

/ fl +232p FED(G) — ()]

con ng los nimeros de Bernouilli (By = 1/6, B4 = —1/30, Bs =1/42, ...). Obten-

€Imos
*© 2 00 2 2 1 / 111 22
; ﬂ;mLz :/ ﬂf 2% dI+f< ) f1(2) f72(0)—|—6011f( )—@ ﬁ;mLQm

2 2.2 24,4 3566
\/QmLkBT/ ‘mdx+e%"m’iz<1+6hﬂ I Y L S
h2m2 2 12mlL?  240m2L*  720m3LS
con a = ,/%. En el limite T' — oo, es decir f — 0, obtenemos

OO

—ﬁ h2 2 2mL2k:BT _r mL2kBT
2mL2 - e dr ~ 4 —————

n:l h2m? 0 2h%m
Lo que implica

3
mk:BT mk:BT 3/2 3
7 ~ —— L] ~ =1L
(V 21 h? ) < 27 h? ) Ve eV
es decir
dmnzZ 3 3
(E) 08 28 28

Recuperamos, de nuevo, a alta temperatura el teorema de equiparticion.

3.6 Capacidad calorifica de los solidos
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La capacidad calorifica de los solidos es 10
la cantidad de energia necesaria para que 08
el objeto aumenta su temperatura de una 06
unidad. Un calor especifico grande significa 3;ka
que se puede almacenar una gran cantidad 04
de energia con un aumento relativamente 02
pequeno de la temperatura Cy = (g—g)v 00
Tenemos para los solidos, la curva sigu- 100 200 300
iente. Queremos reproducirla con un mod- !
elo sencillo. A baja temperatura, Cy oc T3 %0 : : : :
y a alta temperatura Cy = 3Nkp conocido gzg-_H;'h?f A o .
como la ley de Dulong-Petit. Fue una ley Eny M uta gID? g 4
experimental. Como lo podemos ver en este %27— v L f-l”nL;;Pfr :'erru\ A
grafico, esta ley es muy buena para todos § 21 =ca"s Pncs _-%51: ;i"h 1
los elementos. Este gréfico representa la ca- R R— {,"{:e;’_zh:-?g% el
pacidad calorifica por unidad de molas RS o Y " 1
2 . "Cr wGe J28R
v N ap s % w % w w
NA - NA B — atomic number
El primer modelo fue definido por Einstein.
Consideramos que en el solido todos los atomos vi-
bran alrededor de su posicion media con una misma
frecuencia. Por lo tanto, podemos considerar cada
atomo como un oscilador armoénico que vibra a una
frecuencia wg (frecuencia de Einstein). Pero segin = —ww— e
la mecanica cuantica, la energia de un oscilador es
B, = g (n-+ 3) -
Eso es la energia de un oscilador aislado. En
realidad, como tenemos una temperatura 7', hay in-
tercambio de energia con el entorno del solido. Pode-
mos por lo tanto asumir que el solido esta en equilibrio Tenemos
7 = 2N (hay N particulas, es decir 3N osciladores)
con
° he ~ ek
z= Ze_’“ﬁ(n%) = G—BFME (3.82)
n=0 1—e¢e kBT
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lo que implica

1 > _ olnZ FL(,UE hwE
(E) ==Y E,e P = = 3N + —
z ; 0B 2 eZJTI% -1
Veamos que cuando 7' — 0, tenemos (E) = 3N % es decir que cada oscilador

se encuentra en su estado de energia minima, como se esperaba. Lo que implica

hwp
O(E) 3Nhw% et Tg\>  eTe/T
oy =3B £ S =3Nkp (=) —— (3.83)
oT kgT (ek?g _ 1) T ) (eTe/T —1)
con Tp = h:—; la temperatura de Einstein. 10
El modelo d’Einstein reproduce bien las 08
observaciones excepto a muy baja temper- '
atura. Aunque esperagiamos Cy o« T3, ten- o 0
emos Cy ~ 3NkB(TTE> e Te/T 3Nks 04
Aunque no totalmente correcto, Einstein 02
mostré que para entender el fenémeno a o
baja temperatura, necesitamos la mecénica 100 200 300
cuantica, ya que el resultado Cyy = 3Nkp a alta T
temperatura puede ser explicado por mecanica
clésica.
2
De hecho en mecanica clésica £ =), me + %kxf lo que implica por el teorema de

equiparticién (E) = 3 NkgT = Cy = 3 Nkp

En realidad, los atomos no son aislados. Cuando uno de ellos oscila, ejerce una
fuerza sobre los demas atomos que a su vez oscilan. Es decir que son osciladores
acoplados y por lo tanto con muchas frecuencias posible y no solamente una: wg. Por
lo tanto, la energia de cada oscilador sera

1
El calculo de la energia media es similar
hw; hw;
(E;) = 5 + (3.85)
ersT —1

Como cada oscilador tiene una energfa distinta, la energfa total es £ = ) (E;). Pero
como tenemos tantas frecuencias wj, la distribucion de las frecuencias aparece continua,
por lo tanto podemos cambiar la suma ), por una integral [ dw
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Obviamente cada frecuencia podra aparecer con un peso diferente, es decir una
distribucién de frecuencias p(w).

La energia ) . h‘; contribuye a la energia interna de enlace del solido. Porque hay

muchas otras energias que no hemos considerado, llamaremos estas energias Fj

hwi
(E) = Ey + Z o (3.86)

con FEj la energia total de enlace, lo que debe ser negativa. En el limite del continuo,
tenemos

(E) = Eo + / T (w)de (3.87)

kpT — |

con p(w) la distribucién de las frecuencias en nuestro cristal. En el modelo de Einstein,
tenfamos una sola frecuencia, por lo tanto p(w) = 3N0 (w — wg). Esta distribucién de
las frecuencias p(w) puede ser deducido en una aproximacion clésica, p(w) o< w? pero
en general lo podemos obtener de experimentos. Tenemos que solamente asegurarnos
de que waM p(w)dw = 3N con wy, la frecuencia maxima del sistema. Esta normal-
izacién significa que tenemos 3NN osciladores en nuestro sistema. Se ve a continuacion
la distribucién de frecuencias por el aluminio y el plomo.

T T T T T T T

S -

Y o 2t
-~
0 ~
- Ll
7
. )
|4 <3 ! -
2 2
e e
=) <
~ ~

3

3 2k s
>~
o

afk -

5 6 % 2 ) 6 s TR T
1 2 3 4 E E K
° w (10" rad s™) N ekl

La aproximacion clésica, conocido como modelo de Debye simplifica estas figuras
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() = aw? w < wp

con « una constante que depende del mod-

elo y wp la frecuencia de Debye o frecuencia

maxima wp

Tenemos la normalizacién

“b 9N
/ p(w)dw = 3N = gw% =>a=— (3.88)
0 3 Wp
lo que nos da
9N
(E) / eﬁw/kBT ey e KLY (3.89)
Haciendo el cambio de variable x = hw/kgT, obtenemos
ON (kgT)* [Tt a3
E)=F d 3.90
(E) otz w% h3 0 1" (3.90)
Definiendo la temperatura de Debye Tp = F”;—;, tenemos
By = By + vkt (L) ¥ d 3.91
(E) = Eo+ B (53;) LK: ] x (3.91)
Es decir
ok T\® [To/T glen
C = 9Nk / ——dx 3.92
v or b (TD> o (er—1) (892

A alta temperatura Tp/T — 0, lo que implica que el rango de integracién se acerca a
0. Por lo tanto, podemos aproximar la funcién a integrar por su valor al rededor de 0.
Es decir

4 x
lim —— = 2 (3.93)
x—0 (655 — 1)

lo que nos permite obtener
Tp/T 4,z Tp/T

1/Tp\3
. e _ 1 2 _ = _D
lim dr = lim xodx 3 ( ) (3.94)

T—o0 0 (690 — 1)2 T—o0 0
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y en final

TN\*1 /TpH\?
~9Nks(— ) = (22) =3N
Cy ~9 kB(TD)?)(T) 3Nkg

y a baja temperatura

To/T 4 x 00 4 4 4
lim dex = / O dp=" (ver ayudantia 8)
T—0 0 (65’3 — 1) 0 (6

es decir

T\ 474 12 T\?
Cy ~9Nkg | — | — = =7*Nkg [ — T3
v B(TD) 5 5" B(TD) x

Reproduciendo el buen comportamiento a baja temperatura.

3.7 Paramagnetismo y diamagnetismo

(3.95)

(3.96)

(3.97)

Cuando un sistema inicialmente no magnético esta sujeto a un campo B, gana una mag-

netizacién M es decir un momento magnético medio por unidad de volumen. Queremos

describirlo.

Sea un sistema en contacto con un termostato a temperatura 7', sujeto a un campo

B. Las energias cambian E,, = E,(B) (por ejemplo el efecto Zeeman). En el estado

(n), el sistema tiene un momento magnético

oFE,
Ma = 0B
La magnetizacién se define como
(M)
M=
%
con
1 1 0F kgT 0O
L —BE, _ _ L N~YEn g, _ FBl O —BEn,
M) Z;M”G Z 42~ 9B " 7 (’9an:€
0 oF
=kgT—InZ =——
el g o OB
es decir
__lor
- VOB
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Definimos la susceptibilidad magnético (grado de sensibilidad a la magnetizacién de un
material influenciado por un campo magnético)
oM 1 i O’F

X = lim —

B0 0B |V Bo0 0B2 (3.103)

En general, la respuesta del material es tal que M se encuentra colineal al vector B
- Si B y M son paralelo, el sistema es paramagnético (x > 0)
- Si B y M son antiparalelo, el sistema es diamagnético (y < 0)

El origen del paramagnetismo viene del momento magnético permanente [ de los
atomos. Viene por el momento angular L y el espin 5, en particular de los electrones
aunque los ntcleos contribuyen también. Estos [i son orientados de forma aleatoria.
Baja un campo magnético externo, estos [i se orientan en la misma direccion. Este
fenémeno ocurre en particular para atomos que tienen electrones desapareado como
carbono

1s? 2s% 2p? i%— (regla de Hund)

Pero por la presencia del campo B externo, los electrones se mueven de tal forma que
producen un campo B que se opone (ley de Faraday). Es lo que llamamos el diamag-
netismo. Este fendmeno es siempre presente. Todos los materiales son diamagnéticos.
Pero este efecto es muy pequeno en comparacién con el paramagnetismo. Por esa
razén, se considera aveces que un material es diamagnético cuando no hay un efecto
paramagnético, es decir cuando los electrones no son desapareados (par de electrones).
Por ejemplo, el helio

1

12
o 1s

tendré un /i = 0.

3.7.1 Paramagnetismo

Consideramos una malla de N atomos en equilibrio con un termostato a temperatura
T. Estos atomos se encuentran principalmente en el fundamental ya que usualmente
E, — Ey >~ eV con Ej la energia del fundamental, lo que implica % > 1 ya que

kgT ~ %ev para T'= 300 K. Lo que implica que

P(FE _E1-Bg
(By) _ -8 (3.104)
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Para cada atomo, ji es definido por el momento magnético total

-

J=L+S con J={-J—-J+1,...,J—1J}

ji=—gnpJ (3.105)

con g el factor de Landé y up = £+ = 9,27 1072*Am? el magnetén de Bohr. Veamos
que este factor es inversamente proporcional a la masa. Por esa razon, la contribucién
de los nucleos es despreciable en comparacion con los electrones. El factor de Landé se

define por

(3.106)

3 S(S+1)—-L(L+1
g= 3, SN LL+)

2J(J +1)

Por cada atomo H = —FLE = gupd.B
Si la distancia entre atomos es suficientemente grande, se pueden despreciar las
interacciones entre momentos magnéticos (el ferromagnetismo) y por lo tanto tenemos

N N
H=Y —jiB=> gupBJ (3.107)
i=1 =1

Como los dtomos se encuentran en una malla, se pueden considerar como distinguibles,
lo que nos permite calcular la funcién de particion

+J

gupB
Z=2N, conz= Y et (3.108)
-
Sabemos que Y7, 7771 = 1= 1o que implica

2041,

p= Y e Trer I (3.109)
Jo=1
upB
wpB .1 — fngT(2J+1)

_ Ikar/ 1 — (3.110)

1—e 9FBT

(SRET(74) _ otET(eh)  sinh (9422 () +1/2))
= g LB g LBE = ] B (3.111)
e 2kpT — ¢ “2kpT sinh (gJ“—%BT>
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lo que nos permite obtener la energia libre

sinh ( —?(J + 1/2)>

F = —NEkgTIn (3.112)
sinh gngBT>
y finalmente
1 0F N J+1/2 1/2
S -/ . (3.113)
tanh (g%BT(J + 1/2)) tanh (g;kZT>
Usando que p = gugJ, definimos x; = uB/kgT, obtenemos
N
con
2J+1 1 1 1
By(x) =

2J  tanh (22Hz) _ﬁtanh(%)

la funcion de Brillouin de orden J

X

A baja temperatura x; — 0 = B (z;) ~ lgfljm lo que implica en este limite
N 1+J B N 2 J(J+1) B
M ~ J—— J—— = _ 3.115
vornd = gmonnd T = g one) = e (3:115)
a partir de lo cual podemos calcular la susceptibilidad magnética
. oM C N o J(J+1)
Xj_gg})a_B_?’ COHC—V(QMB) W (3116)

lo que corresponde a la ley de Curie, descubierta experimentalmente en el ano 1895 por
Pierre Curie.

Este problema podia ser resuelto de otra manera. Considerando el caso J = 1/2,
tenemos 2 casos T con una cierta probabilidad

e*BET efﬁEJ,

PT — —G*ﬁET _I_ eiﬂEij P\L = —e—ﬁET + e—ﬁEJ/

(3.117)
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con

_ gupB

By ="

=uB, E =-— = —uB (3.118)

El momento magnético medio de un atomo es

() = —pPr + 1Py = p——g 555 (3.119)
ubB
= ptanh | —— 3.120
ptans (157 (3.120)
Lo que implica para N atomos
N Nu uB
= —(u) = —tanh [ — 3.121
= 2 e (L) (3.121)
lo que es similar al resultado previo EVHBI /2 (ﬁ%) con
Byys(a) — 2 o cosh(z)? —i-.sinh(:c)2 B c?sh(x) _ sinh(z) _ tanh(z)
tanh(2z)  tanh(z) cosh(z) sinh(x) sinh(z)  cosh(z)
Regresando al caso genérico, podemos calcular la entropia
oF
S=—-——
aT
i wsB 1 B
sinh <g£‘k};BT) tanh (g‘gg?) tanh (g’,zg—? (J + %)

Observamos que

- Cuando % — 00, S = 0 es decir que tenemos orden, todos los espines se encuen-
tran en la misma direccién

- Cuando % — 0, S = NkpIn(2J + 1) es decir que tenemos desorden, los espines
se encuentran en cualquier direccion

El hecho que la entropia depende solamente de B /T es usado para llegar a temperaturas
muy bajas (1073 Kelvin). Es la desmagnetizacion (desimanacién) adiabética.

Se considera un sistema a temperatura 7'y bajamos lentamente B para que sea en
cada momento en equilibro. Por lo tanto, la entropia no cambia. Es decir

() -5 () s
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lo que implica

B, B B

12
T 5 (3.123)

Hay que comenzar el proceso de baja temperatura para que la contribucion principal
a la entropfa sea magnética. Podemos asf pasar de 1 K a 1073 K.

3.7.2 Diamagnetismo

Tenemos 2 casos en los cuales el diamagnetismo no es despreciable

1. Atomos con capas electronicas completas y por lo tanto no hay momento magnético
es decir que no hay paramagnetismo.

2. Gas de electrones libre.

1. En el primer caso, consideramos N &tomos sobre una malla en contacto con
un termostato 71" sujeto a un campo B = Be:. Consideramos gases nobles, es decir
con capas electrénicas completas, es decir S = L = 0 = J = 0. Por lo tanto, no hay
paramagnetismo.

De forma genérica, tenemos

2
P+ eA ()
( ) +2up B8, + U (7 (3.124)

=2

—»

P? . -
:2(2 >+—ZA +Z A+2 BS (3.125)
Hy
pero como
B = Be, ycomo B =r1otA tenemos { A, = %Ba:
A, =0

lo que implica

I R
D A= (@)

.» B h -
pAZE(xpy—ypm)=§BLz ya que L =

St —
=
X
=y
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lo que nos da

e?B? eh ; :
H = Ho+ —— ;(a:eryf)Jr%B;Lg)erBB;SQ (3.126)
e’ B i i
= Ho+—— Z (22 + 42 +uBBzZ:L§) +2MBBZ:S§) (3.127)
) ji5 B(L+25-)

Pero como L = S = 0, obtenemos

H = Hy + i D (2 + ) (3.128)
8m (2 (2

)

Nos enfocamos principalmente en el fundamental. El hamiltoniano Hy nos dara la
energia Ey (debemos conocer U para calcularla). El segundo termino del hamiltoniano
puede ser incluido de forma perturbativa

e? B2 : 9
E(B) = Ey + 5 - (0] (z7 +7) |0) (3.129)
5(0[zir2]o)
La funcién de particion es
_EB)
Z=2N, conz=e F5T (3.130)

la energia libre

e? B?
F = kTN In(z) = NE(B) = N | Eo+ < (0

: 0>> (3.131)

0> (3.132)

y la magnetizacion

VoB  6mV

2
2.

)

10F  ¢’BN <0

De lo cual, podemos obtener la susceptibilidad

o 3M__62N 0
XT 5598 T emv

2
2.

o> (3.133)

Observamos que x < 0 como lo esperado para el diamagnetismo.
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2. En el segundo coso, estudiaremos un gas de N electrones en una caja de volumen
V' y temperatura T sujeto a un campo B. Despreciamos las interacciones entre los
electrones (baja densidad)

N N
H=Y %[pi—i-efl(n)] + Y 2upBSY
= .

1= 1=
- 7
~~ ——

produce el diamagnetismo produce el paramagnetismo

Obviamente los 2 efectos existen pero ya hemos estudiado el paramagnetismo, nos

vamos a enfocar en

Ny - )
H= ;%[@HA@)} (3.134)

Las energias para este hamiltoniano dependen de 2 ntimeros cuanticos

h2 k‘2
2m

E, (k) = + upB(2n+1) (3.135)

llamados niveles de Landau con n = {0,1,...} y k, = 2—“712, n,={0,1,...} y aesel

tamano de la caja. Cada uno de estos niveles es degenerado EB‘;L veces. Estos niveles

estan derivado en la seccion 3.7.3

I v eBa?® o~ En/ksT
Z:mz , conz:ZQWh B

n,k

donde hemos tomado en caso la degenerancia y el hecho de tener particulas indistin-

guibles porque es un gas.

2 B 2
L eQBr;_L Z o~ R (2nt1) Z o~ TkpT R (3.136)
e

n=0 kz

B 2 2

- ! > e TipT (3.137)
2mh
T 2sinh <k3T> k.

3 ;2

_ GBQ‘L L / e~ ThET g (3.138)
87°h sinh (422 ) Jr

B

La aproximacién del continuo viene por a > 1, y como

S P
a a a
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k. puede ser vista como una variable continua, con
o0
a
E ~ o / dk,
s
Ka -
lo que nos da

eBa® 1 V2mrmkgT

z= (3.139)
8mh inh <‘ég—f) h
mksT\**  pupB/kpT
= - (3.140)
2mh? sinh (upB/kgT)
con V = a® el volumen. Tenemos
N T\ B/kgT 1V
N\ 27h? sinh (upB/kgT)
y una magnetizacion
__10F _kpTOWZz _, N1 pu/kpT
T VoB V. 0B PV |B tanh(upB/ksT)
N /LBB
= ——upl
v (kBT>
con L(z) = m — % la funcién de Langevin es decir la funcién de Brillouin para
J = o0. La susceptibilidad magnética es
. OM N %
— lim 2= — 2 142
XT BN 9B T TV 3ksT (3.142)
Recordando que para el paramagnetismo hemos obtenido que y = %,:3—% para J =

1/2, g = 2, obtenemos
2N uf
3V kgT

Xtotal =

3.7.3 Niveles de Landau

Podemos elegir un gauge (de Landau) tal que A = (0, Bz,0 ). Tenemos bien rotA =
Be;. La ecuacién de Schrodinger es

B2 (020 020 1 0 2
o {W n W} vy (_ma_y i eBx) U= BV (3.143)
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Podemos buscar una solucién de la forma ¥ = e**v¥+%:2) (1) 1o que reduce la ecuacion
de Schrodinger a

)+ G (a4 %)Qas(a:) ~(e-55 ) waw

2m 2m eB 2m

Reconocemos la ecuaciéon de Schrodinger en una dimension de una particula de masa

m en 1 potencial armoénico centrado en xy = —%
22 (0 + 2 (@ = 20) 6(2) = £6(2)
2m 2 0
Por lo tanto
h2k? 1
E— = = hw — 3.145
om <” * 2) (3.145)
con w = % = %BuB, es decir
h2k?
E, (k) = 5 =+ upB(2n+1) (3.146)
m

Ademéas hay que tomar las condiciones de borde de la caja, es decir condiciones
periddicas en las direcciones y y z

U(z,y,2) =¥ (r,y+a,z) ~ k:y:?ny, n, € Z

2
U(z,y,2) =¥ (zr,y,z+a) ~ kzz—ﬂnz, n, €Z
a

Para la direccién x, si a es muy grande en comparacion con la extension de la funcién
de onda, es suficiente imponer que xy se encuentra dentro de la caja 0 < xg < a, lo que
implica

lo que corresponde a la degeneracién.
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3.8 Ferromagnetismo

Algunos materiales, llamados ferromagnéticos, pueden tener una magnetizacién per-
manente en ausencia de un campo magnético externo, como el hierro, cobalto, niquel.
Un iméan atrae un clavo de hierro, aunque no tiene ninguna acciéon sobre un clavo de
cobre. En ambos casos, el campo magnético del iman induce una magnetizacion en el
clavo. Pero esta magnetizacion permanece demasiada débil en el caso del cobre para
interactuar con el iman, mientras que es importante para el hierro. Los materiales
que se comportan como el hierro son ferromagnéticos. Pero si se calienta por encima
de 770°C, ya no es atraido por el iman, ha perdido sus propiedades ferromagnéticas,
convirtiéndose en paramagnético.

Para cada cuerpo ferromagnético, existe una temperatura de transicién (temper-
atura de Curie) tal que

- Si T < Ty, es ferromagnético
- Si T > T, es paramagnético

Hay una transicién de fase en T' = T¢.
Considerando la magnetizacién de una 1
barra de hierro, obtenemos esta curva. La linea M,

roja corresponde a la primera magnetizacion,
inicialmente M = 0 cuando B = 0. Llegamos a B

una saturacién de M (M), luego cuando de- / B

A 4

crecemos B, la magnetizacién es M, cuando
B = 0 (magnetismo remanente). Es solamente —-M,

cuando B = B,, es decir un campo dirigido
en direccién opuesta (campo coercitivo) que
M = 0. Esta curva forma un ciclo, llamada histéresis magnética. El sistema no
depende solamente del campo B al instante ¢, pero también del pasado.

- Para hiero, T, = 1043 K y M,, = 14.10* A/m (saturacién)
- Para cobalto, T, = 1388 K y M, = 11.10* A/m
- Para niquel, T, = 627 K y M, = 4.10* A/m

Para explicar la histéresis, Pierre Weiss en 1910 hizo la hipotesis que el sistema se divide
en bloques.
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Cada bloque tiene una magnetizacion, pero
la suma total nos da = 0. Dominios magnéticos
se forman para minimizar la energia total. Un
material con un solo bloque significa un campo
magnético interno fuerte es decir una alta energia.

Cuando uno agrega un campo B externo, los

bloques en la misma direccién crecen y llegamos
a una magnetizaciéon maxima.

El estudio completo es complejo por eso va-
mos a estudiar un solo bloque. Hemos visto con
el paramagnetismo que M = N9%Z tanh <92‘]i§? )
para J = 1/2 es decir que limg_,o M = 0 lo que

no es nuestra observacién para estos materiales,
deberiamos tener una magnetizacién remanente. Queremos tener un modelo sencillo
que explica este fenémeno.

Para eso, podemos considerar las interacciones entre los espine. Eso explicaria
porque algunos bloques se orientan en la misma direccion aunque a mas largo distancia
se encuentra otro bloque ya que esta interaccion actiia a corta distancia. Lo mas simple
es imaginar una interaccion

H;; = —J;;S;S; interaccién entre 2 dtomos en los nodos ¢ y j

con J;; un coeficiente de acoplamiento. Deberfamos tener J;; > 0 para favorecer el
alineamiento (es decir que baja la energifasi6,; = 0, S;S; = 5;5; cos (0;;)). El coeficiente
Jij deberia decrecer con la distancia, es decir que este acoplamiento existe solamente

entre los vecinos.
. . . J para vecinos
Para simplificar, consideramos que J;; =
0 para otros
A cada espin S; se asocia un momento magnético fi; = gupS; y por lo tanto, como lo
hemos visto, en presencia de un campo externo B, una energia —gugBS;. Por lo tanto,

el hamiltoniano para N atomos de nuestro material es el hamiltoniano de Heisenberg
al —
H=—gusBY 5 —73 85, (3.147)

La notacién < ¢7 > significa una suma sobre los vecinos solamente.

/N En realidad B no es el campo externo pero el campo perceptible por el atomo.
Corresponde al campo externo ademas del campo producido por los otros bloques.
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/\ Este termino viene por el principio de exclusién de Pauli. Dos electrones con espin
paralelo no se encontraron cercano, lo que implica que la energia coulombiana (positiva
ya que 2 cargas negativas) serd pequena. Por otro lado, 2 espin en oposicién tendran
una cierta probabilidad encontrarse cercano, lo que aumenta le energia electrostatica.
Esta diferencia de energia puede ser representado por una energia —.J S, S Es decir si
S, y S son paralelo, bajamos la energia, aunque si S, y S son antiparalelo, aumenta-
mos la energia.

Regresando a nuestro problema, queremos obtener la funcién de particién para
el hamiltoniano de Heisenberg. Podemos hacer el calculo de forma exacta en una
dimensién. Desafortunadamente en esa dimension, mucha de la fisica interesante desa-
parece. En una segunda forma, intentaremos una aproximacién (de campo medio).

3.8.1 Modelo de Ising en una dimension

Una de las dificultades de H es que S, Sy, S, no conmutan. Por lo tanto, se considera
como aproximacion solamente una direccién, la direccién z (direccién de B ), se llama
el modelo de Ising

N
H=—gupB» S;—J> S;S; (3.148)

Este modelo tiene una soluciéon exacta en una dimension. Para simplificar las nota-
ciones, vamos a escribir S7 como .S; es decir

— —guBBZS T8 (3.149)

(i7)

En el caso de una dimension,

cada espin interactia con dos vecinas. | 4 4 | |
Tomamos esta cadena de espin como cer- oy
rada para simplificar las condiciones de | 4]
borde. T 1 4

Sv-1 8, 0SS, S
Sn+1 =51 Nt

Cada espin tiene dos estados posible 1 o | es decir que tenemos 2V estados en total.
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La funcién de particion es

Z=3 3 emer EmlneBSIsisg) (3.150)
Si=+1 Sy=+1

_ Z Z oFoT it (91n BSi+75i5i41) (3.151)
Si=+1 = Sy=+1

= 3 Y emr S s s (3.152)

Si=+1  Sy=+3

Definimos una matriz 2 x 2 con elementos (S;|T|S;1) = Ts,s,,, es decir una matriz

= 1 T 3.153
ATy Ty R

tal que

L[M(s.ﬁ_s. )+JS;S; ]

T = 77 [ “E7 (St 5) 495,50 (3.154)

es decir
Ty, = eTpr PonnBt)) (3.155)
T, ) = empr(T201BB+) (3.156)

272
J

T%_% =T 11 = e *BT (3.157)

T2

lo que implica

N
Z=>Y > TTss= > - D Tss.Tss - Tsys (3.158)

S1=j:% SN:i% 1=1 Slzi% SNZi%

Pero sabiendo que

2
Z Ts 5, 15,5, = (T5153> (producto de matrices) (3.159)
SQZi%
tenemos
N-1 N N
20D <T515N> Tsvs0= D (Tslsl) = Tr (T") (3.160)
Sl_i% SN:i% Sl=i%
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con

o TipT (20n8B+)) o TET
T = , (3.161)

1
e ThpT 64kBT(_2gl‘BB+J)

En vez de hacer el calculo completo, sabemos que si A\; y Ay son los valores propios de
T, tenemos

7=+ )\ (3.162)

Si A\; # Ao y tomando |A;| > |\

Z =\ (1 + (i—j)N) (3.163)

N
< 1, tenemos en el limite N > 1 (ﬁ) ~ () es decir

1

Pero como

A2
A1

Z ~ NV (3.164)

Los valores propios son facil de calcular

B B
Ay = e//4ksT [cosh gQ/Ij;zT + \/Sinh2 % + e—J/kBT] (3.165)

Es decir AL = Ay y A_ = \s, lo que nos da

N
s B B
7 = Tt [cosh Z’ZET + \/ sinh? ZZET + eJ/kBT] (3.166)

y una energia libre

NJ
F=—kpThhZ=——2 _ NkyT1
B A pL 2%pT 2%nT

B B
cosh IHB + \/sinh2 9B + e—J/kBT]

_0F

La magnetizacion es el momento magnético medio ( 8—3) por volumen, o por longitud

(L) en nuestro caso.

. B
_ 19F  Ngup sinh @égT) (3.167)
= 1/2 '
LOB L 2 (sink? (22) + e-70ks7) /
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Esta funcion es continua. Pero cuando se estudia en mas dimensiones aparece una
discontinuidad, caracteristica de una transicion de fase. Aunque el modelo en une di-
mension es muy limitado, podemos ver la correlacion entre los espines. Intuitivamente,
podemos imaginar que los espines cercano tienen una tendencia a orientarse en la misma
direccién es decir que son correlado. Aunque a gran distancia, esta correlacion deberia
ser despreciable

Para simplificar el calculo, nos enfocamos en el caso sin campo externo, B = 0, es decir
__J \N g __J \N
7 = e4kBT (1 +e 2kBT> — <€4kBT +e 4IcBT) (3.169)
J Y
= 2"V cosh 3.170
cos <4kBT> ( )

Primero, vamos a ver una segunda forma de calcular esta funcién de particién

J N
L S Sk S5,
5 ekBT 2= Sk E | |ek37 kokFL para B = 0)

S1..Sn SN k=1

pero

J J
e’%ﬁsksk+l — emsksmrl

con s que toma valores £1, en vez de +1/2. Eso, nos permite escribir

J , J
Z = cosh (4k‘BT) + SkSk+1 sinh (4k‘BT) (3.171)

J J
= cosh 4 inh 172
coS (4kBT) + 4S5k Sk 41 sin (4kBT) (3.172)

Se puede facilmente verificar para cada valores de Sy Sk41. Por lo tanto

J J
Z = h 1+4 h 1
(cos 4kBT> . Z H + 45k Sky1 tan <4kBT>} (3.173)

SN k=1
Pero
al J
IT |t + 45Sks1 tanh ( )}
a1 { AkpT
J N
— 1 + 4 tanh <4kBT> ;SkSkH + [4tanh (4kBT>] (ZS St ;g SZH)

— 87 —



Lo que podemos escribir con grafos, por ejemplo

(8253) (S455) (5556) : 1 I I I T :

Cuando estos grafos aparecen, tenemos que sumar sobre S; para obtener Z. Por
ejemplo Y S (de este grafo) = 0 ya que Sy cambiara de signo, porque S, aparece una
sola vez (a diferencia de S5): S99535,5256. En el grafo, se ve que Sy esta conectado
una sola vez. Podemos concluir que todos los grafos daran cero excepto los grafos
totalmente conectados. En este caso consideramos una cadena abierta y no cerrada, lo
que implica que uno solo grafo contribuye, el primero

J\" J A\
Z = cosh (4kBT) SZS 1 = 2" cosh <4kBT) como esperado

N

En el caso de una cadena cerrada, tendriamos

J\" J N
Z = 2" cosh (1+ tanh (=) ) 174
cos <4kBT> + tan T (3.174)
7AW
_ oN 4.
= 2" cosh (4kBT) en el limite N > 1 (3.175)
Tenemos
1 g
(S) = > Sietur iz e (3.176)
S1,-Sn
1 a J J
= —= E S; h 45,5 inh 3.177
Z S1,-SN k=1 |:COS (4kBT) " kRS <4kBT>} ( )

cosh (J/4ksT)™ al J
- S S]] +4 tanh = 1
Z Sy, .Sy Szg Aok tan kT ’ 317

porque ningun grafo es conectado.

cosh (J/4kgT)™ al J
(S;S;) = ~ >SS ] 1+ 45kSkea tanh T (3.179)

S1--Sn k=1

A los grafos previos, se agrega una linea adicional entre ¢ y j. FEl tnico grafo que
contribuye es
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conexion adicional por el término S;S;

En este grafo, cada S; aparece 2 veces, por /
lo tanto no desaparece en la suma | : : : : : :
S S S S S
lo que implica
(5.5, cosh (J/4kpT)" tanh J =l Z . (3.180)
i) = an .
! Z 4kgT o
cosh (J/4kT)™ J \1"
= tanh 2 181
7 an T (3.181)
J =l —|i—7||Intanh ———

::tanh_<4kB7ﬂ> _ limdlfintanh g2 (3.182)

Es decir una correlacién que decrece de forma experiencial.

(S:S))

3 2 -1 § 1 2 3 f_j

Observamos que cuando 7" — oo (5;5;) = 0, no hay correlacién y por lo ttanto no
hay magnetizacion.

En 1944, Lars Onsager hizo el calculo en 2 dimensiones pero con B = (. Hasta
hoy no se ha encontrado una solucién can B # 0. En 3D, no tenemos solucién cuando
B=00B#0.

Sin el calculo exacto, podemos obtener resultados interesante por una relacion
llamada dualidad de Kramers-Wannier, para B =0y D = 2. La funcién de particion
a baja temperatura y la funcién de particion a alta temperatura son relacionadas si
remplazamos

e P72« tanh (%) (6=1/kgT)
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Es decir que el modelo de Ising a temperatura T es relacionada a otro modelo de Ising
a temperatura T tal que

o de forma similar

— e J/?kBT  J/2ksT _ _tanh < ~) + ! -
4kgT tanh <J/4kBT>
J 1

< 2sinh ( ) =

QkBT COSh (4]{‘;7;) sinh (4k£T)

J 1
= sinh( ) =

2kpT sinh (ﬁ)

La dualidad aparece mucho mas transparente. Se puede mostrar, que hay una transicién
de fase a T' =T, cuando T' =T es decir cuando

J 2
inh =1
sin (%BTC)

J/2
In(1+v/2)

Como lo hemos dicho, Onsager a hecho el calculo exacto para B = 0 en 2D y una malla

cuadrada. Encontro

J N
7 = {2 cosh (2kBT) el] (3.183)

con

I =—
2m Jo 2

_, sinh (J/2kgT)
~ “cosh? (J/2kgT) =011 1

s 22 1 >
1 d¢ln1+\/1—x251n¢ —

I es definido solamente para |z| < 1.

— 90 —



A partir de esta expresién se pueden obtener las otras cantidades como la energia

media
OlnZ NJ J NJsinh? (J/2kpT) — 1 (2
E)=— — ——" tanh - “K(z)—1) (3.184
(E) 9p o “Nor,T T 2 sinh(J/kpT) (w (@) ) (3.184)
con
) w/2 1
K(z) = / do diverge para x = 1
( 0 1 —a2sin’¢

(E) es una funcién continua pero su derivada tiene una discontinuidad caracteristica
de una transicion de fase.
Por ejemplo, la capacidad calorifica es

NJ? T-T,
~ - 1 = 3.185
o1 2kprlf | T (3.185)
La magnetizacion fue calculado por Chen Ning Yang en 1952 en el caso B = 0
M
F 3
N v g s
M ~9EB [1—smh (2k5T>] siT <Teo
0 siT >1Te 0 .
fase Tc fase r

ferromagnetica paramagnetica

3.8.2 Tansicion de fase a la Landau

Para terminar esta secciéon, vamos a ver algunas reglas para definir una transicién de
fase, llamado teoria de Landau. Esta basado en la energia libre F'. Primero, se debe
definir un parametro nulo en una fase y no nulo en otra fase, llamado parametro de
orden. En el caso de Ising es la magnetizacion.

El sistema tiene una magnetizaciéon para T' < M
Tc y la pierde a alta temperatura. Para la tran-
sicion de gas a liquido, podemos tomar las densi- la magnetizacién
dades prase — pgas- Cuando la fase es gas, tenemos /‘ es pequefia
0 y cuando es liquido es diferente de 0. Como el

parametro de orden es nulo en una fase y diferente |\ T
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de cero, en la otra fase, podemos considerarlo como pequeno al momento de la transicién
de fase. Por lo tanto, la energia libre puede ser expandida en serie, en funcién de este
parametro, que vamos a llamar m.

F(T) ~ Fy(T) + mF(T) + m*Fy(T) + - - - (3.186)

En una transicion de fase de segundo orden tenemos

AF

T>T, T<T,

minimo

N
. N

Para baja temperatura, F' tiene

A\ 4

minimo
A alta temperatura, el minimo de F' se

nuevos minimos accesible. El sistema

encuentra para m = (0 como esperado pasa a un nuevo valor de m % 0

El sistema evoluciona de un minimo a otro de forma continua, es decir que 4£ (' = T)
es siempre nulo y limp_, 7, 32712 es discontinuo. A F

Para una transicién de fase de primer or-
den, tenemos la misma estructura a alta tem-
peratura pero a baja temperatura tenemos una
asimetria. El nuevo minimo no es accesible
de forma continua, lo que implica una discon-

tinuidad en la primera derivada de la energia /\
libre N~ "

Podemos ver estas transiciones de fase a partir del parametro de orden.

v

m m
A A

segundo orden primer orden

~Y

T

m(T') es continuo, m'(T) es discontinuo m(T) es discontinuo
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_oF
dB’

es discontinuo y de segundo orden si F’(m) es continuo pero F”(m) discontinuo.

Para el modelo de Ising m = la transicién de fase es de primer orden si F’(m)
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4. Ensamble gran canénico

4.1 El ensamble gran canénico

A menudo, nos encontramos con sistemas que pueden intercambiar no solo energia sino
también particulas con otro sistema mayor que actiia como reservorio. Es el caso de
las reacciones quimicas, o un cristal en equilibrio con su vapor, el contacto entre dos
metales que pueden intercambiar electrones - - -

Como el caso canonico, el sistema que vamos a estudiar es abierto. Pero esta vez,
podemos tener intercambio de energia E y de particulas N. Se llama el ensamble
gran canonico. De forma similar, al caso canénico, lo vamos a estudiar de dos formas
distintas.

El sistema que queremos estudiar, S, esta en contacto con un reservorio R. La
uniéon de los dos sistemas S U R forma un sistema cerrado, por lo cual podemos usar
el ensamble microcanoénico.

Etot =FE+ ER
Ntot =N+ N’R

con (E, N) las cantidades de S.

Como el reservorio es muy grande, asumimos que £ < Fr y N < Ng. Por lo
tanto, los intercambios de energia y particulas entre S y R afectan mucho S y son poco
perceptible por R.

Cual es la probabilidad de encontrar R en un microestado de energia E, y numero
de particulas N,?

Esta probabilidad es proporcional al numero de microestados del reservorio com-
patible con estos valores, es decir Wg (Eior — Eo, Niot — No).

La probabilidad se deduce, dividiendo por el numero de microestados total es decir

> Ws (Ee, Ny) Ws (Evot — Er, Niow — No)
E¢,Ng
lo que depende solamente de Fi. v Niot asi que es una constante.
Py (Ep, Ny) = A Wg (Eior — Ep, Niot — No) (4.1)

_ A o SR(Biot— g Nio—Ny) (4.2)

con Si la entropia microcandnica de R ya que es un sistema casi aislado. Como
Ey < Eioy v Ny < Ny, tenemos

a5 a5
Sk (Etot — By = ER, Niot — Ny = NR) ~ Sg (Etota Ntot) — Lk R —Ny R
O0FEz ONr
S~~~ S~~~
1/T —u)T
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con T' la temperatura del reservorio y u su potencial quimico
P, = A ¢Sr/kBo=(Bi=uNo)/ksT (4.3)
— Be (BEi=pNe)/kpT (4.4)

con B un factor de normalizaciéon que podemos obtener a partir de >, P, = 1 es decir
_ 1
o >y e (BemnNe)/kpT
Definimos la funcion de particién gran candnico

— Z e~ (Be=pNo) [kpT (4.5)
L

(1]

y la probabilidad de encontrarse en la energia E, y numero de particulas N,

1
Py (Ey, Np) = ze (Permmho/koT (4.6)

—

De forma similar al caso candnico, definimos el potencial gran candénico
b =—kgThz (4.7)

de lo cual podemos obtener varias cantidades termodinamicas. Por ejemplo, el promedio
del numero de particulas es

1 10 0P
NY=Y NP==) Ne P = = Zn==——— 4.8
<>;’”E;Ze Gap on (4.8)
Para calcular la energia media, observamos que
1
9tz =~ LS (B - vy BB _<<E> - u<N>> (4.9)
op 24
lo que implica
0 1 0 0
E)=puN)— —=In==— ——B—)lnE 4.10
() =) - etn== 3 (g~ 6 (4.10)
0 0
= — —u=— P 4.11
0 + (ﬁ o5 " aﬂ) (4.11)
La entropia es
1
S=—ksY PnP=—kpy e PFnND [—,3 (E; — uNy) — In E] (4.12)
¢ ¢~
1 In=
_1 _ —B(Ee—pNe)
T((E) #NY) + kp = Xe:e (4.13)
. ==
= = ((B) = n(x) - @) (4.14)
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es decir

b= (F)—u(N)-TS (4.15)
Por lo tanto,
0P
S = ~a7 (4.16)
Pero sabemos que (1.14)
(E) =TS —u(N)y=—-PV =90 (4.17)
lo que implica
0P
P=—-—— 4.1
57 (4.18)

De forma similar al ensamble canénico, podemos demostrar que un sistema evoluciona
hasta llegar al minimo de ® y este minimo es estable si su derivada segunda es positiva.

/N En el limite termodindmico, es decir un sistema muy grande, N y E fluctian
muy poco. Son casi constante como en el ensamble canénico para N y el ensamble mi-
crocanoénico para F'y N lo que implica que los ensambles son equivalente en este limite.

De forma similar al caso candnico, hacemos una segunda derivacién de la funcién de
particion gran canoénico. Partamos esta vez directamente de la formula de Gibbs.

S =—kgp Zpi In p; (4.19)

Ocupamos la misma idea, dentro de todas las configuraciones posible, el sistema elige
la configuracién que maximiza la entropia. Tenemos que agregar 3 restricciones

sz‘ =1, ZpiNi = (N), szEz = (E)
es decir
S = —kp Zpilnpi -« (sz - 1) - (szEz - <E>) - <ZP¢N1‘ - <N>>

La variacién de S con respecto a p; nos da

—kg(1+Inp;) —a—BE;, —yN; =0 (4.20)
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lo que nos da una probabilidad

P = e~ 1—a/kp o~ (BEi+YNi)kp (4.21)
Definiendo
= Z o (BEi+YN;)/kp (4.22)
tenemos
pi = — e BBk (4.23)
Lo que implica
S =—kgp Zpi Inp; (4.24)
1 (g 4yN, BE; +vN;
— _ —e BEAYN) [kp (T T Tt o
= —kp Z —e BNk ( . InZ) (4.25)
= B(E) + ¥(N) + kgIn = (4.26)

Podemos deducir las constantes 3,7 de la misma forma que en el ensamble canénico,
pero podemos usar la relaciéon ® = (E) — u(N) — T'S lo que por identificacién nos da
B=1/T,v=—u/Ty ®=—kpgTInZ= es decir

== e mr N (4.27)

/\ EI potencial quimico nos informa sobre el costo en energia para agregar una
particula en nuestro sistema. Las particulas se mueven del sistema con alto p hacia
bajo p hasta llegar al equilibrio.

4.2 Particulas independientes, idénticas e indistinguibles

Consideramos un sistema tal que un microestado sera caracterizado por una energia
FE, y un numero de particulas N,. Las particulas en este microestado tienen acceso a
las energias €, y cada nivel esta poblado con N, particulas. Por lo tanto

Ny=Y Ny, E;=> Ny (4.28)
) )

Cada microestado (¢) del sistema esta caracterizado por las configuraciones {N,} es
decir el numero de ocupacion N,.
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La gran funcién de particion es = = Z(l) e AE=1ND o5 decir

= = Z 6*62(,\) Nx(ex—p) (429)
{Nx}

_ Z o Z e PNi(e1—p) =BN2(e2—p) (4'30)
Ny Ny
_ (Z 6—5N1(51—M)> (Z e—ﬂN2(62—M)> o (4'31)
Ny

N2

= Hg)\, con &, = Ze_ﬂNA(EA—#) (4.32)
)

Ny

Esta funciéon puede ser factorizada porque Ni, N, ... son independientes ya que N es
variable, aunque en el ensamble canénico tenfamos ), Ny = N lo que implica que los
Ny no son independientes. Obtenemos

O =—kpTInZ=—kzT Y Iné, (4.33)
A
y
o 1
(My=-27 = kBTZ O3 () (4.34)
H O B
con
81n§)\
pu— 4-
(Nx) = kpT i (4.35)

el numero de ocupaciéon medio del estado (A). Para la energia media, sabemos que

(E) = u(N) — % In=. Por lo tanto debemos calcular este ultimo termino para obtener
(E).

Tenemos

1 = 1
mE=Y ¢ = 0= Z 0 nf* (4.36)
™

(ex — ) e PNAEA=1)

9

:(Z):_ZNANA

(4.37)

—3 ZNA _ ) %G*BNA(EX*P«)

= Z 7 (4.38)
= Z (ex — 1) (N)) (4.39)
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lo que implica
(B = (N} + 3 e (No) — () (4.40)
oy

es decir

(E) = ex(Nn) (4.41)
)
También podemos obtener

S=kp) (m Ex+ Ta% In gA) (4.42)
™)

y finalmente

P=kpT) % In &y (4.43)
By

En conclusion, lo importante es obtener &, de lo cual podemos obtener las otras canti-
dades.
Dos casos se presentan, un gas de fermiones o de bosones. Para fermiones, N, el

numero de particulas por nivel energético es N, = {0, 1} por el principio de exclusién
de Pauli

g\F) - Z B_BN)\(EA_N) =14+ 6—5(€A—H) (4.44)
N

con (F') un indice para fermiones. Lo que implica un numero medio de ocupacién por
nivel energético €,

() —Blea—n)
M\ _ Oln¢; e B 1
<N’\ > = kT o 1+eBEx—n 14 efler—n (4.45)
llamada la distribucién de Fermi.
Para bosones N; = {0, 1,...,00} lo que implica
(B) _ N~ —ANa(eri) _ L
= 3 e L i

Ny=0

con la condicion €y —p > 0 para tener convergencia de la serie. Necesitamos la condicién
€) > u para todos los niveles energéticos.
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Por lo tanto, se puede pedir la condiciéon p < gy con ¢¢ la energia del fundamental.

(B)
(B) _ 8lnf)\ . 1
<NA > = kT3 = e (4.47)

llamada la distribucion de Bose
/N En el caso de tener [t > €, nunca tendremos equilibrio con el reservorio.

En ambos casos (N,) nos da la ocupaciéon media de un nivel energético, sabiendo
que por efectos termales la ocupacion de un nivel cambia en el tiempo.

En el limite (N,) < 1 es dificil diferenciar entre bosones y fermiones, es el limite
clasico. En este caso €?x=#) debe ser muy grande y

< N)(\F)> ~ < N§B)> ~ e Bler—n) (4.48)

llamada la distribucion de Maxwell-Boltzmann.
Podemos recuperar el factor N! en este limite. De hecho

In 5&5) ——In (1 _ 6—5(€A—M)) ~ 6—5(@\—#) (6—5(€A—#) < 1)
In £§\F) —In (1 + 6*5(&*#)) ~ o BlEx—n)

es decir In fg\F) =1In fg\F) = e PE1 1o que implica

In= = Zlnf)\ = eﬁuz:e_ﬁEA (4.49)
A A

—_——

=z

con z la funcién de particion de una particula. Obtenemos

== (4.50)
o0 N

=Y e (4.51)
N=0 '

con zV/N! la funcién de particién de Maxwell-Boltzmann.

4.3 Gas de fermiones independientes

En este capitulo, queremos estudiar un gas perfecto de fermiones. Es decir que las
interacciones son despreciable. Estas particulas son descritas por la distribucién de
Fermi

1
<NA(F)> T B 11 fr(e) (4.52)
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Es el numero medio de particulas ocupando un
estado individual de energia £,. Podemos ob-
servar que 0 < ff(g) < 1 de acuerdo con el
principio de exclusion de Pauli.

Cuando T'" = 0 o B = oo, tenemos
0 siey <
efler—m = ASH lo que implica
o0 siey>

fF(e):{l sie < p

0 sie>p

VA GY

Por lo tanto, todos los niveles energéticos tal que €\ < p son totalmente ocupados

aunque todos los niveles €y, > p son desocupados. En el caso de fermiones (no para

bosones) el potencial quimico a T = 0, se llama también la energia de Fermiep = pu(T =

0).

Para T" # 0, los niveles de energia superior
son mas y mas poblados (77 < Ty < T3). Obser-
vamos que siempre <N A(F)> =1/2cuandoey = ep

Para calcular el numero total de particulas
a temperatura 7', tenemos que calcular (N) =

Z(A) <N>(\F)> es decir una suma sobre todos
los estados posible. También tenemos (E) =
Z(A) EX <N§F)>

Cuando N — oo (limite termodinamico), los
niveles energéticos son tan cercano que parece
continuo. Vamos a trabajar con esta aproxi-
macion. Por lo tanto, las sumas sobve los estados
deben ser reemplazadas por integrales, tomando

en cuenta la densidad de estados por unidad de energia: p(E)

v

1.0

J— T1
T
038 2
T3
0.6
04
02 \‘
0 .
H
energia
(4.53)

v- | °° dep(e) £ ()

con gq la energfa del fundamental, p(E) la densidad de estados y f¥(g) el numero

medio de particulas por estados. En el limite termodinamico, todos los ensambles son

equivalente. Por lo tanto podemos interpretar esta ecuacién en el ensamble candnico,

es decir que N es fijo. Asumiendo que N es fijo, esta integral nos permite obtener el

potencial quimico.
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En el limite termodindmico V' — oo, por lo tanto ¢y — 0

3T
3mL2

/\ De hecho, para particulas en una caja de tamano L, g = — 0 (si L = 00)

N = / dep(e) w>+1 (4.54)

En el capitulo 2.4, hemos calculando la densidad de estados integrado N.(¢) de la cual
podemos obtener la densidad de estados p(e) = N (¢)

/N Para ser completo, reproducimos aqui el calculo. El numero total de estados
disponible en la aproximacién semi-clasica es

1
9533 d*xdp (4.55)

con g, la degeneracion por el espin.
Queremos que este numero de estados sea igual a

/ p(E)dE (4.56)
para interpretar p(FE) como la densidad de estadas por unidad de energia. Es decir
1
9533 dad’p = /p(E)dE (4.57)

Para particulas independientes, no relativistas, £ = % es decir p = vV2mE

1 3 13 V 3 V 9 \%4 3/9 dE
9533 d’xd’p = 9533 d’p = ﬁéhr podp = gsﬁ47r(2m) / ET

— / p(E)dE

lo que implica

o(B) = Zov (QH—T)B/Q VE (4.58)

Obviamente este resultado depende de la dimension. En 2D, tendriamos gs% [ dPxd*p =

Para simplificar las notaciones, usaremos

3/2
p(E) = AVVE, con A= Js <2_m)

472 \ h?
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AT =0, tenemos

EF 2
N = / p(E)dE = gAvgi;/z (4.59)
0
lo que implica
3 N\ m2 fer2N\*?
e (2AV) - (gs V) u(T = 0) = po (4.60)

Como ef tiene la unidad de una energia, se puede escribir como

2 .
* ep = =K} «— vector de onda de Fermi

* ep = kgTr +— temperatura de Fermi

* ep = 2mv? +— velocidad de Fermi

Para la energia media, tenemos (a 7" = 0)

Ey = / Ep(E)ff(E)dE = / Ep(E)dE (4.61)
0 0
. 2 5/2 o 3
= SAVEYL" = ENkpTy (4.62)

Hay también una presién a T'= 0

P:_O_(I)? con CI>=/€3TZIﬂ<1—<N)(\F)>)

ov
By
pero
[e’e) 1 00 8B
D= kBT/O dEp(E)In (1 - m) = _kBT/O dEp(E)In (1 + e PE-)
(4.63)
o N_(E) 2
:_/O dEm, con N_(E)=p(E) = N.(E) :§AVE3/2 (4.64)
9 0 E3/2
es decir
2 [™ B8 2 (E)
P=ZA| ————dF=:" 4.
3 /0 T3 niE =37y (4.66)
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Eso implica una presion a temperatura nula

4

— 1 5/2 4.
1 £ (4.67)

se llama la presion de degeneracién. Podemos también calcular la entropia a 7' =0 y
verificar la tercera ley de la termodinamica

0® 2 [ B
= —— o=-—"A e dE
5= " 37V /0 e
0o — p)eBE—m)
o S = ZAVERS? / apgyr EZ e
3 0 (1 + eBE—m)

por lo tanto

S(T=0)=0 porelfactor e’Er) 0

A alta temperatura los efectos cudnticos se pierden. De hecho, tenemos?

o0 1 o0
_ o~ —B(E—p)
N = /O AEp(E) g7 = AV /O dEVEe (4.68)
o0 2B%2N
= AV 5”/ AEVEe " = AV YT o = o — 4.69
y
2 [ B2 2 [ 2 3T
P=ZA] ——————dE~Z-A EE3?ePE-1) — = fcfr 4,
3 /0 1+66(E—u)d 3 /0 d e 5 Ae e (4.70)
2 28%2N N
_ 2 3VT 28N N, (4.71)
374852 AV V
es decir

PV = NkgT (4.72)

Perdemos todos los efectos cuanticos a alta temperatura. Por lo tanto, vamos a contin-
uar a baja temperatura. Hemos estudiado los efectos a T' = 0 pero queremos obtener
resultados para T pequeno. La palabra ”"pequeno” significa en comparaciéon con la

3En este limite, consideramos que ¢?(F=#) > 1 es decir para todas las energias e?¥ > e o de

. . . / s s
forma equivalente e/* <« 1. Veamos de la relacién ef* = 21;183\2/%\[ que correspnde al limite de alta

temperatura.
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temperatura de Fermi 1" < Tr. Recordamos las formulas genéricas:

1 .
T A nos permite obtener

N= [ dEp(E
/D PE) T

e E
R A =
2 0o 0P
d=——(F P=—— -
3B = v ¥ ST ar

Para hacer los cédlculos, usaremos una técnica de Sommerfeld. Todas las integrales son
de la forma

/ h dEf¥(E)G(E) (4.73)

0

con G(E) alguna funcién de la energia. A baja temperatura fU)(E) pasa de ~ 1 para
E < pacasi 0 para E > u. Por lo tanto no es una expresion tan facil usar para
expandirla en serie. Definiendo la integral

oT) = [ B (BYG(E) (4.74)
Tenemos
(0, 1) = /0 " AEG(E) (4.75)
Por lo tanto

9T, 1) — (0, ) = / CAE (F9(B) 1) G(E) + / T AEFP(E)G(E)

_ /  AES f(E)G(E)
’ fH(E)
A diferencia de fI'(E), 6f(F) es casi nulo

excepto para E ~ pu.  Ademdas como para
EF < pu, 0f(E) =~ 0 podemos extender
la integral hasta F = —oo. Lo que nos

da M”
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Mﬂuwwmmoz/fdEﬁWE»—DG@»+/mﬂwWEmuw

I

_—/H ag—CE) +/OodE—G<E)

1+ e BE-w 1 + eB(E—p)
_ ﬁ/ Gp+z/B) B/ u+fv/5)’ con z = B(E — )

1—}—6“3 1+ e®
0

Como lo hemos visto, el efecto principal viene por £ ~ pu es decir zkgT < 1

= G (u+ kpTz)— G (u—kpgTx)]

1
G (ntzkpT) ~ G(u) £ 2kgTG (1) + 3 (zkpT)* G" () + - - - (4.76)
lo que implica
< dx ,
Mﬂm—ﬂQMZMJ/ S [oksTG ) + - (4.77)
0 +e
©  dr 00 (kaT)Qi-l-l ‘
~ kgT 2 (2i+1) 4.
5 /0 1+e ; oo ¢ W (4.78)
es decir
(k’ T)27’+2 0 /oo $2i+1
g(T, ) = 2 N e R 4.
2 2 v 77T "
29(07M)+g(/€BT) G'(u )+ﬁ(k5 sT) G () + -+ (4.80)

Aplicando esta expansion para N

> 1 > VE

-+ QB(E*:UJ)

2 AV
~ N(T = — (kgT)? 4.82
(T=0)+7 <B>2f. (482)

2 AV
~ SAV A + = (kpT)? 4.83
AV <B>2J. (483)
Para T' = 0, tenemos u = (2AV) 23 = (o, que podemos corregir a 7" # 0 de la forma

siguiente p = po(l + ) con z < 1

2 3/2 AV _
N = gAvﬂo/ (1+2)%2+ (kBT)2 5 (1 + )12 (4.84)
3 7T2 2 AV X
~ N (1422 ) + = (kgT (1— —> 4.

< +2x>+12(3 ) o 5 ( 85)
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lo que implica

x o~ —g% (kgT)? j/l—,uzo , para T pequeno (4.86)
~ _§ 17;; (ksT)? 2—% (4.87)
9 2
~ T (’@j_OT) (4.88)
es decir
w(T) = 1o (1—717—; (ij)+> (4.89)

= kpTp (4.90)

R
—
|
ol
/N
[
~—
)
+
N———

De forma similar, encontramos

572 /T \?
E=FE 1+ (— 4.91
0<+12(TF>+) (4.91)

2
S = %k%Av,/_uFT T (4.92)
414 5/2 571'2 T 2
15 (keTr) To\E) " (4.93)
Lo que nos permite obtener
Sm2m?k% ([ gs V 43
P=P(T=0)|1 B —) T*+--- 4.94
(T=0) [ MY (67r2 N) N (4.54)

lo que corresponde a la ecuacion de estado a baja temperatura de un gas de Fermi.
En conclusion, si T < Tr, los efectos cuanticos son importante. Se llama un gas
degenerado. Aunque si T > Tk es un gas clasico. Por lo tanto es siempre importante
evaluar la temperatura de Fermi del gas.

Por ejemplo, si consideramos los electrones de conduccion en un solido, pueden ser
visto como un gas de electrones. Por ejemplo, el sodio (23) tiene una densidad de masa
de ~ 0.97 x 10? kg/m3. La masa de un dtomo de sodio es 23 x 1.66 - 10727 kg lo que
implica que tenemos 2.5 x 10%® 4dtomos de sodio por m3. Como cada dtomo lleva un

electrén de conduccién, tenemos £ = 2.5 x 102 m?

2 (o

2/3
o V) =kgTr, con gs=2 ym=m, (4.95)

2m
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es decir
Tr = 36.000 K

Para los metales Tr ~ algunos 10.000 K. Por lo tanto, cuando trabajamos a T = 300 K,
es casi como trabajar a T' = 0.

El formalismo puede ser ocupado para algunas estrellas. Por ejemplo, las enanas
blancas tienen T ~ 107 K. La densidad de una enana blanca ~ 5.10° kg/m3.Es un gas
de dtomos (carbono 12 y oxigeno 14) y electrones. El mismo calculo nos da

Tr ~5.10* K, para los dtomos

Tr ~5.10° K, para los electrones

Por lo tanto, los atomos pueden ser considerado como clésico con una ecuacién de
estado P = p,kgT (p, = N/V la densidad del nicleo) y los electrones que podemos
casi considerar a temperatura nula (ya que T/Tr < 1) con presion P = P(T = 0) =
%pekBTF (pe :densidad de los electrones, p. = Zp,).

En realidad, la velocidad de los electrones es muy grande, es decir que debemos
tomar en cuenta los efectos relativistos. Es decir que no tenemos E = p?/2m pero

204 1 202 2
\/megc 4 p“ct — mec

En resumen

Tr ~ algunos 107 K, para una enana blanca

Tr ~ algunos 10° K, para una estrella de neutrones

4.4 Gas de bosones independientes

Queremos estudiar un gas perfecto de bosones. En este caso

B\ _ 1 B
<N* > = gom 1=/ © (4.96)
Como <N iB)> tiene que ser positivo, tenemos 1Ba

que imponer i < €. Por lo tanto pu < g, con &gy
la energia del fundamental. Tenemos siempre una
divergencia para € = p.

Como no hay principio de exclusion de Pauli

para bosones, <N iB)> no tiene limite. Podemos

tener todas las particulas disponible en un nivel

energético.
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De la misma manera que el caso de fermiones, trabajamos en el limite termodinamico,
es decir que todos los ensamble son equivalente. Por lo tanto, podemos considerar N
como fijo.

>0 1
N = / dep(e) Gemy—1 (4.97)

lo que nos permite obtener u, aproximaremos ¢y ~ 0. Pero a diferencia del caso
fermionico, no existe siempre una solucién. De hecho,

Neav [ VE 4
0 65(6_“) —1

(x = pe) :AVB?’/Q/ idw, con (p:eﬁ"
o €/p—1

pero como u < gy = 0, tenemos 0 < ¢ < 1, la Kp) 4

ecuacion siguiente no tiene siempre una solucion 2.315
[ N 3/2
I(p) = / idz = b
0o € /p—1 AV
Como I(p) tiene un maximo 0 1 ¢
Nﬂ3/2
< 2,315 4.98
Y% (4.98)
de lo cual podemos definir la temperatura de Bose
1 N 2/3
T> —(—=— =T 4.99
kp (2.315AV) b (4.99)

Por lo tanto, si T' > Ty, podemos calcular p en funcién de (N, V,T) lo que nos permite
obtener la energia media, la entropia, presién- - - Pero para T' < Tz, es extrano porque
no tonemos soluciones. El problema viene de alguna hipotesis. La principal es de
reemplazar sumas por integrales

Ny =3 <N§B>> — / " dep(e) <N§B>> (4.100)
) 0
Como p(E) = AVVE, tenemos

* e
0 e (4.101)

- 109 —



La contribucién de € ~ 0 a nuestra integral es nula. Eso significa que las particulas que
se encuentran en el fundamental no cuentan en esta integral y por lo tanto no cuentan
para el numero de particulas total N. No es problematico en el caso de fermiones ya
que solamente g5 (gs = 2 para electrones) particulas se encuentran en el fundamental
dentro de 10*® o més particulas.

Pero para bosones, a menudo que la temperatura baja, los niveles inferiores se
poblan sin limite asi que la integral no permite tomar en cuenta estas particulas. De
hecho si regresamos a la ecuaciéon

N 3/2
I(p) = fv , con 0< I(p) <2315
Obtenemos
N 3/2 .
0< fv <2315 & 0< N <2315A4V (kgT)*?

Es decir que limy_,g N = O!!! Perdemos particulas. El resultado nos indica una perdida
de particulas. Es solamente que estas particulas poblan el nivel fundamental y por lo
tanto no contribuyen en la integral. Para corregir este problema, agregamos a mano
esta contribucion

_ Ve

con Ny el numero de particulas en el fundamental, es decir

1

No= —
07 ebu—1

(€0 =0) (4.103)
Para que Ny sea macroscépico, tenemos que imponer la condicién e ™#* ~ 1 es decir
i~ 0. En este caso

1 kgT kgT

—— & u~—— (=0)

Nore ——— ~
T 1-Bu—1 It No

Cuando se reunen estas condiciones es decir u ~ 0,7 < Ty tenemos Ny macroscopico.
Se llama un condensado de Bose-Einstein. Podemos por lo tanto asumir g =0

N:NO—I—AV/ ve de
o eF—1

00 T 3/2
(l':/8€> :N0+AV(kBT>3/2 \/_:E—d?: :N0+N<_>
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AN,/N
de lo cual obtenemos 1
NozN[l—(T—) ], para T <Tp
B
~0, para T > Ty >
1 T/Ty

La contribucién del fundamental (¢ = 0) a la energia total es nula, por lo tanto para
T < Tg (sabiendo que p~0)

[e') 1 [e’) E3/2
E) = dEFEp(E)———— = AV dFE 4.104
R e (1104)
e} 3/2
(x = BE) = AV (knT)"? /0 R (4.105)
—_

=3 /m((5/2)~1.784

con ( la funcién zeta de Riemann definida por (ver ayudantia 8)

(=g [ o (1.106)
S_F(s) 0 w1 '
Obtenemos
(E) ~ (kgT)**1.784 N (4.107)
2.315 (kpTp)**
7\ 32
~ 0.77 NkpT (T—) (4.108)
B

Para la entropia y la presion, tenemos

2 B2 2 T\*?
d = ——AV/ S 4B = —5(E) ~ ~0.51NkpT (T—)
0

3 eBE—n) — 3 B
9% T\ 32
=——=128N —
5= 8 Nks (TB)
0o 5/2
P = _8_V =1,194 (kBT) / P A supercritico

Observamos que la presion no depende de Vo N

Cuando T = Tg, podemos imaginar que ocurre liquido

una transicién de fase. Para estudiar una transicion
de fase es a veces mas simple cambiar de punto de

v

vista. Por ejemplo, asumir V' variable y T" constante %
(isotermas) en el caso de agua.

- 111 —



P A

El sistema tiene un aumento de presién a fase "normal”

menudo que el volumen disminuye hasta obtener

Tl

el condensado por lo cual podemos disminuir el k
., condensadode BE "~ s aTo==

volumen a presion constante, con un aumento de >

No v

4.5 Gas de fotones

Los fotones son bosones (S = 1) pero su numero no es conservado. Podemos tener
absorcién e emision de fotones por eso debemos tener p = 0. Se puede derivar a partir
del mismo argumento usado para obtener la funcién de particién para bosones. Usando
el principio de entropia maxima para

S = —kgp Zpi Inp; — « (sz - 1) -8 (ZPZEZ - <E>> (4-109)

donde no hemos agregado el termino v (D>, p; N; — (N)) ya que no hay conservacion del
numero de fotones. Usando el principio de entropia maxima, encontramos

1

es decir ;4 = 0 si lo comparamos a la distribuciéon de Bose. Tenemos un numero de
ocupaciéon medio por estado

m\ _ _ 1L
<NA > e (4.111)

lo que implica

o E
(B — /O p(B) B (4.112)
Recordando que para fotones
E=pc=hw, (E: vm2et + p2c? con sz)

podemos obtener la densidad de estados p(FE) en la aproximacién semi-clésica

%/d%d%z /p(E)dE

con g, = 2 para las dos polarizaciones. Pero
8TV

2 3 3 9 8tV 9
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lo que implica

8tV _, |
= b = sk (4.113)

p(E)

lo que nos permite calcular la energia media

Vo[ E Vho[* W
E)=——— ——dE = —— —d, 4.114
(E) m2h3c3 /0 ePE —1 w23 /0 edho 1 ( )

de lo cual podemos obtener la densidad espectral por unidad de volumen wu(w,T’) tal
que

dE = Vu(w,T)dw (4.115)

es decir la ley de Planck para el cuerpo negro

h w3
u(w,T) = 523 ghlhaT 1 (4.116)
o si queremos la expresion en frecuencia v es decir £ = hv
V ~  E3 8ThV [ 3
(B) = —ppes /0 o —dB = /0 e (4.117)
lo que nos da
8mh V3
u(v,T) = R (4.118)
o por longitud de onda: E = he/\
V ©  R3
(B) = s / s —dE (4.119)
es decir
8mh 1
u(\T) = =5 (4.120)
A eksTx — ]
Por ejemplo, el sol tiene casi un espec- 2w Visible | Infrared —>
tro de cuerpo negro con maximo en el vis- J o
lble (Ver la teoria de eVOthiéIl) Sunlight without atmospheric absorption
1.5
5778K blackbody

H,0 Sunlight at sea level

Atmospheric
absorption bands
H0 co,

0.5

H,0
1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500
- 113 - Wavelength (nm)




Para un gas de fotones al equilibrio, se pueden hacer los calculos de forma exacta a

diferencia del caso genérico de bosones.

14 o0 E3 Vv A o) xS
E) = E=———(kgT 4.121
(E) 7T2h3c3/0 eBE — 1d w2 h3c3 (ksT) /0 er — 1d$ ( )
herm? kgT 4
= V{— T 4.122
15 ( he ) > ( )
lo que corresponde a la ley de Stefan-Boltzmann. Finalmente
oo V oo
P = kBT/ dEp(E)In (1 —e ") = kBTm/ E*In(1—eP)dE (4.123)
0 T=heet Jo
usando una integracion por partes, obtenemos
V > BE3/3 V R OF
b =—kpT——— dE = — dE = ——(F 4.124
Brreme ), efF -1 3W2h3c3/0 el —1 (E) )
lo que nos permite obtener
0 1(F
P= v = g% (la presién de radiacién) (4.125)
0P 4(F
S=—55= §<T> o T? <por lo tanto lim § = o) (4.126)

4.6 El laser

Para entender el funcionamiento del ldser ("L” para light) en el visible o méser ("M”

para microwave) en las microondas tenemos que introducir los coeficientes de Einstein.

Aunque el funcionamiento del ldser necesita al menos 3 niveles de energia, estudiaremos

un sistema de 2 niveles

Cada nivel de energia puede recibir var- E)
ios electrones (2p recibe 6 electrones) por lo
tanto llamamos ¢g; v ¢» la degeneracién de

E2 - El = fla)21

cada nivel de energia. E,

4.6.1 Emisién espontanea

Si un atomo se encuentra en el nivel E5, puede emitir E
2

un fotén de frecuencia wy; e ir a E;. Esta transicién se
produce con una cierta probabilidad. Llamamos A, la
probabilidad de emisién espontanea por unidad de tiempo.

)—

Si hay Ny(t) 4tomos en el nivel Fy en t. En t + dt, dNy;
atomos abrian pasado a F;. Por definicion de Ajs

dNéiIi) = A12N2 (t)dt
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4.6.2 Absorciéon

Si el dtomo esta sometido a una radiacién electro- E,

magnética cuya densidad de energia por unidad de vol-

umen par pulsaciones entre w y w + dw es u(w)dw. Un y—
atomo en FEp, puede ser excitado hasta Fy por absorber E, .

un fotén de la radiacién, de pulsacion wo;. La probabili-
dad por unidad de tiempo depende del numero de fotones

disponible con esta pulsacion, es decir u (way )
AN = By (way) Ny (t)dt

1—2

con Ba; el coeficiente de Einstein para la absorcién.

4.6.3 Emision estimulada

La emisién espontdanea esta producida por una pertur- E, ’

bacién del vacié. De forma simular, una radiacién puede y

ser la perturbacion que genera la transicion de Fy a E 14 > y
dNéﬁtllm) = Blgu (LUQl) N2 (t)dt El

el coeficiente de Einstein By, para la emision estimulada.

Los coeficientes de Einstein Aqo, Bio, Ba1 son constantes que dependen solamente
de las caracteristicas de los atomos. Por lo tanto, podemos estudiar estos coeficientes
en una situacién muy particular y concluir que las expresiones deducidas son generales.
En particular, estudiaremos el caso de muchos atomos a la temperatura 1" con fotones
y en el equilibrio. Las resultados podran ser usado fuera del equilibrio ya que los
coeficientes no dependen del estado termodinamico.

Como estamos en equilibrio, las poblaciones de dtomos en E; (V1) y en Ey ( Ng) son
constantes. Por lo tanto, a cada absorciéon hay una emision espontanea o estimulada.

ANy = ANSD) AN (4.127)
:>Bglu (wgl) N1 = [A12 + Buu <w21>] NQ (4128)

Ademas, podemos usar la distribucién de Maxwell-Boltzmann, por lo tanto
—E1/kgT
& _ gre 1/kB _ ﬂehml/kBT (4'129)
Ny goeB/ksT g,

y obviamente, como hay equilibrio

h w3
1203 ehw/ksT _ |

u(w) = (4.130)
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Por lo tanto, llegamos a

h Wiy 91 hwoy /kpT h why
BQl 7T263 eﬁwgl/kBT _ 1 g_2€ 2RE N2 = A12 + Bl2 ’7'('263 ehw2l/kBT _ 1 N2
hwa1 /kpT huwsy _ hwai kT
& (Bagie B12gs) i Aags (e 1)
hwa kT hw3y 5
& ewn/ks (32191 55 A1292> + A12g2 — Biago——5 =0
m2c m2c
Como esta ecuacién debe ser valida para cualquier temperatura
s
By1g1=% — A12g2 = 0
m?;
A12g2 — Bi2go —a =10
es decir
Bs1g1 = Bi2g2 (4.131)
A hw3
2 _ 2l (4.132)

BIZ 7T203

Como usualmente g; = go, tenemos By ~ Bjs. Es decir que la emisién inducida es del
mismo orden que la absorcién. También podemos notar que

AN Bl (w n2c3
Qaslp.) - 12A( 2) = u (wa1) s (4.133)
ANy, 12 21
Introduciendo la longitud de onda de la transicion v = 3= = ¢ es decir w = %
dN(estim.) AS
% = u (wy) —= (4.134)
dN2—>1. 8

A densidad de energia electromagnética constante, la importancia de la emisién es-
timulada en comparacion con la emision espontanea crece con el cubo de \y;. De ahi
podemos describir al ldser /maser.

Con una fuente externa, se excitan los atomos hacia un nivel de energia, es el
bombeo laser. Cuando reciben fotones con un w, se desexcitan con la emision de un
fotén con las mismas caracteristicas (frecuencia, direccién, fase, polarizacién) que los
fotones incidentes

Asi se produce un haz de fotones perfectamente coherente, cuya intensidad aumenta
a medida que atraviesa el medio "activo” (en el que el bombeo renueva la poblacién
del estado excitado).
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En este proceso, el fenémeno de emisién espontanea es un ruido, ya que reduce
el numero de atomos excitados y proporciona fotones emitidos al azar y sin ningun
vinculo de coherencia con los del haz.

Por lo tanto, se entiende que el maser ha sido mas facil producir, ya que funciona
con grandes longitud de onda y por lo tanto dNS=U™) > dNSP)

Ha sido mas dificil producir un sistema a més cortas longitud de onda como en el

visible, el laser y mucho mucho mas dificil para el laser de rayos X.
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