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1. Paramagnetismo clásico

Si el campo homogéneo B⃗ apunta en dirección z, entonces la orientación de cada dipolo puede expresarse
mediante los ángulos polares θi y ϕi.

Z =

∫
dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩN exp

{
βµB

N∑
i=1

cos θi

}
, dΩi = sin θidθidϕi

La función de partición se factoriza: Z = zN con

z =

∫
dΩeβµB cos θ

Para la integral obtenemos, con la sustitución x = cos θ,

z = 2π

∫ 1

−1
dxeβµBx

=
2π

βµB

(
eβµB − e−βµB

)
= 4π

sinh(βµB)

βµB

El momento magnético medio ⟨µ⃗⟩ del dipolo puede ser calculado. Para ello, reescribimos µ⃗ = µe⃗r en coordenadas
cartesianas

⟨µ⃗⟩ = 1

z

∫
µ

 sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 exp{βµB cos θ} sin θdθdϕ

Vemos enseguida que ⟨µx⟩ = ⟨µy⟩ = 0. La razón es que todas las orientaciones del dipolo perpendicular al eje z
son igualmente probables. Para ⟨µz⟩ obtenemos

⟨µz⟩ =
µ

z

∫
cos θeβµB cos θ sin θdθdϕ

Volvemos a utilizar el cambio de variable x = cos θ para obtener

⟨µz⟩ =
µ

z

∫ 1

−1
xeβµBxdxdϕ

= 2π
µ

z

∫ 1

−1
xeβµBxdx

= 2π
µ

z

d

da

∫ 1

−1
eaxdx , a = βµB

= 2π
µ

z

d

da

ea − e−a

a
, a = βµB

= 4π
µ

z

d

da

sinh a

a
, a = βµB

= 4π
µ

z

a cosh a− sinh a

a2
, a = βµB



= 4π
µ

z

βµB coshβµB − sinhβµB

(βµB)2

= µ

[
coth(βµB)− 1

βµB

]
El momento magnético total es

⟨Dz⟩ = N ⟨µz⟩ = Nµ

[
coth(βµB)− 1

βµB

]
= NµL(βµB)

Para pequeño x = βµB = µB/(kBT ) (pequeño campo magnético) tenemos

L(x) ≈ x

3
− x3

45
+ · · ·

donde la función L(x) = coth(x)− 1
x es, como visto en clase, la función de Langevin.

En la región x ≪ 1, el momento magnético es proportional al campo magnético

⟨Dz⟩ ≃
Nµ2

3kBT
B

La constante de proporcionalidad es la susceptibilidad

χ = lim
B→0

∂ ⟨Dz⟩
∂B

=
C

T
, C =

Nµ2

3kB

La entroṕıa del sistema es

S = −∂F

∂T
= NkB ln

(
4π

sinh x

x

)
− NµB

T
L(x)

de donde obtenemos, la enerǵıa media

U = F + TS = −⟨Dz⟩B

que no es más que la enerǵıa del dipolo medio en el campo magnético.

2. Principio de Arqúımedes

1. Como el gas es perfecto, la densidad es N veces igual a la densidad de probabilidad de la presencia de una
molécula. La dependencia z de esta densidad es la de su factor de Boltzmann, es decir e−βmgz. De ah́ı la
ecuación barométrica

n(z) = n(0)e−βmgz

Integrando sobre x, y y luego sobre z obtenemos

N = n(0)L2

∫ ∞

0
e−βmgzdz =

n(0)L2

mgβ

Dada la definición de n1, podemos demostrar que n1βmg = n(0).

2. La función de partición canónica de una molécula es

2



zgp =
1

h3

∫
e−β( p2

2m
+mgz)d3pd3r

Tras la integración en p, x y y, tenemos

zgp =
1

λ3
L2

∫ ∞

0
e−βmgzdz =

1

λ3

L2

mgβ

La función de partición total es Zgp =
zNgp
N ! , y aplicando la fórmula de Stirling da la enerǵıa libre

Fgp = −kBTN

(
log

L2

λ3mgβN
+ 1

)
3. La nueva función de partición znuevo de una molécula se calcula utilizando la misma integral, extendida al

dominio del mismo cilindro, pero sin la esfera pequeña. Si la esfera es pequeña, bastará con restar a zgp
el producto del valor del integrando en el centro de la esfera por el volumen de la esfera. En cierto modo,
éste es el teorema de la media para una integral 3d. El resultado es

znuevo = zgp −
1

λ3

4

3
πa3e−βmgz0

= zgp

(
1− 4

3
πa3

n (z0)

N

)
Tenemos

Znuevo =
1

N !
zNgp

(
1− 4

3
πa3

n (z0)

N

)N

Utilizando el hecho de que limN→∞(1− x/N)N = e−x, queda, en el ĺımite termodinámico

Fnuevo = −kBT logZnuevo = −kBT logZgp + kBT
4

3
πa3n (z0)

Lo que implica

∂Fnuevo

∂z0
= −4

3
πa3mgn (z0)

Es, al signo más próximo, el peso de una masa de aire contenida en un volumen igual al de la pequeña esfera.
Es el principio de Arqúımedes, o más exactamente su contrario: la fuerza ejercida por la esfera pequeña sobre
el sistema.
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