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1. Balanza ultrasensible

1. La función de partición (del sistema 1d) se escribe como
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Por lo tanto ∂ logZr

∂g = βmg
ω2 y ⟨z⟩ = − g

ω2 . Esto era de esperar: en equilibrio, la tensión del muelle compensa

el peso: mg = −mω2zeq, o ⟨z⟩ = zeq.

3. Al igual que con el cálculo de ⟨z⟩ :
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Comprobamos que
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Veamos que no hay desviación a temperatura nula, como se esperaŕıa.

4. A temperaturas ordinarias σ ≃ 10−10/
√
α. Por lo tanto, podemos ver que para obtener un σ del orden

de un mm, necesitaŕıamos una rigidez del muelle del orden de 10−17N/mm. Esto es inviable, al menos
mecánicamente.

2. Gas perfecto complejo



1. Traslación

Ya sabemos que
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2. Vibración
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que se integra inmediatamente en

zv =
kBT

ℏω
=

T

Tv

conTv = ℏω/kB.

3. Rotación

Si el rotor es ŕıgido, sabemos que el hamiltoniano se escribe como (I es el momento de inercia del rotor)
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Esta integral es fácil de calcular: empezamos integrando con respecto a ϕ, luego con respecto a pθ, pϕ y
finalmente con respecto a θ. Encontramos
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con Tr = ℏ2/ (2IkB).

3. Función de Mayer y la ecuación de estado de un gas

La función de partición es

Z =
1

N !

1

h3N

∫ N∏
i=1

d3pid
3rie

−βH

=
1

N !

1

h3N

[∫ ∏
i

d3pie
−β
∑

j p
2
j/2m

]
×

[∫ ∏
i

d3rie
−β
∑

j<k U(rjk)

]

=
1

N !Λ3N

∫ ∏
i

d3rie
−β
∑

j<k U(rjk)

2



donde Λ es la longitud de onda térmica que ya conocemos. Todav́ıa tenemos que hacer la integral sobre las
posiciones. Las interacciones hacen que las integrales no se factoricen de ninguna manera obvia. Una forma de
intentarlo es la expansión de Taylor
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Por desgracia, esto no es tan útil. Queremos que cada término sea menor que el anterior. Pero cuando rij → 0,
el potencial U (rij) → ∞ (repulsión entre los electrones). Por lo tanto el tercer termino es mucho mayor que el
segundo a pequeñas distancias...
En lugar de proceder con la expansión de Taylor, optaremos por trabajar con la siguiente cantidad, llamada
función f de Mayer,

f(r) = e−βU(r) − 1

Cuando las part́ıculas están muy separadas a r → ∞, f(r) → 0. Sin embargo, a medida que las part́ıculas
se acercan y r → 0, la función de Mayer se aproxima a f(r) → −1. Procederemos intentando construir una
expansión adecuada en términos de f . Definimos

fij = f (rij)

Entonces podemos escribir la función de partición como
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El primer término simplemente da un factor del volumen V para cada integral, por lo que obtenemos V N . El
segundo término tiene una suma, cada elemento de los cuales es el mismo. Todos ellos se parecen a∫ N∏
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donde, en la última igualdad, simplemente hemos cambiado las variables de integración de r⃗1 y r⃗2 al centro de
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2 (r⃗1 + r⃗2) y la separación r⃗ = r⃗1 − r⃗2. Existe un término como este para cada par de part́ıculas - es
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cuadráticos en f y superiores, la función de partición es aproximadamente
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La enerǵıa libre es:
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Expandiendo el logaritmo como log(1 + x) ≈ x (baja densidad del gas N/V ≪ 1) obtenemos

F = −kBT logZ = −kBT log
V N

N !Λ3N
− kBT

N2

2V

∫
d3rf(r)

de lo cual obtenemos

P = −∂F

∂V
=

NkBT

V

(
1− N

2V

∫
d3rf(r) + . . .

)
3



Observamos que si U(r) > 0 para todas las separaciones r con U(r = ∞) = 0. Entonces f = e−βU − 1 < 0 y la
presión aumenta, como cabŕıa esperar para una interacción repulsiva. Aunque si U(r) < 0, tenemos f > 0 y la
presión disminuye, como cabŕıa esperar para una interacción atractiva.

Para el gas de Van der Waals, tenemos una interacción atractiva a grandes distancias y repulsiva a cortas.
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Aproximaremos la segunda integral en el ĺımite de alta temperatura, βU0 ≪ 1, donde eβU0(r0/r)
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Insertando esto en la ecuación para la presión, obtenemos
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