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1. Entropia de los agujeros negros

Usamos la primera ley de la termodinamica (sin cambio de volumen o de particulas)
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con lp = Z—g la escala de Planck
2. Defecto intersticial

Queremos desplazar n atomos dentro de N hacia n sitios intersticiales dentro de IN. Por lo tanto, necesitamos
elegir n dtomos dentro de N a desplazar, es decir que tenemos C7}; posibilidades. Estos n dtomos se deben
distribuir sobre los NV sitios es decir de nuevo Cy; posibilidades, lo que implica W = (C’};”,)2 maneras para que n
atomos se encuentran excitados hacia los n sitios intersticiales.

Segun la formula de Boltzmann, la entropia es

S =kplnW = 2kp [mN! “lnn! — In(N — n)!}

Asumiendo que todos los numeros son grandes, tenemos segin la aproximacién de Stirling In M! ~ M In M —
M, (M > 1), lo que implica
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lo que implica (desde dE = T'dS — PdV + pudN)
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es decir

n — N6*5/2kBT



Veamos que n crece con la temperatura pero disminuye con la energia. Si € es mas grande, es mas dificil obtener
estos movimientos de los atomos, pero si la temperatura aumenta, es mas probable tener estos movimientos. En
conclusién, tenemos E = ne = eNe /2657 1o que implica

CV 3E . N€2 6_6/2kBT

T T 2kpT?
3. Energia de oscilacion
Buscamos las diferentes formas de obtener M a partir de los nimeros enteros {n;}. Si M = 1, tenemos
N posibilidades (ny = 1,ng = 0,---,ny = 0 y las N permutaciones). Para M = 2, podemos tener un

oscilador con n = 2 y los deméds con n = 0 (N configuraciones) ademds de tener 2 osciladores con las energias
n = 1 cada uno, y los demés con energia nula. Este tltimo caso corresponde a N(N — 1)/2 configuraciones
lo que implica un total de N + N(N —1)/2 = N(N + 1)/2. De forma similar, para M = 3 podemos obtener
Ck +2C% 4+ C3 = N(N + 1)(N +2)/6... De estas formulas podemos deducir que el numero de formas de
obtener un entero M a partir de N enteros es C’Aj\g 4+~n_1- Una forma mas intuitiva de obtener este resultado es la
siguiente. Queremos obtener un entero M a partir de N enteros més pequeno. Es equivalente a llenar M objetos
dentro de N cajas. Por lo tanto, una forma de construir N cajas es de formar N — 1 paredes entre los objetos.
Consideramos que los M objetos y N — 1 paredes forman M + N — 1 super-objetos. Cada vez que elegimos
un cierto numero de estos super-objetos, se transforman en objetos y los demés en paredes y asi tenemos una
configuracion de cajas con objetos dentro. Por ejemplo, en el caso de M = 2 y N = 3 tenemos, obtenemos 4
super-objetos

En resumen, el problema se reduce a saber cuantas formas tenemos de elegir M (objetos) o N — 1 (paredes)
dentro de M + N — 1 stuper-objetos, es decir W = 01\1\4]1%\/—1 = C]\]\//[[+N_1
De lo cual podemos facilmente obtener la entropia

S =kplnW = kg |In(M + N — 1)l — In M! — In(N — 1)!} ~ k;B[(M+N)1n(M+N) —MlanNlnN]

y la energia en funcién de la temperatura
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La energia se reescribe
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Obtenemos para la capacidad calorifica
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con Tg = . la temperatura de Einstein
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